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Jelolések

adj(...) matrix adjungaltja

a Euler-Almansi alakvaltozési tenzor

B Piola-féle alakvaltozési tenzor

b baloldali Cauchy-Green alakvaltozési tenzor
é a b tenzor torzitasos vagy deviatoros része

cof(...) métrix kofaktora

c jobboldali Cauchy-Green alakvaltozasi tenzor
c Cauchy-féle alakvaltozasi tenzor
Q a C tenzor torzitdsos vagy devidtoros része

X vektor-vektor fliggvény, a 7 és R kdzott teremt kapcsolatot
6g Kronecker-szimbolum

det(...) métrix determinansa

dA  elemi feliilet a kezdeti konfiguracioban

dad  elemi feliilet a pillanatnyi konfiguraciéban

dV  elemi térfogat a kezdeti konfiguraciéban

dv elemi térfogat a pillanatnyi konfiguricioban

E Green-Lagrange alakvaltozasi tenzor
e Euler-Almansi alakvaltozasi tenzor
Q(") altalanos Lagrange-féle alakvaltozasi tenzor

g(”) altalanos Euler-féle alakvaltozasi tenzor

€ijk, €997 Levi-Civita-szimbolum

E egységvektor a kezdeti konfiguricioban

€ egységvektor a pillanatnyi konfiguracioban

E;  tenzor i-edik sajatvektora a kezdeti konfigurdciéban

€; tenzor i-edik sajatvektora a pillanatnyi konfiguraciéban
@(...) el6retolas miivelet

¢~1(...) visszahtizas miivelet

r deforméci6 gradiens

'K, Christoffel-szimbolum a kezdeti konfiguraciéban

I'*. Christoffel-szimbolum a pillanatnyi konfiguracioban

Gi kovarians bazisvektor a kezdeti konfiguracioban
gt kovarians bazisvektor a pillanatnyi konfiguraciéban
Gi kontravarians bézisvektor a kezdeti konfiguracioban
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kontravaridns bazisvektor a pillanatnyi konfiguracioban

kezdeti konfiguracioban értelmezett Hencky-féle alakvaltozasi tenzor
pillanatnyi konfiguraciéban értelmezett Hencky-féle alakvaltozasi tenzor
egységtenzor

Jacobi-determinans, az I deforméci6 gradiens determinansa

a b tenzor tisztdn térfogatvaltozast leird része

a C tenzor tisztan térfogatvéltozast leird része

az U tenzor tisztan térfogatvéltozést leir6 része

az v tenzor tisztan térfogatvaltozast leird része

vonalelem ardny vagy fajlagos nyulas

nyijté tenzor i-edik sajatértéke

A v nytjt6 tenzor a sajatvektorok bazisdban

Az U ny1jté tenzor a sajétvektorok bazisaban

Hamilton-féle (nabla) differenciél operator a pillanatnyi konfiguracioban
Hamilton-féle (nabla) differenciél operator a kezdeti konfiguracioban
feliilet normalvektora a kezdeti konfiguraciéban

feliilet normalvektora a pillanatnyi konfiguracidban

tenzor i-edik egyre normélt sajatvektora a kezdeti konfiguracidban
tenzor i-edik egyre normélt sajatvektora a pillanatnyi konfiguréciéban

ortogonalis transzformacié tenzora

ortogonalis transzformécio, az elemi térfogat merev test szert elfordulasat irja le

anyagi pont helyzete a kezdeti konfigurdcioban

7(t) anyagi pont helyzete a pillanatnyi konfiguracioban

polaris felbontas utan a deformacioé gradiens tisztan alakvéltozast leird része a kezdeti konfiguraciéban

az U tenzor torzitasos vagy devidtoros része

polaris felbontas utan a deformacioé gradiens tisztan alakvéltozast leird része a pillanatnyi konfiguraciéban

a v tenzor torzitasos vagy devidtoros része



1. Kinematika

1.1. Anyagi pont és test helyzetének megadasa

A kinematika anyagok mozgésanak leirdsaval foglalkozik, nem keresi a mozgas okat. A vizsgalt anyagok lehetnek
gazok, folyadékok és szilard testek is. A tovabbiakban a szilard anyagok egy modelljével, a kontinuumokkal, azaz
folytonos tomegeloszlasu szilard testek leirasaval foglalkozunk. Feltételezziik, hogy a kontinuum anyagi pontok
sokasagabol all, az anyagi pontok szorosan (hézagmentesen) egymaéas mellett helyezkednek el. Tekintsiik egy test
véges nagysigu tartoményét, amelyet egy zart feliilet hatarol. Ezt a tartoményt, mint anyagi pontok halmazat
jeloljiik B-vel. A B egy tetszSleges anyagi pontjat jelolje P (P € B). A haromdimenzios térben egy adott ¢
idopillanatban minden anyagi ponthoz kéleséndsen egyértelmt médon hozzarendelhets egy (2!, 2%, 2®) szdmhérmas,
amelyet az anyagi pont koordindtéinak neveziink. A hozzarendelést vagy leképezést jelolje k. Ezek alapjan

(x17x2,x3) =k (Pt).

A szamhérmas egy hozza kapcsolodo vonatkoztatasi rendszerrel egyiitt adja meg az anyagi pont pontos helyét a
t id6pillanatban. Az egyszertiség kedvéért feltételezziik, hogy a tér, amelyben a test elhelyezkedik euklideszﬂ A
vonatkoztatasi rendszer legyen a g1, go és g3 nem egy sikba es6 vektorokbol allo vektorharmas, amelyet szokas béa-
zisvektoroknak is nevezni. Azt, hogy az x', 22, £ koordinaték és a G, o, g3 bazisvektorok egy adott idépillanathoz
tartoznak, Ggy is jelolhetjiik, hogy ¢ = % (t) és §; = §; (t), ahol i = 1,2, 3. Ezek alapjan egy adott ¢ id6pillanatban
a P anyagi pontba mutaté 7 helyvektor az

F(t) =2 (1) (¢) 1)

Osszeggel széxmithatdﬂ Szimbolikusan irhatjuk az
7(t) = £ (Pt) = R (P) (2)

fliggvénykapcsolatot is, amely bar konkrét szamitésra alkalmatlan, jelzi hogy egy anyagi pont és egy szamharmas
(és a hozza kapcsolodo bézis) kapcesolatardl van szo.

1. abra. A testet alkoto anyagi pontok egy adott ¢ idépillanatban torténd hozzarendelése a tér egy harom koordina-
taval megadott pontjahoz.

A fiiggvény inverze a P = &; * (7 (t)) alakban irhato.

Ha a B test mozgasat (elmozdulasat) szeretnénk leirni, legalabb két kiilonb6z6 id6pillanatban ismerniink kell a
pontos helyzetét, azaz a testet alkoté P anyagi pontok helyzetét, mert a mozgést valamihez viszonyitanunk kell.
Az egyik id6pontot rogzitsiik le, és jeloljiik ezt a rogzitett idGpontot tg-val. A ¢y idGpillanatban az anyagi pont
helyvektorat jelolje . .

R= ’F(tg) =z (to) gz (to) = XIG].

INem euklideszi teret feltételezve a matematikai leirds egy kicsit bonyolultabb lenne. A tér amiben éliink nem euklideszi. Az
euklideszi térrel torténd kozelités a mérnoki gyakorlat szempontjaboél kielégit6 pontossagi eredményeket szolgaltat.
2 Az Einstein-féle sszegzési konvenciénak megfelelden az azonos indexekre sszegezni kell, példaul % (¢) g; (t) = >°7_; = (¢) G (¢).



Ezt szimbolikusan jelolhetjiik az =
R ="7(tg) = K(P,to) = Ro (P)
Osszefiiggéssel is, ami maga utdn vonja, hogy P = K, ! (é) A tovabbiakban a ty idépillanathoz tartozé mennyi-

ségeket altalaban nagy bettkkel fogjuk jelolni (beleértve az indexeket is), a tetszéleges ¢ idGpillanathoz tartozo
mennyiségeket pedig kis bettikkel. A tetsz8leges t idGpillanatban a test helyzetét pillanatnyi konfigurdcionak ne-
vezziik, itt az egyes mennyiségek &dltalaban fiiggvényei az id6nek is. A ¢y idépillanatban a test helyzetét kezdeti
konfigurdcionak nevezziikk. A kezdeti konfiguracidban a rogzitett to id6 miatt az egyes mennyiségek nem fliggenek
az id6tél.

Az 7 és az R kdzotti kapcsolat leirhaté az

F() =7 (R (R)) = x (1) = () 3)
fliggvénnyel is, az inverz kapcsolatot pedig az

R=F (R, (7(1) = xi * (7(2)) (4)

Osszefiiggés adja meg. A kés6bbiekben nem fogjuk kiilén hangsulyozni, hogy a Xy = ¥ (R) =X (]:f, t) fliggvény
még fiigg az id6tol is, és jelolésére csak a ¥ = ¥ (ﬁ) -t fogjuk hasznélni.

X(R)

kezdeti konfiguracié
/_Nillanatnyi konfiguracié

2. abra. A kezdeti és a pillanatnyi konfiguracié kapcsolatat leiré i fiiggvény.

A kezdeti konfiguraciot ugy is felfoghatjuk, hogy a test a tg iddpillanatban ,befagyott” az éppen aktualis al-
lapotaban, és a tovabbiakban barmelyik ¢ iddpillanatot véve ugyanazt a mozdulatlan allapotot (térbeli helyzetet)
latjuk. Vagyis R = ﬁ(t) = konstans. Ennek a késGbbiekben azt lesz a kovetkezménye, hogy a kezdeti konfigu-
raciéban értelmezett R helyvektornak az id6 szerinti derivaltja vagy derivaltjai nullaval lesznek egyenléek. Igy
tulajdonképpen mindig két testet vizsgalunk egy id6ben: a kezdeti konfiguraciéban ,befagyott” testet, amelynek
pontjait az R helyvektor adja meg, és a pillanatnyi konfiguraciéban 1évs testet, amelynek pontjait az 7 (t) vektor
adja meg. Ebbdl kévetkezben igaz lesz az =

7(to) =R

egyenlGség is.

Feladatok

1. feladat (egyszerii nyiras). Adott egy egység oldalu kocka, mint kezdeti konfiguracié. A kocka alakvaltozasat a
pillanatnyi konfiguraciéban a|3| dbra szemlélteti. A g3 iranyba a kocka egyik pontja sem mozdul el. Hatirozza meg
a kocka pontjainak elmozdulésat leiro ¥ fliggvényt az dbran megadott bazisok segitségével!



kezdeti konfiguracio < pillanatnyi konfiguracié

Y

3. &dbra. Egyszerd nyiras.

&
2. feladat. Oldja meg az [T} feladatot a a[4] abran lathat6 bazisokkal.
L& 2
kezdeti konfiguracié < i > pillanatnyi konfiguracié
1
4. dbra. Egyszerd nyiréas.
&

3. feladat (tiszta nyiras). Adott egy egység oldalu kocka, mint kezdeti konfigurdciot. A kocka alakvaltozéasat a
pillanatnyi konfiguracidéban az [5} abra szemlélteti. A g3 irdnyba a kocka egyik pontja sem mozdul el. Hatéarozza
meg a kocka pontjainak elmozdulasat leir6 X fiiggvényt az dbran megadott bazisok segitségével!

G @
A 2,92

kezdeti konfigurécié pillanatnyi konfigurdcio

N

5. abra. Tiszta nyiras.



4. feladat. Adott egy egység oldali kocka, mint kezdeti konfiguraciot. A kocka alakvaltozasat a pillanatnyi kon-
figuracioban a [6} abra szemlélteti. Hatérozza meg a kocka pontjainak elmozduldsat leir6 Y fiiggvényt az &brén
megadott bazisok segitségével!

pillanatnyi konfiguracié

kezdeti konfiguracié

6. abra. A tiszta nyiras térbeli valtozata.

&

5. feladat. Adott egy egység oldali kocka, mint kezdeti konfiguraciot. A kocka alakvéltozéasat a pillanatnyi kon-
figuracioban a [7] 4bra szemlélteti. Hatarozza meg a kocka pontjainak elmozdulésat leird i fiiggvényt az abran
megadott bézisok segitségével!

kezdeti konfiguracié pillanatnyi konfigurdcié

7. dbra. Tiszta térfogatvaltozas.

&

6. feladat. Adott a[§] abra lathato harom testbdl felépitett szerkezet. Mindharom test forgasszimmetrikus, és szim-
metriatengelyeik egybeesnek. A kiils6 (A) és bels6 (C) testek merevnek tekinthetdk, a B test pedig alakvaltozasra
képes test. A kiils6 (A) testet mereven megfogtuk, a bels6 (C) testet pedig a szimmetriatengely koriil ¢ szoggel
elforgattuk. Feltételezziik, hogy az A test a B testhez képes, valamint a B test a C testhez képes nem csuszik
meg, valamint hogy a szimmetriatengelyre meréleges sikok az alakvéltozas utan is sikok maradnak. Feltételezziik
tovabba, hogy a B test pontjai koncentrikus kérokén mozdulnak el, az elmozdulis nagysaga pedig lineéris fliggve-
nye a szimmetriatengelyt6l mért tavolsagnak. Hatirozza meg a B test pontjainak elmozdulasat leiro y fiiggvényt
alkalmasan vdlasztott bazisok segitségével!

10



8. 4bra. Csavarés.

&

7. feladat. Adott a [ abra lathato harom testb6l felépitett szerkezet. Mindharom test forgasszimmetrikus, és
szimmetriatengelyeik egybeesnek. A kiilsg (A) és bels (C) testek merevnek tekinthetSk, a B test pedig alakval-
tozéasra képes test. A kiils6 (A) testet mereven megfogtuk, a belsé (C) test pedig a szimmetriatengely iranyaba
elmozditottuk. Az elmozdulés értéke a. Feltételezziik, hogy az A test a B testhez képes, valamint a B test a C
testhez képes nem csiszik meg. Feltételezziik tovabba, hogy a B test pontjai mind a szimmetriatengely irdnyaba
mozdulnak el, az elmozdulés nagysaga pedig linearis fiiggvénye a szimmetriatengelyt6l mért tavolsdgnak. Hatarozza
meg a B test pontjainak elmozdulasat leird y fiiggvényt alkalmasan vdlasztott bazisok segitségével!

9. abra. Forgasszimmetrikus nyiréas.

&

8. feladat. Adott a abran lathaté henger alakt alakvaltozisra képes test. A test alsé feliiletét mereven
megfogtuk, a fels6 homlokfeliiletét pedig ¢ szoggel elforgattuk. Feltételezziik, hogy a henger keresztmetszetei
az alakvaltozas soran sikok maradnak, alakjuk és nagysaguk sem véltozik meg, és a keresztmetszetek tévolsdga is
valtozatlan marad. Feltételezziik tovabba, hogy a henger keresztmetszeteinek szogelfordulasa a szimmetriatengely
irdnyaba meért tavolsag linearis fiiggvénye. Hatéarozza meg a henger pontjainak elmozdulasat leiro ) fiiggvényt
alkalmasan vdlasztott bazisok segitségével!

11
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10. 4bra. Csavaras.

9. feladat. Hatérozza meg R = ¥~ ! (7) inverz leképezést az feladatok esetére! L)

1.2. Elemi vonalszakasz, feliilet és térfogat alakvaltozasa

Az el6z6 fejezetben bemutatott y fliggvény minden sziikséges informaciot tartalmaz arra vonatkozdan, hogy a
vizsgalt test helyzetét, mozgéasat, alakvaltozasait le tudjuk irni. A y fiiggvény tulajdonképpen joval t6bb informaciot
tartalmaz, mint amennyire sziikségiink van az alakvéltozasok leirdsdhoz. A kérdés az, hogy mik azok a mennyiségek,
amelyek csak az alakvaltozéassal kapcsolatosak, és hogyan lehet ezeket kinyerni a ¥ fiiggvénybdl? Amire nincsen
sziikségiink, az a

1. merev test szerd elmozdulés (transzlacio vagy térbeli eltolés) és a

2. merev test szerd elfordulas (rotacio vagy térbeli elforgatas).
Hogy valami tampontot kapjunk, vizsgéljuk meg azoknak az elemi geometriai alakzatoknak a test mozgasa soran
bekovetkezett megvéltozasat, amely alakzatokra a késGbbiekben sziikségiink lehet példaul egy a testre vonatkozd
integral felirasanal. Ilyen alakzat a testben egy elemi vonalszakasz, egy elemi feliilet vagy egy elemi térfogat. A
kovetkezs alfejezetekben ezeket vessziik végig.

1.2.1. Elemi vonalszakasz megvaltozasa

Tekintsiik a B test P anyagi pontjat, és annak elemi kérnyezetében 1év6 @ anyagi pontjat (1asd [T1] abra). A kezdeti

kezdeti konfiguracié

pillanatnyi konfigurdcio

11. abra. Elemi vonalszakasz megvéaltozéasa.
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konfiguracioban legyen a P pontba mutatd helyvektor
Rp =R, (5)

a Q pontba mutaté helyvektor pedig az . . B
Rg =R+ dR, (6)

ahol dR = dX'G;. A11] 4bra alapjan nyilvanvalo, hogy
dR = Rg — Rp. (7)

Most nézziik meg ugyanezen anyagi pontok helyét a pillanatnyi konfiguracioban. Feltételezve hogy ismerjiik a ¥
leképezést, az

7 =X (Rr) = () (8)
és = . .
7o = X (Bq) = ¥ (F +dF) 9)
osszefiiggéseket kapjuk. Szintén a[I1] dbrarol olvashatjuk le a
dr'=rg —Tp (10)

dsszefiiggést, ahol dif = dx'g;. Helyettesitsiik be a egyenletbe a és @ vektorokat.
sz)Z(ﬁerﬁ) —g(ﬁ) (11)

Vagyis fel tudtunk irni egy fliggvénykapcsolatot a dr) dR és R kozott. Bazt jelolhetnénk akir a dr' = dr (ﬁ, dﬁ)
fiiggvénnyel is. Mivel dR az R elemi kérnyezetében 1évé vektor, érdemes sorba fejteni a fliggvényt.

. OX(R
sz)Z(R)Jr a)gJ)dXJ+"‘+
oy (R
1 X( ) k k an k N
* ax)™ (dx*)" (dx*)" +.. - ¢ (R 12
kl%ks kﬂkg!kg!(@X1>k1 (8X2)/€2 (8X3)k3( ) ( ) ( ) X( ) (12)

1. Feltevés (helyi hatasok elve). A P pont kérnyezetének alakvdltozdsdt, igy a di vektort nem befolydsoljik a P
ponttol tavolabb lévd anyagi pontokndl bekivetkezd alakvdltozdsok.

Kovetkezmény. Elegendd a sorfejtésbil csak a linedris tagokat figyelembe venni, a magasabb foki tagok hatdsa
elhanyagolhato.

Ezek alapjan irhat6, hogy

0X7 0X7
0% (F) 0% (7)
J K J A K
7 OkdX o7 G GrdX
D e
£(R)
vagy roviden
di = F (1%) -dR (13)



2. Definicié. Az

£(8) = 5 07 2(8) gl =2 (a) o
Vo

tenzort deformdcié gradiensnek nevezziik.

A 2] definicioban a Vg differencial operator als6 nulla indexe arra utal, hogy a derivalast a kezdeti konfiguracioban
kell elvégezni. Szokasosak még a kovetkezs jelolések is a deformécié gradiensre:

82)((?)0@]56))26’

or
OR’

_’J:

ahol felhasznaltuk a jelolést. Az F deforméacio gradiens egy méasodrendii tenzor, vagyis egy homogén-linearis

vektor-vektor fiiggvény.
Megjegyzés: Gorbevonala koordinatarendszerben az

ox (R) Bt o
5 _ S i2Y o A — 50 9i AT _
E(R) = oo 0 = 5 W) o0 = Frmio G vt o0 =
ozt . - ozk 8g; - . ox' 9Gr =
— _’7; GJ 7 v J — —)7; GJ k i J —
ax7 70 T XTI gat ax7 90 T X T g °
oz’ SJ Kt 0% S A S S
6XJgZOG + Fkimgl oG aXJgiOG +z F}elaxijgiOG =
! dxt
BXJ(Slg,oG + 2" Fkl@ < i © oG’ = X J(él—i-w Fkl)gloG

Osszefiiggés érvényes, ahol F?@z az ugynevezett Christoffel-féle szlmb()lurrEl Egyenesvonalt koordinatarendszerben a I‘}Cl Christoffel-
szimbolumok értéke nulla, ezért itt hasznalhatjuk az

egyszerlibb alakot.
Most szamoljuk ki a forditott Osszefiiggést. A egyenlet jobb oldalat fejezziik ki a pillanatnyi konfiguraciéban
l1évs 7p és 7y vektorokkal, felhasznélva a inverz Y~ fiiggvényt.

o—1

dR = X

~H () =X (7p) (14)

A abra jeloléseivel a P és @Q helyvektorokra a pillanatnyi konfiguracidoban az
Fp =7

és
Fo =+ df

vektorok adédnak. Ezeket behelyettesitve a egyenletbe egy tjabb, a Osszefiiggéshez hasonld, de a dR-re
kifejezett egyenletet kapunk.

AR =X (74 d) X () (15)
Az el6z6ekhez hasonloan végezziik el a sorba fejtését.
3 ox_* (7)
— o1 J .
dR=x""(")+ 907 dx +
1 8”)2*1 (’)7) 1\ k1 2\ k2 3\ k3 1
+ dx dx dz?)” + - =X (7) (16)
,ﬂ%kg kalte (g ot oy () ()
(320 ki=n)
A feltételezve hogy érvényes a helyi hatésok elve, a Osszefiiggésbdl elhagyhatoak a linearisnal magasabb foki
tagok.
. ov - ,
dR:X»71(F)+X7(4)d i_ (f')ii(_p)dxﬂz
oxJ
3A Ti, Christoffel-szimbélumokat példaul a gi’; =T .5, vagy ami ezzel ekvivalens, a ', = gi’j - ' Bsszefiiggessel is szamithatjuk.
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vagy roviden o
dR = F (7) - dr. (17)

Az E szintén egy masodrendd tenzor, és hasonl6 szerepet jatszik, mint a egyenletben a deformécié gradiens.
A kapcsolat az I és E kozott kdnnyen tisztdzhato. Szorozzuk meg a mindkét oldalat balrol az E tenzorral.

—

F./ df=F-dR
\
E AP = E "F-d i
Ezt Gsszevetve a (|17) Osszefiiggéssel belathato, hogy E -F = I, ahol [ az egységtenzor. Ezek utan a Osszefiiggést
irhatjuk az .
dR = F~'(7) - dF (18)

alakban is. Az F~' = F~' () tenzort a deformécié gradiens tenzor inverzének nevezziik. Szokdsosak még a

kovetkezo jelolések a deformécié gradiens inverzére:

1(fj -7

=D og o mov =20 o O 5 00

=5 °% = o

ahol felhasznaltuk a (4)) jelolést. Itt a V differenciél operator a pillanatnyi konfiguraciéban térténd derivalast jelenti.
Megjegyzés: Gorbevonala koordinatarendszerben az

_ X (m) | & (oA . axT 1 0Gr
F1! xIa 7 =22 Grog +xI1 L o5 =
= (1) = OxJ 8:67 ( I) g oxI 1og oxJ °9

oxT . XK 8G; ooaxt ox! 8Gx .
— .G o + X1 i _Grod + XK @ =
97 10T TR B BXKOg 901 109 AT 5 axr ©Y
oxT aX
= 57 = GroF@ +XKrk, a—GLogﬂ —G,ogJ+XKF§(L8 Grogl =
_ox*k X ox’T L
= =0 Grog + X T L Grog = — (61 + XXThp) CGrod

Osszefiiggés érvényes, ahol a I‘%L Christoffel-féle szimbélumokat a kezdeti konfiguracioban kell kiszaml’tanﬂ Egyenesvonalu koordiné-
tarendszerben a F%L Christoffel szimbo6lumok értéke nulla, ezért itt hasznalhatjuk az

271 = %Gl o
egyszerlibb alakot.

Az F deformécié gradiensnek akkor és csakis akkor létezik az F ' inverze, ha a determinansa nem nulla, vagyis
det ( ) #0.

Az F deformécio gradiens egy tgynevezett kétpont tenzor. A kétpont tenzorokra az jellemzd, hogy két koor-
dinatarendszer kozott teremtenek kapcsolatot, bazisuk a két koordinatarendszer béazisainak diadikus szorzatakent
allithato els. Osszefoglalva mondhatjuk, hogy a dR vagy dr elemi vonalszakasz megvaltozasit az F deforméciod
gradiens segitségével egyértelmten le tudjuk irni (lasd a és egyenletek). o

* k X

Ezen a ponton még kevésbe latszik, de a deformacioé gradiens az alakvaltozéasok, s6t késébb a fesziiltségallapot
és az anyagtorvények felirdsanal és szamitasanal is kulcsszerepet fog jatszani. A deformamogradlens az az alap-
valtozo lesz a kontinuummechanikai feladatnal, amelynek meghatarozasaval a feladatot megoldottnak tekinthetjiik,
ugyanis segitségével minden més mennyiséget szarmaztatni tudunk. Az F a derivalasok miatt kevesebb informéciot
tartalmaz, mint a Y fiiggvény. o

4A T, Christoffel szimbolumokat példaul a aaiff = I‘KIGL7 vagy ami ezzel ekvivalens, a 'L, = LTS - GL @sszefiiggeéssel is

. : BxT
szamithatjuk.
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Feladatok

10. feladat. Szamitsa ki az feladatok megoldasa soran kapott ¥ fiiggvényekbdl kiindulva az egyes alakvalto-
zésokhoz tartoz6 F deforméacié gradienseket! Irja fel az egyes deformécié gradiens tenzorok maétrixét a megfelels
bazisok segitségével.

11. feladat. Szamitsa ki a @ feladat megoldasa soran kapott Y~ ! fiiggvényekbdl kiindulva az egyes alakvéltoza-
sokhoz tartozo deformécio gradiensek £71 inverzét! Irja fel az egyes inverz deformacio gradiens tenzorok matrixat
a megfelel6 bazisok segitségével.

12. feladat. Ellenérizze, hogy a[10} feladatban kapott deformacio gradiensek valoban az inverzei-e a[11} feladatban
kapott eredményeknek.

13. feladat. Adott a dRf = dX2G, elemi vonalszakasz a kezdeti konfiguraciéban. Szamitsa ki a pillanatnyi konfi-
guraciéba leképezett di vektort az [I} feladatban és a [2| feladatban kapott deformécié gradiensek felhasznélaséval
is. Hasonlitsa Gssze az eredményeket.

1.2.2. Elemi feliilet megvaltozasa

Az elemi vonalszakasz utdn most vizsgaljuk egy elemi dA feliilet alakvaltozas soran bekovetkezett megvaltozasat.
Legyen kezdetben (a kezdeti konfiguracioban) a dA elemi feliilet normalvektora N. Ugyanezen feliiletelemet a
pillanatnyi konfiguracioban (alakvéltozas utén) jelslje da, normalvektora pedig legyen az 7 (lasd a[l2] abrat).

kezdeti konfiguracié

N

pillanatnyi konfigurécié

12. abra. Elemi feliilet megvaltozasa.

Mindkét normalvektorra legyen igaz, hogy

—

N

=i =1

A dA és da elemi feliiletek skalar mennyiségek, de az N és i normalvektorok segitségével bevezethetiink vektor
feliiletelemeket is a koévetkezd modon: L

dA = NdA
és

da = fida.

Nyilvanvald, hogy dA = ‘d/f’ illetve da = |dd|. A feladat a dA és a dd elemi feliiletvektorok kozotti kapcsolat

megkeresése azon feltétel mellett, hogy az alakvéltozést leird F' deformacié gradiens invertdlhato, vagyis det (E) #0.

Kiindulasként irjuk fel az elemi feliileteket két-két vektor (elemi vonalszakasz) vektorialis szorzataként (lasd
a abrat). Ha az elemi feliiletek elegend&en kicsik, akkor az ily modon torténd felirassal csak kis hibat kovetiink
el. Ha az elemi feliiletek mérete tart a nulldhoz, akkor az elkévetett hiba értéke is nullahoz konvergél.
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dA da

dr,
dRy

dR, i,

13. abra. Elemi feliiletek elGéllitasa két vektor vektoridlis szorzataként.
A [I3] abra alapjan irhatjuk, hogy . . .

dA = dR; X dRs (19)
és

da = diy X dis. (20)
Az elemi vonalszakaszok transzforméaciojat az fejezet Osszefiiggése alapjan szamithatjuk. Helyettesitsiik
be a Osszefiiggést a egyenletbe.

di = (E-df,) x (E-dffy).

Szorozzuk meg mindkét oldalt az F' deformécio gradienssel jobbrol.

di-F=((E-afi) x (E-df:)) - E

Szorozzuk meg mindkét oldalt jobbrél egy olyan tetszGleges dL vektorral, amely nem esik egy sikba a dﬁl és dﬁg
vektorokkal.
da -

1=

-l = ((E-dRy) x (E-dR,)) - E-dL

Felhasznalva az ((é . d) X (é . 5)) . (é . 6) = det (é) (d X 5) - ¢ azonossigot az I' deforméacio gradiens kiemelhetd
a jobb oldalbal.
d

QL

E-dIL = det (E) (R, x R ) -dL

A jobb oldalon zarojelben all6 tag nem mas, mint a kezdeti konfiguracioban értelmezett, Osszefiiggéssel szamitott
elemi feliilet.
- F-dL = det (F)dA - dL
Mivel a dL vektort tetsz6legesnek vettiik fel, az egyenléség csak akkor igaz, ha a dL vektort balrél szorzé vektor
mindkét oldalon megegyezik.
da - F = det (F) dA

Szorozzuk meg mindkét oldalt jobbroél a deformécié gradiens E‘l inverzével.

dd = det (F) dA - F™!

Vegyiik mindkét oldal transzponéltjat azért, hogy a dA vektor a jobb oldali kifejezés végére keriiljon.

did = det (F) F~" - dA
A bal oldal transzponélédsa csak annyit eredményez, hogy a da vektor sorvektorbol oszlopvektor lesz, de mivel ennek
itt kiilondsebb hatésa nincsen, nem kiilonbdztetjiik meg Gket egymastol. A deformacioé gradiens determininsanak
jelolésére vezessiink be egy 1j jelolést. Mivel a deformacié gradiens tulajdonképpen egy leképezés Jacobi méatrixaként
is felfoghato a megfelels bazisok felhasznélasaval, ezért az F determindnsat Jacobi determindnsnak is nevezhetjiik,
és a -

J =det (g) (21)

jelolést fogjuk ra hasznalni a tovabbiakban. Igy megkaptuk a

da =JF T . dA (22)
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vagy .
di=JE T NdA (23)

végeredményt, amely Nanson-formulaként is ismert. Az inverz Osszefiiggés a fentiekhez hasonlé modon is meg-
kaphato, de talan egyszertibb a eredménybél kiindulni. Szorozzuk meg a egyenletet balrél a deformécié
gradiens F T transzponéltjaval, majd osszuk el az egyenletet a J Jacobi determinénssal.

dA = J'F" . da (24)

vagy .
dA=J'E" - fida (25)

A kezdeti konfigurdcioban adott d/f, és a pillanatnyi konfiguraciéban neki megfelel§ da elemi feliiletek kozotti
kapcsolatot a vagy osszefiiggések, az inverz kapcsolatot pedig a vagy osszefiiggések adjak meg.

X k X%

A lineéris algebrabol ismert egy matrix inverzének kiszamitésara szolgald

_, _ adj (é)
4 =) (26)

Osszefiiggés, ahol az adj (é) a matrix adjungaltjat jelenti. Mivel a tenzorok egy adott béazisban (koordinatarend-
szerben vagy koordinata-rendszerekben) vett reprezentacioja egy négyzetes matrix, ezért a egyenlet érvényes
tenzorokra is. Helyettesitsiik be a Osszefiiggeést a képlettel egyiitt a Nanson-formuléba.

da = det (F) M -dA,

majd az egyszertsitések utédn a
di = (adj (F))" - dA (27)

adodik. Vagyis a deformécio gradiens tenzor adjungaltja teremt kapcsolatot a kezdeti és pillanatnyi konfiguricioban
1év6 feliiletelemek kozott. Szokasos még a méatrix un. kofaktoranak (cofactor) hasznalata is.

cof (E) = (adj (E))"
A miétrix adjungaltjanak transzponéltja jelenti a matrix kofaktorat. Az aj jeldléssel a Osszefiiggést az
d@ = cof (F) - dA (28)
alakban is irhatjuk.

Feladatok

14. feladat. Szamitsa ki az [T}, B}, @ és 5] feladatokban szerepls egységoldali kocka oldallapjainak teriiletét az
alakvéltozas utan a Nanson-formula segitségével. Ellendrizze a szamitast elemi matematikai modszerekkel.

15. feladat. Vezesse le a Osszefiiggést a abra jeloléseinek felhasznalaséval.

1.2.3. Elemi térfogat megvaltozasa

Egy test egy tetszGleges elemi térfogatat jelolje dV a kezdeti konfiguraciéban, és dv a pillanatnyi konfigurdciéban

(14sd a[14] abra).
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kezdeti konfiguracié

pillanatnyi konfigurédcio

av

14. abra. Elemi térfogat alakvaltozas soran bekdvetkezd megvaltozasa.

A két elemi térfogat kozotti kapcsolat megadasahoz irjuk fel részletesebben az elemi térfogatokat. Feltételezve,
hogy mind a dV, mind a dv elegend&en kicsinyek, mindkét elemi térfogat kell6 pontossidggal allithat6 el6 az egy
cstcsbol kiinduld, az oldallapok metszetgorbéit érinté vektorok ugynevezett vegyes szorzataiként (lasd a abra).

av dv
e S

AR,
15. abra. Elemi térfogat eldallitasa a kezdeti és pillanatnyi konfiguracioban.

Legyen dﬁl, dR, és dRs3 a kezdeti konfiguracioban 1évé dV elemi térfogat egy csticsabol kiindulo, az oldallapok
metszetgOrbéit érinté harom vektor (feltételezziik, hogy a dV térfogat nem elfajuld, azaz dV # 0). Hasonl6 modon
legyen dry, diy és drs a pillanatnyi konfiguracioban 1évé dv elemi térfogat egy csticsabol kiinduld, az oldallapok
metszetgorbéit érinté harom vektor. Feltételezziik, hogy az alakvaltozast leiré deformacié gradiens invertalhato,
azaz det (F) # 0. A fentiek alapjén a dV és dv térfogatelemek a

dv = (dﬁl x dR’z) - dRy (29)

és
dv = (dFy x dry) - drs (30)
szorzatokkal szamithatoak. A Osszefiiggés felhasznalasaval a egyenlet jobb oldala atalakithato.

av=((E-dR,) x (E-dis)) - (E- ;)

Az ((é - @) x (é . E)) (A-¢) =det (A) (EL’ X 5) -C azonosséag felhasznélasaval az F deformécio gradiens kiemelhetd
a jobb oldalbdl.

dv = det (E) (df, x dit) - dRy
A Osszefiiggést behelyettesitve a jobb oldalon 1év6 vegyes szorzat helyébe, és alkalmazva a jelolést a

dv = JdV (31)
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Osszefiiggést kapjuk. Az inverz kapcsolatot a egyenlet mindkét oldalanak a J Jacobi-determinanssal torténd
osztasaval kaphato meg.
dV = J tdv (32)

Osszefoglalva kijelenthetjiik, hogy a és Osszefiiggések teremtenek kapcsolatot a kezdeti konfiguracidban
adott dV elemi térfogat és a pillanatnyi konfiguracioban adott dv elemi térfogat kozott.

Feladatok

16. feladat. Szamitsa ki az[i],[3], [ és[f] feladatokban szerepls egységoldali kocka térfogatat az alakvaltozas utan
a dv = J dV képlet segitségével. Ellendrizze a szamitést elemi matematikai moédszerekkel.

17. feladat. Vezesse le a osszefiiggést a [15 abra jeloléseinek felhasznalasaval.

1.3. A deformécié gradiens polaris felbontasa

Mint ahogy mar az fejezetben utaltunk ra, a x (E) fliggvény t6bb informaciot tartalmaz a vizsgalt test moz-
gasérol, mint amennyire az alakvéltozasok leirdsahoz sziikség van. Az F deformécié gradiens a ¥ (ﬁ) fiiggvény

derivalasaval all el6, vagyis a ¥ R fliggvényben 1évé konstansok, amelyek a test pontjainak helyét hatarozzak

meg, eltiinnek. Ezekre az alakvaltozasok leirdsahoz szerencsére nincs is sziikség, ugyanis ezek a test merev test
szeri transzlaciés mozgasaval lennének kapcsolatosak. Van azonban még egy masik merev test szerd mozgassal
kapcsolatos informécio is a deformacié gradiensben, amelyet célszerd levalasztani réla. Ez a merev test szert el-
fordulas, vagy rotacié. A rotacié deformacio gradiensrdl torténd levalasztasihoz a kovetkezd matematikabol ismert
tételbdl indulunk ki.

3. Tétel (polaris felbontas tétele). Legyen E egy valds, nem elfajuld (det (E) > 0) tenzor. Az F mindig felbonthato

egy R ortogondlis tmnszformdcioﬂ (vagy tenzor), és egy U vagy v szimmetrikus, pozitiv definit tenzor szorzatdra a
kévetkezd modon:
F =

ll=

'éiv (33)

vagy

[
H@_
=¥

(34)
Vagyis a deforméci6 egy R forgatds és egy U vagy v nyujtas (stretch) egymasutanjabol all 6ssze.

4. Definicié. A (33) egyenletben szerepls U szimmetrikus, pozitiv definit tenzort jobboldali vagy anyagi nyijto
tenzornak nevezziik (material stretch tensor).

A ,,Jobboldah” jelz6 arra utal, hogy a (33) felbontasban az R forgaté tenzort jobbrol szorozzuk az U tenzorral.
Az ,anyagi” jelz6 arra utal, hogy az U tenzor a kezdeti konfiguracioban értelmezett (lasd lejjebb).

5. Definicio. A egyenletben szereplé v szimmetrikus, pozitiv definit tenzort baloldali vagy térbeli nyijto
tenzornak nevezziik.

A | baloldali” jelzé arra utal, hogy a felbontasban az R forgat6 tenzort balrdl szorozzuk a v tenzorral. Az
stérbeli” jelz6 arra utal, hogy az v tenzor a pillanatnyi konfiguracioban értelmezett (lasd lejjebb).

A polaris felbontas szemléltetésére szorozzuk meg a tenzoregyenlet mindkét oldalat a dR vektorral jobbrol.
A alapjan az egyenlet mindkét oldala a di vektort adja eredményiil, de a jobb oldalon az U tenzorral torténd
szorzas utan kapunk egy részeredményt.

F-dR=R-U-dR (35)
£ a2
a7 JF
———
a7

A dR vektor egy un. koztes konfiguracioban értelmezett vektor. Az F deformécié gradiens kétpont tenzor, azaz
két koordindtarendszer kozott teremt kapcsolatot. Legyen az R elforgatas szintén kétpont tenzor. Ekkor viszont az

5 Akkor nevezziik az R transzformaciot ortogonalisnak, ha igaz az ET = R~ ! egyenléség. Ebbél kovetkezik, hogy ET R = EET =1,

ahol I az egységtenzor. Konnyen belathato meég a det (E) = 1 egyenl@ség is.
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U maér egyértelmten a kezdeti konfiguraciohoz kotott tenzort fog jelenteni. Irjuk fel a egyenletet a megfeleld
bazisok feltlintetésével is:

(Figi 0 G7) - (aRGx) = (Riygio G7) - (UG o GV) - (dRM Gy ).

drt Ji dRKC_jK

drig;

ahol F'; az[1.2.1| fejezet F = 8XJ (67 + 2*T%,) gi o G7 képletének tomorebb F=F'go G7 jeldlesébdl szarmazik.
A 7" (n = 1,2,3) vektorokkal jobbrol torténd szorzas utan az

" dRX = R U, dRM
egyenletet kapjuk, amelyet a dR™ illetve dR® koordinaték elhagyésa és index atnevezések utan az
F'g = ?ALJU.‘;(

métrixegyenletként is tudunk irniﬂ Az F'= R - U felbontast egy elemi kocka deformaciojan a abra szemlélteti.

>
>

»
>

16. abra. Elemi kocka alakvaltozasinak FF = R - U felbontasa.

[S

Az abréan jol lathato, hogy az F' = R - U felbontés sorén elGszor nyujtjuk az elemi kockat, majd utdna merev
test szerten elforgatjuk. -

Most vizsgaljuk meg a poléaris felbontast. Szorozzuk meg a mindkét oldalat a dR vektorral jobbrol.
A (13) alapjén az egyenlet mindkeét oldala a di* vektort adja eredményiil, de a jobb oldalon az R tenzorral torténd
szorzas utan kapunk egy részeredményt.

F.-dR=v-R-dR (36)
E v- R
d7 B
H/d_/
dar

A dr vektor egy un. koztes konfiguracioban értelmezett vektor. Itt a korabbiakkal Ssszevetve a v egyértelmien
a pillanatnyi konfiguraciohoz kotott tenzort fog jelenteni. (Ezért jeloltitk mar eleve kis bettvel.) Irjuk fel a (36)
egyenletet a megfelel§ bazisok feltiintetésével is:

( _Z'Jg;oéJ)-(dRKéK) = (viGio ) - (R gkoGL)-(dRMéM),

ahol F'; az 1-) fejezet F' = aXf (cV + ku‘}d) Gi oG’ képletének tomorebb I = Fi.g; e jelolésébdl szarmazik.
A g™ (n = 1,2,3) vektorokkal jobbrol térténd szorzas utan az

FedRX = v R, dRM
egyenletet kapjuk, amelyet a dR™ illetve dR® koordinaték elhagyésa és index atnevezések utan az

n _ . npl
K—U.jR.K

6Ha nem frjuk ki a tenzor béazisat, az also illetve felss indexnél érdemes jeldlni, hogy melyik az elsé és melyik a méasodik index. Ezt
a masodik index elé irt ponttal tessziik meg. Ennek a matrixok transzponélasanak jelslésénél van szerepe, pl. (F_iJ)T = Fj.
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abra szemlélteti.

felbontéasa.

17. abra. Elemi kocka alakvaltozasdnak FF = v -

=

Az abran lathato, hogy az I = v - R felbontés soréan el6szor merev test szertien elforgatjuk az elemi kockat, majd
utdna nyudjtjuk.

1.3.1. A deforméacié gradiens VR polaris felbontasa

A kovetkezGekben bemutatjuk a polaris felbontas menetét, és az R forgatd tenzor valamint az U és v jobb- és baloldali
nytjtoé tenzorok kiszamitasanak modszerét. Induljunk ki abbol, hogy csak az F tenzort ismerjiik. Szorozzuk meg
az F deformécié gradienst jobbrol a sajat maga transzponaltjaval, és alkalmazzuk még az F deformécié gradiens
polaris felbontéasat o
F-F'=y-R-R" v =0°, (37)
I

<

T = v - v szorzést jeloli. A 22 birtokdban meg kellene

ahol felhasznaltuk hogy a v szimmetrikus. A v? az v - v

hataroznunk a v tenzort, vagyis az v? tenzoron egy gytkvonast kellene elvégezniink. Egy tenzorbol gydkst vonni
nem tartozik az egyszerii miiveletek kozé, azonban ha diagonizaljuk a tenzort, azaz attranszformaljuk egy olyan
alakba, hogy csak a tenzor métrixanak f6atlojaban maradjon nullatol kiillonbozé elem, a gydkvonés a f6atloban
allo elemeken elvégzett gyOkvonassal lesz egyenértékd. A tenzor matrixdanak diagonizalasat a sajatérték feladat
megoldésan keresztiil oldhatjuk meg. Keressiik meg az(oka)t a A\? skalar szdmo(ka)t és a hozza(juk) tartozé €;

vektor(oka)t, amely(ek)re igaz a kovetkezs egyenlet:
v? & = A (38)

Az elkovetkezs szamitasok soran tovabbra is alkalmazzuk az Einstein-féle 6sszegzési konvenciot, de a \; sajatértékek
indexére nem végziink el Gsszegzést, és az index értéke mindig meg fog egyezni a mellette 4116 mennyiség i indexével.
Ezt gy fogjuk jeldlni, hogy a A; sajatérték indexe allo bettivel lesz jel6lve, a masik mennyiség indexe pedig délt
bettvel (lasd a egyenlet). Rendezziik at a egyenletet felhasznélva az €; = [ - €; Osszefiiggést.

(* = N1I)-&=0 (39)

Ez tulajdonképpen egy homogén, linearis, algebrai egyenletrendszer, amelynek csak akkor van trivilistol kiilonbozé
megoldéasa, ha a zar6jelben 4ll6 egyiitthaté matrix determinansa nulla, azaz

det (v — N\ I) =0. (40)

A determinans kiszamitasahoz sziikség van a gQ tenzor koordinataira. Irjuk fel ezeket a §; o §7 béazisban.

2 T I —] k=l — N ) S =
v =v-v" = (G0 ) (v/"F ogk) = v "G o F - § gk =
—
gt
i ok Gle = i gk = i Gk A i J = A 2\t~ o
=v0i"g"'Gi o Gr = v}07"Gi 0 G = V107 G 0 §gk = v Gio G = (v¥) i g (41)

Mivel az F, és ezen keresztiil a v is adott, csak a A? értekének megfelels megvalasztésaval érhetd el a 1D egyenldség
teljesiilése. A egyenletben szerepld determinans kifejtése utan az un. karakterisztikus egyenletet kapjuk.

AP - (vz)I A+ (”2)11 A - (U2)111 =0, (42)
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ahol (1)2)1., (vQ)H és (vz)ln a v tenzor els6, masodik és harmadik skaldr invaridnsait jelentik. Az egyes skalar
invariansokra a kovetkezd kifejezések adodnak:

(UQ)I =tr(v),

ahol a tr (g) (trace - nyom) a v tenzor matrixanak f6atlojaban 4ll6 elemek Osszegét jelenti. Az invaridns kifejezés itt
azt jelenti, hogy a bézis megvalasztasatol fliggetleniil mindig ugyan azt az 6sszeget fogjuk kapni. A masodik skalar

invarianst a
()1 =5 ((r (@)~ (@ -0))

Osszefiiggéssel szamithatjuk ki. A harmadik skalarinvariansra a gz determinénséat kapjukﬂ

(02)111 = det (v?) .

A karakterisztikus egyenlet a A\?-re nézve egy harmadfokt algebrai egyenlet, amelynek mindig van harom
(nem feltétleniil kiilonbo6zs) megoldasa. Mivel a v tenzor szimmetrikus és pozitiv definit, a megoldasok mindig
valosak lesznek és értékiik mindig nullanal nagyobbra adodik. A karakterisztikus egyenlet \? (i = 1,2,3)
megoldasai a 22 tenzor sajatértékei lesznek. Minden egyes A? sajatértékhez létezik egy €; sajatvektor, amelyet a
homogén, lineéris, algebrai egyenletrendszerbe térténd visszahelyettesitéssel kapunk meg. Mivel az egyenletrendszer
homogén, a megoldasai, amik az €; vektor koordinatait jelentik, csak egy konstans erejéig hatarozottak. Tébbszoros
multiplicitasu gyokok esetén tobb konstans is megjelenik, ahol a konstans(ok) értéke szabadon megvalaszthato.
Végezziik el a sajatvektorok egyre normalasat. A normélt sajatvektorokat jelolje 7i;.

e

N

(43)

n; =

oL

(3

Koénnyen belathaté, hogy igaz lesz az

<

2o[; = N (44)

egyenlet is. Igazolhato, hogy a sajatvektorok (az €; és az 7i; is) merslegesek egymadsra. Szorozzuk meg a
egyenletet balrdl az 7i; (i # j) sajatvektorral, majd ezutan szorozzuk meg a j-edik sajatértékre felirt sajatérték
egyenletet balrél az 7i; (i # j) sajatvektorral.

ﬁj . U2 . T_iz = A?ﬁj . ﬁi, (45)
és

ﬁz‘ . 22 . ﬁj = /\zﬁl . ﬁj. (46)
Vonjuk ki egymasbél a és egyenleteket.

Mivel a gz tenzor szimmetrikus, az egyenlet bal oldala mindig null értéket vesz fel. Az i #£ j feltétel miatt az
elfajul6 esetektdl eltekintve igaz az \? # A\? feltétel is, vagyis a jobb oldal csak akkor lesz nulla, ha 7; - ii; = 0, azaz
a sajatvektorok merélegesek egymasra. Ezt altalanosan, a egyenletet is figyelembe véve az

b
Ay = ar=d (47)
0 hai#j.

egyenldséggel is kifejezhetjiik. Az 7i; sajatvektorok reciprok vektorait az

ﬁlZﬁQXﬁz;, ﬁ2:ﬁ3Xﬁ1 és ﬁ3=ﬁ1><ﬁ2
képletekkel szamithatjuk. Tomoren irhaté a
it = i, x il (48)

[V

(e ()" o (22)) o -

3
% ((tr <é)> — 3tr (éz) tr (é) + 2tr (ég’)) = det (A) Osszefiiggésekkel szamithatok. De ez csak egy lehetséges valasztas, mivel a

7Altalanosan mondhatjuk, hogy egy A tenzor skalar invaridnsai az Ay = tr (A), Arr =

skalar invaridnsok skalar-skalar fiiggvényei is skalar invariansok lesznek.
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Osszefiiggés, ahol

1 az i,j és k paros permuticioi esetén, ha i # j # k # i,
ek = 1 azi,j és k paratlan permutacioi esetén, ha i # j # k # 1,
0 ha i =j vagy j = k vagy k = 1.

az un. Levi-Civita-szimbélum. Szorozzuk meg a egyenletet jobbrol az i, sajatvektorral skaldrisan.
ik i, = 9 (7, x ;) - i, (49)
A normalt sajatvektorok ortogonélis tulajdonsaga miatt
Eijp = (i X 7i) - Ty,
ahol
1 az i,j és p paros permutacioi esetén, ha i # j # p # 1,
€ijp = —1 azi,j és p paratlan permutécioi esetén, ha i # j # p # 4,
0 hai=jvagyj=pvagyp=ri.
Ekkor a reciprok vektorra érvényes N
it i, = ere, = 0k (50)

Osszefiiggést kapjuk, amely tulajdonképpen a reciprok vektor definicivja. Osszevetve ezt a egyenlettel kovet-
kezik, hogy az 7i; sajatvektor azonosan egyenls a sajat maga reciprok vektoraval, azaz az 7’ vektorral.
A 22 diagonizélasdhoz szorozzuk meg a egyenletet balrol az 717 sajatvektorral skaldrisan

i v? i = N i = ARG (51)

majd szorozzuk meg az egyenletet balrol g;-vel és jobbrol g* _vel diadikusan.
gjonJ 72 ;0 g f)\25jgjog (52)

Kénnyen beldthato, hogy a bal oldalt balrol szorzo §; o7’ tenzor inverze a bal oldalt jobbrol szorzo 7i; 0 §* tenzornak.
Szorozzuk Ossze az emlitett két tenzort.

(Gjoi?) - (fiog') =gjoi fi;0f =6lg;0G =Giog =1L,
—— =
5!
vagyis mivel a szorzatuk az egységtenzor, tényleg egymas inverzei. Vezessiik be a
Q=iiof (53)
és _
Q' =g, (54)
valamint az
A’ =A-A=)\ogod (55)

jeloléseket. Legyen a §* egy ortonormalt bézis. Ez esetben az tenzor matrixa a g o J" bazisban diagonalis lesz,
azaz csak a féatloban lesznek nullatol kiillonb6z6 elemek, amik nevezetesen a 22 tenzor sajatértékei

. A2 0 0
W=[0 2 o |
0 0 A2

valamint a @ tenzor g o §' bazisban felirt matrixanak egyes oszlopaiban a 7i; sajatvektorok helyezkednek el. Ekkor

aQ inverzére a Qf = Q osszefuggest kapjuk, vagyis ortonormalt bazis esetén a Q egy ortogondlis transzforméaciot
(elforgatast) jelent. Az ( 2)) egyenletet a fenti jelolésekkel a tomorebb

QP Q=A% (56)
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vagy
T. 2, :A2

[t}
[
19

alakban is irhatjuk. Ezzel tulajdonképpen a 22 tenzort, és vele egyiitt az 71; sajatvektorait transzforméljuk at ugy,
hogy a tenzor diagonalis legyen a g; o g bazisban. Hogy ezt jobban lassuk, az indexétnevezések utan helyettesitsiik

be a 22 tenzor alakjat az képletbe.
gi ot - (v gk 0 g™) il §' = N8l o ¢
\
(7 - gi) vivhy, (§7 - 7ii) Gj 0§ = A}61g; o 7'
H/_‘/ N e’
@17 @
\
(@), vhe Q@) 5 03 = N26lg; 0 7

ahol
és 4 ‘ ‘ ‘ |
@)= (Gioi') -gu= (7 Gi)o (i Gx) = - G-

Az 7i; és 7 sajatvektorok és reciprok sajatvektorok ismeretében az és osszefuggesekkel a Q és Q
kiszamithato, majd a A meghatirozhato. A A -bdl a A gySkvonés utJan alhthato el

A=/

A gydkvonast a §; o §' béazisban gy tudjuk elvégezni, hogy a f6atloban 4ll6 elemekbdl kiilon-kiilén gydkot vonunk

X 0 0 M 00
[A] = {\/AZ} = 0 N0 |=|0 x 0
0 0 M2 0 0 A

A éQ és a A tenzorok ugyan abban a koordinatarendszerben diagonalisak, ezért a sajétvektor rendszeriik is meg-
egyezik. Ha a A tenzort elGéllitottuk, akkor az inverz transzformdcioval, azaz a A tenzort balrél @-val és jobbrol

Q! tenzorral szorozva a v baloldali nytjt6 tenzor elsallithato

QA-Q7=u

Ebbol kivetkezik, hogy v és 22 sajatvektorai is megegyeznek.
A 22 diagonizalasanak lehetséges egy masik megkozelitése is. Az egyenletet szorozzuk balrél az 7i; és jobbrol
az 71" vektorokkal diadikusan.

fijortd v? - ;o' = Aol o i’ (57)
- I
I I

Mivel az 7i; o 7i* szorzat az egységtenzorral egyenld, tulajdonképpen nem csinaltunk semmit a v? tenzorral, a sajat-
vektorai valtozatlanok maradtak, de kicseréltiik a bazisat g;og'-r6l iijofi’-re. A v? tenzor viszont a sajatvektorainak
a béazisaban diagonalis, és ahogy a jobb oldalbol latszik a féatloban a sajatértékek vannak. Helyettesitsiik be a
Osszefiiggést az képletbe.

ity o - (vl Gy o g™) it ot = N2l o
U
(7 - Gip) (vhol) (g™ - @) iy o it = N2S) i o 7!



\
(@7, vhiolnQ) iy 0 = N6, o
Sokszor elényds a v tenzort a sajatvektorainak a koordinétarendszerében felirni
v = Nii; o i’ (58)

Az F deformécié gradiens polaris felbontdsabol csak az R forgato tenzor elGallitdsa van hatra. Szorozzuk be
a egyenletet balrol a v tenzor inverzével.

R=v'-F
Ezzel a v baloldali nyajt6 és R forgato tenzorok is elGélltak, vagyis elvégeztiik az ' deforméacio gradiens FF =v - R
poléaris felbontéaséat.
1.3.2. A deformacié gradiens RU polaris felbontasa
A kovetkezokben a deformacié gradiens F = R - U polaris felbontasat végezziik el. Mivel a polaris felbontéas

gondolatmenete nagyon hasonlé mint a ' = v - Q?elbontés esete, a felbontast csak vazlatosan, a kiilonbségeket
kiemelve végezziik el. Szorozzuk meg az F deformécié gradienst balrol a sajat maga transzponéltjéval.
F'-F=U"-R"-RU=U? (59)
£ T & AT 2
I

ahol felhasznaltuk, hogy az U tenzor szimmetrikus. Az U 2 az u . U =U-U szorzést jeloli. A U % birtokaban meg
kellene hatéroznunk a v tenzort, vagyis az gz tenzoron egy gyokvonast kellene elvégezniink. Ehhez végezziik el az
U 2 diagonizalasat. Els6 lépeésként oldjuk meg az

U? E; = \E;

sajatérték feladatot, azaz keressiik meg azokat a A\; sajatértékeket, amelyek mellett az E[ vektorok koordinatai
meghatarozhatdak az B
(U X1) - By =0

homogén, linearis, algebrai egyenletrendszerbdl. Ez az egyenletrendszer csak akkor oldhaté meg, ha
det (U* = \I) =0

A determinans részletes kifejtéséhez sziikség van az gz koordinataira a G o G’ bazisban.

U? :QT U = (Ujlé’J o C‘j[) . (U.ILfc‘jK o éL) _ UJIU.IL{éJ o é[ . éK oL —
Grk
= U"]IUAII(‘G]KG"J o] éL = UJKU.II(IG'J o] éL = U.]KU.II(‘C_;:I o éLGIJ = U_IKU_IL(G'[ o éL = (U2)'IL é[ o éL (60)

A determinans kifejtése utan a
A - (U2)1 M+ (UQ)II A - (UQ)HI =0

karakterisztikus egyenletet kapjuk, amely egy harmadfoki algebrai egyenletet jelent a A\? sajatértékekre. A karak-
terisztikus egyenletben az egyes skalarinvariansokra az

%), =t (L?),
%), =5 (@) - (@ v?)

és
(U2)III = det (22)
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mennyiségek adodnak. Az egyenletrendszer megoldasaként a \? sajatértékeket és az E; sajatvektorokat kapjuk. Az

egyre normalt sajatvektorokat jelolje Ny
- E
Ny = -2 (61)
Ep
Konnyen belathato, hogy igaz lesz az =
U?- Ny = \N; (62)

egyenlet is. A korabbiakhoz hasonloan igazolhato, hogy a sajatvektorok (az E; és az N; is) merslegesek egymasra.

Ezt altalanosan, a egyenletet is figyelembe véve az
1 hal=/J,
cT (63)

N’N:
e {o ha I # J.

egyenlGséggel is kifejezhetjiik. Az N 1 sajatvektorok reciprok vektorait az
NlZNQXNg, N2:N3X]\71 és N3:N1XN2

képletekkel szamithatjuk. Tomoren irhat6 a
NE = VKN, x N, (64)
Osszefiiggés is. Szorozzuk meg ezt az egyenletet jobbrol az Np sajatvektorral skalarisan.
NE . Np =K (1\71 ><J\7J) - Np (65)
A normalt sajatvektorok ortogonélis tulajdonsaga miatt
erp = (1\7, X J\7'J) -Np.
(66)

Ekkor a reciprok vektorra érvényes
NK ~Np = EIJKé“[JP = 5§
Osszefiiggést kapjuk, amely tulajdonképpen a reciprok vektor definicioja. Osszevetve ezt a egyenlettel kovet-

kezik, hogy az N; sajatvektor azonosan egyenl$ a sajit maga reciprok vektoraval, azaz az NT vektorral.
Az 22 diagonizalaséhoz szorozzuk meg a egyenletet balrél az N7 sajatvektorral skalarisan

N7.U?. Ny = N’ . Ny =57, (67)
majd szorozzuk meg az egyenletet balrol G J-vel és jobbrol G!-vel diadikusan.
éJOﬁJ'QQ'NIOéI:A%égéJOéI (68)

Konnyen belathato, hogy a bal oldalt balrél szorzo C_j_] o N7 tenzor inverze a bal oldalt jobbrol szorzé N;oG!

tenzornak. Szorozzuk Ossze az emlitett két tenzort.
(éJONJ> . (N[O(_j[> :éJONJ'N]OéI:5{6JOéI:é[OéI:l,
—— =

57
vagyis mivel a szorzatuk az egységtenzor, tényleg egymas inverzei. Vezessiik be a
Q=Niod! (69)
és . =
g =G jo0N", (70)
(71)

valamint az



jeloléseket. Legyen a G! egy ortonormalt bazis. Ez esetben a tenzor métrixa a G o G! bazisban diagonalis
lesz, azaz csak a f6atloban lesznek nullatol kiilonboz6 elemek, amik nevezetesen az U 2 tenzor sajatértékei

[0 0
A= 0 % o,
0 0 A2

valamint a Q tenzor C_f‘] oG bazisban felirt matrixanak egyes oszlopaiban a Nr sajatvektorok helyezkednek el. Ekkor
~ T ~ -1 ~T ~
a @ inverzére a ) = @ Osszefiiggést kapjuk, vagyis ortonormélt bazis esetén a @) egy ortogonélis transzforméaciot
(elforgatast) jelent. A egyenletet a fenti jelolésekkel a tomorebb o
2
(72)

)

_1~U2-

=

(1
(Rt

vagy

[

QT.QQ.

1
[=

alakban is irhatjuk. Ezzel tulajdonképpen az U 2 tenzort, és vele egyiitt az N; sajatvektorait transzformaljuk at ugy,
hogy a tenzor diaélis legyen a G oG! bazisban. Hogy ezt jobban lassuk, az indexatnevezések utan helyettesitsiik

be az 22 tenzor (60]) alakjat a képletbe.

Gyo N7 - (UKUECic o GM) - Ny o G = Ns{ Gy o G

4
(NJ . C_jK) UIL(UIJIW (é’ZVI . ﬁ]) G_;J o él = A%(S}JG_;J o él
———— ———r
A J M
(Qil),K I
4

ahol

és

Az Ny és N7 sajatvektorok és reciprok sajatvektorok ismeretében a és Osszefiiggésekkel a Q és QA
kiszamithat6, majd a éz meghatérozhato. A AQ—b(’Sl a é gyokvonas dtjan allithato el

A=A

A gytkvonast a G ;oG bazishan gy tudjuk elvégezni, hogy a f6atloban 4ll6 elemekbdl kiilon-kiilén gydkot vonunk

VA0 0 MO0

W el

~92 ~
A A és a A tenzorok ugyan abban a koordinatarendszerben diagonalisak, ezért a sajatvektor rendszeriik is meg-
egyezik. Ha a é tenzort elGéallitottuk, akkor az inverz transzformécioval, azaz a é tenzort balrol Q—val és jobbrol

~—1
(@ tenzorral szorozva az U jobboldali nyijt6 tenzor elGallithato

-1

g =U.

1
==
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Ebbdl kovetkezik, hogy U és U 2 sajatvektorai is megegyeznek.
Az U 2 diagonizélasanak lehetséges egy masik megkozelitése is. A egyenletet szorozzuk balrél az Ny és
jobbrél az N vektorokkal diadikusan.

NjyoN7.U?.N;oN' = \6§/N;oN! (73)
—_—— Y=
I I

Mivel az N 7o NI szorzat az egységtenzorral egyenld, tulajdonképpen nem csindltunk semmit az U 2 tenzorral,

a sajatvektorai valtozatlanok maradtak, de kicseréltiik a bézisat G Jo G161 N jo Nlre. Az u 2 tenzor viszont
a sajatvektorainak a bazisdban diagonélis, és ahogy a jobb oldalbél latszik a féatléban a sajatértékek vannak.
Helyettesitsiik be a Osszefliggést a képletbe.

Nyo N (U0, Grc 0 GM) - Ny o NY = o] iy o N
4
(ﬁJ : éK) (UKUk,) (éM : 1\7,) NyoNT=x26/N; o N
4
((@—1)1{ U%gU@[@y) Ny o N = \o] Ky o N
Sokszor elényds a U tenzort a sajatvektorainak a koordinatarendszerében felirni
U= MN;oN. (74)

Az F deforméci6 gradiens polaris felbontasdbol csak az R forgato tenzor elGallitdsa van hétra. Szorozzuk be
a egyenletet jobbrol az U tenzor inverzével.

=

Ut

I~

Ezzel az U jobboldali nytjto és R forgato6 tenzorok is elGalltak, vagyis elvégeztiik az I deformécio gradiens I = R-U
poléaris felbontéaséat.

1.3.3. A nyujté tenzorok sajatértékei és sajatvektorai kozotti Osszefliggések

Most vizsgéljuk meg azt, hogy milyen kapcsolatban éllnak egymadssal a v tenzor \; sajatértékei illetve 7i; sajét-

vektorai és a U tenzor A1 sajatértékei illetve N; sajatvektorai. Szorozzuk meg az I deformécié gradienst egyszer
balrol, egyszer pedig jobbroél a sajat maga transzponaltjaval, és alkalmazzuk mindkét esetben a és polaris
felbontéasokat.

F' F=U"=R"-v" v -R=R"-v*R (75)

g (76)

I~

'£T: 2 _ 'Q'QT'QTZ .22.

IS
Il
Jl=v
Il

Lathato, hogy az U % tenzorbol egy ortogonalis transzformécioval (elforgatassal) kaphato meg a 22 tenzor. Ez azt
jelenti, hogy a két tenzor sajatértékei megegyeznek egymassal, vagyis Ay = Ar (hai=1= 1,2 vagy 3). Helyettesitsiik
be a és egyenletekbe a és Osszefiiggések négyzetét.

U?=NN;oN'=R" - v* R=NR' -0 -R
T - - - -~ f—

«{

Ebbdl kovetkezik, hogy

és



valamint ezek inverzei, az

. T .
N[:§ n;
és
N' =7 . R,

vagyis az U sajatvektorai a v sajatvektoraibdl (és forditva) az R ortogonalis transzformacio tjan, a fenti dsszefiig-
gések segitségével kaphatok meg. Kénnyen belathato, hogy

R=1;0oN =7 o Ny,
ugyanis
W= R-Njy = (ﬁioNI) Ny =i 0 N Ny,
- N——
1

ﬁi:]\?l RT NI (Njoﬁi):]v[~ﬁloﬁi,
N——

N;=RT i, = (NloﬁZ).m:N,oﬁl-m,
——
NI:ﬁZ-E:ﬁZ-<nZoNI) — 7 oNT.

A fentieknek megfelelden irjuk fel a deformécié gradienst az 7;, 7, Ny és NI sajatvektorok bazisaban. Helyet-
tesitsiik be a Osszefiiggést a polaris felbontasba

E:g-(xlﬁfoﬁf) — MR- NyoNT = At o N,
o a 7«»

vagy az Osszefliggést a polaris felbontésba

F=(Nfljoft') - R=N\fi;ofi" - R = \iii; o N'.
= £ 2
NI

Feladatok

18. feladat. Szamitsa ki az , (!), , és |5} feladatokban megadott leképezések deformécio gradiensének elss,
mésodik és harmadik skalar invaridnsait.

19. feladat. Szamitsa ki az , (!), , és 5| feladatokban megadott leképezések deformacié gradiensének
sajatértékeit és sajatvektorait.

20. feladat. Végezze el az[l] I I I I és [l I 5l feladatok leképezéséhez tartozo F deformacio gradiensek F = R-U
és I' = v - R polaris felbontasat. Irja fel az R, U és v tenzorok matrixait a megfelelo bézisokban.

21. feladat. Hasonlitsa Gssze az I I I I és I ol feladatok leképezéséhez tartozo F deformécio gradiensek és U
illetve v tenzorok sajatértékeit és saJatvektoralt Mit lehet elmondani az U és v tenzorok sajatvektorainak és az R
tenzornak a kapcsolatarol?

22. feladat. Szamitsa ki az , (!), , és o] feladatokban megadott leképezésekhez tartozo U és v tenzorok
skalar invariansait, és hasonlitsa Ossze Gket a[I18] feladatban kapott eredményekkel.

1.4. Alakvaltozasi tenzorok

Az el6z6 fejezetben bemutatott U és v jobb- és baloldali nytjto tenzorokat tigy kaptuk meg, hogy az I deforméci6
gradiensrdl levalasztottuk az R forgatdé tenzort. Ezért a nyujto tenzorok mentesek mindenféle merev test szerti
mozgéstol, tisztan csak a test alakvaltozasat irjak le. Ennek ellenére az esetek tobbségében mégsem ezeket a
tenzorokat szokas hasznalni az alakvaltozasok leirdsara. A kovetkezs fejezetekben tjabb alakvaltozasi tenzorokat
fogunk definiélni.
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1.4.1. Jobboldali Cauchy-Green deformacios tenzor

Szamitsuk ki, hogy egy test egy tetszGleges pontjaban egy kezdetben dR vonalelem hossza a test alakvaltozésa soran
hogyan valtozik meg. Legyen kezdetben a vonalelem hossza d.S, iranya pedig F, azaz

dR = dSE, (77)

ahol ‘E‘ = 1. A vonalelem dS hosszat a

VAR - dR = VdS?E - E = dS (78)

Osszefiiggéssel szamolhatjuk ki. Az alakvéltozas utan az vonalelem (elemi vonalszakasz) hossza és iranya is megval-
tozik. A deformalt vonalelemet a képlettel hatarozhatjuk meg. Jeloljiik a deformalt vonalelem hosszat ds-sel,
irdnyat pedig é-vel. Ezek alapjan

dr = dsé, (79)

ahol |e] = 1. A deformalt dr vonalelem hosszat a

Vdr - dif = Vds2¢ - € = ds (80)

Osszefiiggéssel kapjuk meg. Most szamitsuk ki a ds hosszt a dR vonalelem méretének és irdnyénak, valamint az I
deforméci6 gradiensnek a segitségével. Helyettesitsiik be a és Osszefiiggéseket a egyenletbe.

ds=\/dR-F" - F-dR=dS\/E-F" -F-E (81)

A konnyebb érthetéség kedvéért irjuk fel ugyan ezt a bazisok feltiintetésével is

ds = \/(d'i) - (duig;) = \/ (P50 G7) -ax®Gic) - ((Fiygio GM) - axNGy) =

= \/(dXJE{,g;) ’ (dXMF.lMgl) = \/dXJEljgizElMdXM =

= \JASEY g Fl\, EMAS = dS\/ BV Fgy Fly BV,

ahol dR = dSE = dSE'G;. Jol latszik, hogy a gydkjel alatt allo FZJ tenzor koordinata J masodik indexét az E7,
mig az i els6 indexét a g;; metrikus tenzoron keresztiil az F' lM tenzor koordinata [ indexe ,szorozza”. Emiatt kell
a egyenlet jobb oldalan a gyok alatt a bal oldalon 4ll6 deformacié gradienset transzponélni. Vezessiink be egy
4j jelolést az FT - F tenzorra.

6. Definicié. A deformaci6 gradiens tenzor sajat transzponaltjaval vett

C—F"-F

szorzatat jobboldali Cauchy-Green deformdcids tenzornak nevezziik, és C-vel jeloljiik. Deformélatlan esetben C' = I.

Az elnevezésben azért szerepel a jobboldali jelz6, mert jobb oldalrél szorzunk az F deforméci6 gradienssel (és
balrél a transzponaltjaval). A C a kezdeti konfiguracioban értelmezett tenzor, ugyanis

C=F' F=(FjG'og) (F:gioGl) = FiguF:G’ o G = C;,G’ o GF. 82
= J J

A C jobboldali Cauchy-Green deformacios tenzor tulajdonképpen a deformélt test (pillanatnyi konfiguracio) kezdeti
konfiguracioba attranszformalt metrikus tenzora, vagyis a segitségével tudjuk megmondani a kezdeti konfiguraciéban
1év6 vonalelem pillanatnyi konfiguraciéban mérhets hosszat. Osszuk el a egyenlet mindkét oldalat a dS kezdeti
hosszal.

7. Definicié. Egy elemi vonalszakasz pillanatnyi konfiguraciéban vett ds hosszanak és kezdeti konfiguraciéban vett

dS hosszanak
_ ds

~dS
hényadosat vonalelem arinynak, vagy fajlagos nyildsnak nevezziik. Ha nincs alakvéltozas, akkor Ay = 1.

As
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A felhasznélasaval a g fajlagos nytulas az

ASZ\/E-ET-Q-EZ\/E-Q-E (83)
alakban is irhat6. Az (59) egyenletbdl azt kapjuk, hogy
C=F"F=UU=U" (84)

Ez azt jelenti, hogy a C jobboldali Cauchy-Green deformécios tenzor sajatértékei és sajatvektorai megegyeznek az

U jobboldali ny1jt6 tenzor U 2 négyzetének A? sajateértékeivel és N 7 €s NI sajatvektoraival. Emiatt a sajatvektorok
koordinatarendszerében (bazisaban) a C jobboldali Cauchy-Green deformécios tenzor a

C = A\ NroN! (85)
alakban irhat6. Mutasson a di2 ;1 elemi vonalszakasz az I-edik sajatvektor irdnyaba, azaz dé[ = dSN 7. Ekkor a
és felhasznalasaval
As = \/)‘%NI'NIONI'NI = /A=A,

vagyis a A\; az N; irdnyban bekévetkezd fajlagos nyulast jelenti. A \p fajlagos nyulast fényulasnak, az N; iranyt
pedig alakvaltozési f6iranynak is nevezziik.

Feladatok

23. feladat. Szamitsa ki az , (!), , és |5} feladatokban megadott leképezések jobboldali Cauchy-Green
deformécios tenzorait.

24. feladat. Szamitsa ki az , (!), , és |5} feladatokban megadott leképezések esetén a kezdeti konfigu-
racioban az egyes koordinatatengelyek irdnyaba mutaté egységvektorok hosszat a deformécié utén (a pillanatnyi
konfiguraciéban).

1.4.2. Green-Lagrange alakvaltozasi tenzor

A kovetkezs két fejezetben olyan kezdeti konfiguraciéban értelmezett alakvaltozési tenzorok keriilnek bemutatasra,
amelyek kevésbé szemléletesek, kevésbé tiinnek hasznalhatonak, azonban a késGbbiekben, amikor az alakvaltozési
energiarol és a fesziiltségi tenzorokrol lesz szo, nélkiilozhetetlennek bizonyulnak. Az elsg ilyen tenzor bevezetéséhez
szamoljuk ki a kovetkezGt: a dS hosszisagu és E irdnya elemi vonalszakasz megvaltozott ds hosszat emeljiik
négyzetre, és vonjuk ki beldle az eredeti elemi vonalszakasz hosszanak négyzetét. Az eredményt osszuk el az eredeti
vonalszakasz hossznégyzetének kétszeresével. A és Osszefiiggések felhasznalasival kapjuk, hogy

1
. . . . -
1ds®—dS? 1dS?E-C-E—-dS* 1dS?E-C-E—dS?E-I-E
2 dsz 2 dS2 T2 dS2

[~

—3E-(c-0-E=EF-(3(C-D) E

Az utolsé tagban zardjelben allo tenzorra vezessiink be egy 1j jelolést.

8. Definicié. Az F deformécié gradiens vagy a C jobboldali Cauchy-Green deforméciés tenzor segitségével szami-
tott

1
2
tenzort Green-Lagrange alakvdltozdsi tenzornak nevezziik. Deforméacio mentes éllapotban E = 0, ahol 0 a zérus
tenzor.

E= (EE-1)=3(C-1) (36)

Az E a kezdeti konfiguracioban értelmezett mennyiség. Ennek beldtasdhoz hasznéljuk fel a Osszefiiggést.

1

E:
= 2

(FjigikF]ZéJ o éL - GJLéJ 9] éL) = (ngszkL - GJL) GU e} éL =

1
2
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1 — — — —
= — (OJL — GJL) G'] o GL = EJLGJ o GL,
2

ahol I = GpoGE = gJLéJ o GL. Annak kiderités¢hez, hogy mik az E Green-Lagrange alakvaltozési tenzor
sajatértékei és sajatvektorai, irjuk fel az E-t a C jobboldali Cauchy-Green deforméacios tenzor sajatvektoraibol 4116
bazisban (lasd a képlet).

1 S o o o 1 AR,
E:2()\%NIONI—NIONI>:(2()\%_1)>NIONI7

ahol I = NioNT. Lathato, hogy az E Green-Lagrange alakvéltozési tenzor diagondlis az NroNY bézisban, ebbdl
kovetkezik, hogy sajdtvektorai megegyeznek a C' jobboldali Cauchy-Green deformécios tenzor sajétvektoraival,
sajatértékei pedig az 3 (Af — 1) értékek lesznek (I = 1,2,3).

1.4.3. Tovabbi kezdeti konfiguraciéoban értelmezett alakvaltozasi tenzorok

A tovabbi kezdeti konfiguraciéban értelmezett tenzorok jelentsége kisebb, de érdemes megemliteni Gket.

9. Definicié. A C jobboldali Cauchy-Green deformécios tenzor
B=C" (87)
inverzét Piola-féle deformdcids tenzornak nevezziik, és B-vel jeloljiik.

A B tenzor a bazisok ¢s koordinétak feltiintetésével az

B=(c"1)"G1oG,=B"G oG, (88)

alakban irhat6. Ennek belatasidhoz szorozzuk Ossze a g és é tenzorokat felhasznalva a és alakokat.

Q'ﬁz (C]JéIOé‘]) . (BKLéK OéL) = C]JBKLéIOé']'éK OéL =
= = R ,
O

= CIJBJLéI OéL = CIJ (C_l).]LéIOéL :5%61061/ = éIOé[ :£

Ha a C jobboldali Cauchy-Green deformacios tenzor a sajatvektorok bazisaban a Osszefiiggéssel irhatd, akkor

a (87) miatt
B =\*N;oN,

vagyis a B sajatértékei megegyeznek a C sajatértékeinek inverzeivel.
10. Definicié. Az U jobboldali nydjt6 tenzor felhasznélaséval kapott
H=hU
tenzort kezdeti konfigurdcioban értelmezett Hencky-féle alakvdltozdsi tenzornak nevezziik, és H-val jeloljiik.

Felmeriilhet a kérdés, hogy hogyan kell kiszdmitani egy tenzor logaritmusit. Ha a tenzort a sajatvektorai
bézisédba transzforméaljuk, akkor a logaritmus fiiggvényt a f6atloban 1évé elemekre kell alkalmazni.

H =1In(\) N;o N'

Innen rogton latszik az is, hogy a H Hencky-féle alakvéltozési tenzor sajatvektorai megegyeznek az U jobboldali
nyujtéd tenzor sajatvektoraival.

11. Definicié. Az N; o N7 bézisban diagonlis
E™ = f(A)NioN'
tenzort dltaldnos Lagrange-féle alakvdltozdsi tenzornak nevezziik, ha az f (\) fiiggvény monoton névekvds, és igaz ra

az f(1)=0és 4 =1 feltétel.
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Legyen f(\) = % (A" —1),aholan=...,-3,-2,-1,0,1,2,3,..., vagyis egy tetsz6leges egész szam. Ekkor az
altalanos Lagrange-féle alakvaltozasi tenzor az

1 L
EM = ~(\f =1 Nro N1 (89)

alakban irhato. Az ezzel a fliiggvénnyel kapott alakvéltozasi tenzorokat kiilonb6z6 n értékekre az[l].tablazat mutatja.

n | Jele Sajatvektorok bazisaban Tenzoros alakban Elnevezés

2 |E=| E® =10 -1)NoN' = | J(E"-E-D)=3(C-1) Green-Langrange

1 EW =\ -1)N;oNT = U-1I Biot-féle

0 |H= E© =In(\1) Njo N = In (V) Hencky-féle

-1 ECY = (1- M) NroN! = I-U! ,True”

-2 ECY =1 (1-)\?) N, oN! = lI-r"'-ET visszaforgatott Euler-Almansi

1. tablazat. Lagrange-féle alakvaltozési tenzorok.

Lathato, hogy mindegyik Lagrange-féle alakvaltozasi tenzor a kezdeti konfiguracioban értelmezett (erre utal a
,Lagrange-féle” jelz§), és mindegyik Lagrange-féle alakvaltozasnak ugyan azok az N; vektorok a sajatvektoraik.
Latszolag a Hencky-féle alakvaltozasi tenzor kilog a sorbdl, de bizonyithatd hogy ra is érvényes a Osszefiiggés.

Ismert a matematikabol az n
e” = lim (1 + —)

n
nevezetes hatérérték. Végezziik el az m = L, y = e® és ebbdl kdvetkezSen x = In(y) helyettesitést a fenti

hatarértékben

3k

y= lim (14+mln(y))
m—0

Fejezziik ki innen az In (y)-t.

" = gy (i),
i3
lim (y™ —1) = lim mln(y),
m—0 m—0
i3
In(y) = lim — (4™ ~ 1)
)= m,lgom y ’

Ezzel igazoltuk az

o1,
In (Ar) = lim — (A — 1)

Osszefiiggést, azaz a Hencky-féle alakvaltozési tenzor is alakd.
Megjegyzés: Fejtsiik sorba az % ()\f - 1) kifejezést a A\; = 1 érték koriil
(n—1)(Ar—1)2  (n?-3n+2) (N —1)°
5 + o +

Ha A1 — 1 < 1, akkor a fenti kifejezés minden n értékre kozelitéleg ugyan azt az eredményt adja, nevezetesen a sorfejtés linearis tagjat

1
*(A?—l)%}q—l-i-
n

1
7()\?—1)%>\1—1
n

Ezek utan mondhatjuk, hogy kis alakvaltozasok esetében, ha e; = A\ — 1 < 1, barmelyik Lagrange-féle alakvaltozéasi tenzor kozelitéleg
megegyezik a kis alakvaltozasok elméletébdl ismert € infinitezimalis alakvéltozasi tenzorral

E(n) ~e.
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A Osszefiiggést az U jobboldali nytjté tenzor alakjanak felhasznéalasaval egy kicsit tGmdrebben is
felirhatjuk. Ha L
U= MN;oN,

akkor — — — — — —
U? = MA\jN;o NI . N;oN? = X2N;o N7,
- N—_——

85

ezt tovibbgondolva pedig kovetkezik, hogy L
U™ = A'N;oN'.

Helyettesitsiik be ezt az eredményt a képletbe.
EM™ =

(Al —1)N;oN' == (U" - 1), (90)

1 1
n n =
ahol felhasznaltuk, hogy N;oNI= L

1.4.4. Baloldali Cauchy-Green deformaciés tenzor

Most az fejezetben megfogalmazott feladatnak az inverzét oldjuk meg, vagyis meg kellene hatérozni egy elemi
vonalszakasz dS eredeti hosszat és az E eredeti irdnyat a kezdeti konfiguracidban, ha adott az alakvaltozas utani
ds hossz és € irany. A dS hosszt a képlettel kapjuk meg. Helyettesitsiik be ide a Osszefliggést.

dS =\/di ET - F - di = ds

A konnyebb érthetéség kedvéért irjuk fel ugyan ezt a bazisok feltiintetésével is

ds = \/(dxféf) (dx7Gy) = \/(((F‘l),lj Grog) i) - ((FhGLogm) - dung,) =

- \/(dxa‘ (F=1)Gr) - (dzmFEG) = Vet (F)! G P dam =

= \Jaser (F)] GruFhemds = dsyJer (F-)], GroFhem,

ahol dF = dsé = dse'g;. Jol latszik, hogy a gyokjel alatt allo (F_l)z tenzor koordinéta j masodik indexét az e’
mig az I els6 indexét a G, metrikus tenzoron keresztiil az F'L tenzor koordinata L indexe ,szorozza”. Emiatt kell
a egyenlet jobb oldalan a gyok alatt a bal oldalon all6 deformécié gradiens inverzét transzpondalni. Vezessiink
be egy 1j jelolést.

12. Definicié. A deforméci6 gradiens tenzor sajat transzponéaltjaval vett

b=F-FT

szorzatat baloldali Cauchy-Green deformdcids tenzornak vagy Finger-tenzornak nevezziik, és b-vel jeloljiik. Defor-
maélatlan esetben b = I.

Az elnevezésben azért szerepel a baloldali jelz6, mert bal oldalrél szorzunk az F deformécié gradienssel (és
jobbrol a transzponaltjaval). Erdemes figyelni a jeldlésre, mert kénnyt dsszetéveszteni a b baloldali Cauchy-Green
deforméacids tenzort a B Piola-féle deformécios tenzorral. A b a pillanatnyi konfigurdciéban értelmezett tenzor,
ugyanis

b=F-E" = (FigoG') - (F{FGE 0 Gi) = FLGTEFib i o G = b5 0 Gi. (92)
Osszuk el a egyenlet mindkét oldalat a ds pillanatnyi hosszal.
ds 1
P e FT.Fle= \/é’.g—l-é’ (93)

A egyenletbdl azt kapjuk, hogy

b= (E-FT) ' =F T Fl=(vn)  =u2 (94)



vagy véve mindkét oldal inverzét

I

o (95)

Ez azt jelenti, hogy mivel a b baloldali Cauchy-Green deformécios tenzor sajatértékei inverzei a 971 inverz tenzor
sajatértékeinek, sajatvektorai pedig megegyeznek a 971 inverz tenzor sajatvektoraival, a b baloldali Cauchy-Green
deformdcios tenzor sajatértékei és sajatvektorai megyeznek a v baloldali nytjté tenzor 22 négyzetének \? sajat-
értékeivel és 7i; és 7' sajatvektoraival. Emiatt a sajatvektorok koordinatarendszerében (bazisaban) a b baloldali
Cauchy-Green deformécios tenzor a

b= Alii; o’ (96)

alakban irhaté. Mutasson a dr; elemi vonalszakasz az i-edik sajatvektor irdnyaba, azaz dr; = dsn,;. Ekkor a
és felhasznalasaval

A= N i = (A2 = A

vagyis a A; az 71; irAnyban bekdvetkezd fajlagos nytlast jelenti.

1.4.5. Euler-Almansi alakvaltozasi tenzor

A kovetkez§ két fejezetben olyan pillanatnyi konfigurdcioban értelmezett alakvaltozési tenzorok keriilnek bemutatas-
ra, amelyek kevésbé szemléletesek, kevésbé ttinnek hasznalhaténak, azonban a késébbiekben, amikor az alakvaltozasi
energiardl és a fesziiltségi tenzorokrol lesz szo, nélkiilozhetetlennek bizonyulnak. Az elsd ilyen tenzor bevezetésé-
hez szamoljuk ki a kivetkezét: az alakvaltozas soran megvaltozott ds hosszusigu és € irdnyt elemi vonalszakasz
megvaltozott ds hosszat emeljiik négyzetre, és vonjuk ki bel6le az eredeti elemi vonalszakasz hosszdnak négyzetét.
Az eredményt osszuk el a megvaltozott vonalszakasz hossznégyzetének kétszeresével. A és Osszefiiggések
felhasznalasaval kapjuk, hogy

1ds? —dS? 1ds*’—ds’¢-b™ ' ¢ 1ds¢-l-é—ds’c-b ' ¢
2 ds? T2 ds? 2 ds?

1

e v e=e () e

Az utolsé tagban zardjelben allo tenzorra vezessiink be 1 jelolést.

13. Definicié. Az F deformaci6 gradiens vagy a b baloldali Cauchy-Green deformécios tenzor segitségével szamitott

( ) =

tenzort Euler-Almansi alakvdltozdsi tenzornak nevezziik. Deforméacié mentes éllapotban e = 0, ahol 0 a zérus
tenzor. Az Euler-Almansi alakvéltozasi tenzorra szokasos még az

_ T

(L-27) (97)

[T~
I
N | =

N =
I

Q:

=s(I-ET-EY)=5(L-07) (98)

M| —
~~

s}
N | =

jelolés is.
Az e a pillanatnyi konfiguraciéban értelmezett mennyiség. Ennek belatésahoz hasznéljuk fel a Osszefiiggést
ésaz (A-B- Q)_l =C " B! A" azonossagot. Ezek alapjan a b inverze a
_ _ » ; _1n\-L “InT ;
b= (b7),, 850 g = (F71), Gry (F7) ;5" o g
képlettel szamithaté. Ezt konnyen belathatjuk az aldbbi révid szamitassal.

o
o

S (B ET) (BT E) = (FYGE 0 gi) - ((F)) Gse (F) 25 o)

= FLGI R (FY) P Gsg (F) 2 Giogi - 77 o =

o
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A fentiek segitségével az e Euler-Almansi alakvéltozési tenzor az

1 ) . _1\J i 1 - a a’
e=g (" od = (F ) Gy (P73 07) = 5 (o = (F7) Guo (F7)7) ¢ 03 =
1 i ki
:i(gki*(bil)ki)gﬂkog’zzekigkog

alakban irhato, ahol I = g; o 7' = girg' o g*. Annak kideritéséhez, hogy mik az ¢ Euler-Almansi alakvaltozési tenzor
sajatértékei és sajatvektorai, irjuk fel az e-t a Q_l baloldali Cauchy-Green deformacios tenzor sajatvektoraibol allo

bazisban (lasd a képlet).

(i o 71" = A 0') = (; (1- Ai‘?)) ;o il

ahol I = 7i;on’. Lathato, hogy az ¢ Euler-Almansi alakvaltozési tenzor diagonalis az 7; oni* bazisban, ebb6l kivetke-
zik, hogy sajatvektorai megegyeznek a b baloldali Cauchy-Green deformécios tenzor inverzének a sajétvektoraival,

igy a baloldali Cauchy-Green deformécios tenzor sajatvektoraival is, sajatértékei pedig az % (1 — )\12) értékek lesznek
(i=1,2,3).

1.4.6. Tovabbi pillanatnyi konfiguraciéban értelmezett alakvaltozasi tenzorok
A tovabbi pillanatnyi konfiguraciéban értelmezett tenzorok jelent&sége kisebb, de érdemes megemliteni Gket.

14. Definicié. A b baloldali Cauchy-Green deformécios tenzor
c=b"" (99)
inverzét Cauchy-féle alakvdltozdsi tenzornak nevezziik, és c-vel jeloljiik.

A ¢ tenzor a bazisok és koordinatédk feltiintetésével a

1o

S (b, FoF =y oF (100)
alakban frhat6. Ennek belatésahoz szorozzuk Ossze a b és ¢ tenzorokat felhasznalva a és (i alakokat.
b-c= (bijﬁi Offj) : (Ckzﬁk Of]’l) = bijcklgi o gj 'ffk Og’l =
~——
5
=bicygog =bY (bil)jlﬁi 0of =6iGiog =giog =1

Ha a b baloldali Cauchy-Green deformécids tenzor a sajatvektorok bazisaban a Osszefiiggéssel irhato, akkor

a (99) miatt

=22 i
c= A "ngon’,

vagyis a c sajatértékei megegyeznek a b sajatértékeinek inverzeivel.

A ¢ Cauchy-féle deformacios tenzor tulajdonképpen a deformalatlan test (kezdeti konfiguracio) pillanatnyi konfi-
guracioba attranszformalt metrikus tenzora, vagyis a segitségével tudjuk megmondani a pillanatnyi konfiguracioban
1év6 vonalelem kezdeti konfiguracioban mérhets hosszét.

15. Definicié. A v baloldali nytjté tenzor felhasznalasaval kapott
h=Iny

tenzort pillanatnyi konfiguracioban értelmezett Hencky-féle alakvdltozdsi tenzornak nevezziik, és h-val jeloljiik.
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A tenzor logaritmusanak kiszamitasdhoz az [[.4.3] fejezetben leirtakhoz hasonléan a tenzort a sajatvektorai

bézisédba transzformaljuk, és a logaritmus fiiggvényt a f6atloban 1év6 elemekre alkalmazzuk.

h=1In(\) ;o

Innen rogton latszik az is, hogy a h Hencky-féle alakvéltozasi tenzor sajatvektorai megegyeznek a v baloldali nytjto

tenzor sajatvektoraival.
16. Definicié. Az 7i; o i’ bazisban diagonalis

e = f(\) ;o

tenzort dltaldnos Euler-féle alakvdltozdsi tenzornak nevezziik, ha az f (\) fiiggvény monoton névekvs, és igaz ra az

f()y=0es & L, =1 feltétel
=1
Legyen f (\) = % (A" —1),aholan=...,-3,-2,-1,0,1,2,3,..., vagyis egy tetsz6leges egész szam. Ekkor az
altalanos Lagrange-féle alakvaltozasi tenzor az
(n) 1 n = —i
e =— (A =)o (101)
= n
alakban frhat6. Az ezzel a fiiggvénnyel kapott alakvaltozasi tenzorokat kiilonb6zs n értékekre a 2] .tablazat mutatja.
n Jele Sajatvektorok bazisdban Tenzoros alakban Elnevezés
-2 |e=a= 2(72) = % (1 — )\;2) fi; 0’ = % (£—£7T r 1) = % (I — b_l) Euler-Almansi
-1 eV =(1-ANNi o0 = I-v Swainger-féle
0 h= g(o) =1In(\)7; 0 = In (v) Hencky-féle
1 e =\ -1 on = v—1
2 e =3 (F - D on = LEE )
2. tablazat. Euler-féle alakvaltozasi tenzorok.

Lathato, hogy mindegyik Euler-féle alakvaltozasi tenzor a pillanatnyi konfiguracioban értelmezett (erre utal az
1.4.3| fe-
101

JEuler-féle” jelzs), és mindegyik Euler-féle alakvaltozésnak ugyan azok az 7i; vektorok a sajatvektoraik. Az
jezetben leirtakhoz hasonléan a Hencky-féle alakvaltozasi tenzor latszolag kilog a sorbodl, de ra is érvényes a

Osszefliggeés (bizonyitas az fejezetben), azaz
1
In(Ar) = lim — (Af —1).

n—0n

Megjegyzés: Az[[.4.3] fejezetben latottaknak megfeleléen ha A — 1 < 1, akkor minden n értékre kozelitsleg az
1
Tor - Dan-1

kifejezést kapjuk. Ezek utan mondhatjuk, hogy kis alakvaltozasok (ha e; ~ A\j — 1 < 1) és kis elmozdulasok (ha 7; ~ Ny, vagyis
R = I) esetében barmelyik Euler-féle alakvaltozéasi tenzor kozelit6leg megegyezik a kis alakvaltozasok elméletébdl ismert ¢ infinitezimalis

alakvaltozasi tenzorral
g(") e
A (101) Osszefiiggést a v baloldali nytjt6 tenzor alakjanak felhasznélaséval egy kicsit tomorebben is felir-

hatjuk. Ha ‘
v = \ifi; o 7',

akkor
U2 = )\i)\jﬁi o’ - ﬁj of! = /\12’171:1 o ’I_iz,

5
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ezt tovdbbgondolva pedig kdvetkezik, hogy .
"= A" on".

Helyettesitsiik be ezt az eredményt a (101 képletbe.

1 |
M) = (N D)ot == (" =1 102
e ~ (A =D ilod (v ), (102)

ahol felhasznaltuk, hogy ii; o 7! = L

A Bl tablazatban roviden Osszefoglaljuk a leggyakrabban hasznalt deformécios és alakvaltozasi tenzorokat. Az
els6 oszlopban a megfelel§ tenzor jelolése lathato, a masodikban a kiszamitési médja, az utolséban pedig az elne-
vezése. Erdemes kiilon figyelmet forditani a harmadik oszlopban talalhaté felirasra. Itt indexes jeldléssel lathatok
a tenzorok koordinatéi és bazisai. Ezeket a deformacié gradiens elsd sorban felirt alakjaboél kiindulva kaphatjuk
meg. Egyes tenzoroknal a koordinatdk alsé indexesek, a bazisok fels§ indexesek, méasoknal pedig forditva, a koor-
dinatak fels¢ indexesek, a bazisok pedig als6 indexesek. Az elgbbieket kovaridns tenzoroknak, az utobbiakat pedig
kontravaridns tenzoroknak fogjuk nevezni. Az egyes tenzorokban a koordindtak és bazisok indexeinek helyzetét a
metrikus tenzorral meg tudjuk valtoztatni, példaul az

’ Jelolés ‘

kiszamitas ‘ elnevezés
F= 6‘9;3 (6] + 2*T'}) gi o G’ = G0 G deformacié gradiens
F'= = 8;;; (6 + XKTL ) Grog = (F’l); Grog | deformécié gradiens inverze
R= R';Gi o G’ forgato6 tenzor
U= UKGk oGP jobboldali nydjt6 tenzor
C= FignFh G o GE = C;.G” 0 GF jobboldali Cauchy-Green
B = (C )" GroGr = (F’l)_lj g* (F ) FGrody BCGr oGy Piola
E= 2 (FiguwF% —Gu) G7oGF = L(Cy—Gir) G’ oGF = E .G’ oGP Green-Lagrange
v= R G 0 G baloldali nydjt6 tenzor
b= FYLGILFiEG o g = b* G o g baloldali Cauchy-Green
é: (b1, d o og = (F _1);]GJK (F_l)Il(g’iog’l: cag o g Cauchy
e= % (g;ﬂ' (F )kL Grs ( 1)‘1) Giogt = % (ghi — chi) G0 G = erigt o § Euler-Almansi
3. tablazat. Alakvaltozasi és deformacios tenzorok
EJLGJOGL EKGKJGJOGL EKGKOGL EKMGMLéKOéL:EKMéKOéAI
vagy

b G0 G = b g Gi o G = b F 0 Gu = bjug"* i 0 Gr = b o F
modon, de mint a kdvetkezd fejezetben latni fogjuk, ez nem véaltoztat semmit a kovaridns vagy kontravariins

leOltJukOn Azt is mondhatjuk, hogy a deformécié gradiensbdl torténs szarmaztatas természetes médon mutatja
meg egy tenzorrol, hogy kovarians vagy kontravarians tenzorként viselkedik-e.

1.4.7. Alakvaltozasi tenzorok eldretolasa, visszahtizasa

Az el6z6 fejezetekben bemutattuk a kezdeti és pillanatnyi konfiguracioban értelmezett alakvaltozasi és deformécios
tenzorokat. Most megnézziik, hogy milyen kapcsolat talalhato az egyes kezdeti és pillanatnyi konfigurdcioban
értelmezett tenzorok kb’zi)’tt Ha jol megnézziik az E Green-Lagrange alakvaltozési tenzor és az e Euler-Almansi
alakvaltozasi tenzor és (97) alakjit, konnyen rajohetiink a kettd kozotti kapcsolatra. Szorozzuk meg az E

Green-Langrange alakvaltoza51 tenzort balrél a deformacié gradiens inverzének transzponaltjaval, jobbrol pedig a
deformécio gradiens inverzével.

(L-

s

ET e Eep| B e T ) (103

1
2
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Ezt a mitveletet ,eléretolasnak” (push forward) is szokés nevezni. Az elnevezés azt jelenti, hogy a kezdeti konfigu-
racioban 1évé Green-Langrange alakvaltozési tenzort attranszformaljuk (eléretoljuk) a pillanatnyi konfiguracioba.
Az el6retolas miiveletét a ¢ bettvel fogjuk jeldlni, példaul

¢ (L) =e¢

Definidlhatjuk az inverz miiveletet is, amit ,visszahtizasnak” (pull back) neveziink. Szorozzuk meg az ¢ Euler-Almansi
alakvaltozasi tenzort balrél a deformacié gradiens transzpondaltjaval, jobbroél pedig a deformacié gradienssel.

E'e E=F" |\ J(l-E" EY)| E=J (E"E-1)=E (104)

Hm

Az elnevezés azt jelenti, hogy a pillanatnyi konfiguraciéban 1év6 Euler-Almansi alakvaltozasi tenzort attranszfor-
maljuk (visszahtizzuk) a kezdeti konfigurécioba. A visszahtizds miiveletet a ¢ inverzével, azaz ¢~ '-zel jeldljiik.

67 () =E (105)

Az 1] fejezetben azt mondtuk, hogy a C jobboldali Cauchy-Green deformacios tenzor a deformalt test (pillanatnyi
kon urac1o) kezdeti konfiguracioba attranszformalt metrikus tenzora. A pillanatnyi konfiguracioban a deformalt
test metrikus tenzora az egységtenzor, ebbdl kivetkezik hogy az egységtenzort visszahizva a kezdeti konfiguraciéba
meg kell kapnunk a C' jobboldali Cauchy-Green deformécios tenzort.

o) =E"L-F=F"-F=C, (106)

és forditva
¢o(C)=E"-C-F'=F"T-F'.-F-F'=1 (107)

Ha egy kezdeti konfiguraciéban értelmezett tenzort megszorzunk az inverzével, az egységtenzort kapjuk meg. Ha
a tenzort és az inverzét elGretoljuk majd Osszeszorozzuk, ugyaniugy az egységtenzort kell megkapnunk, hiszen a
tenzor és az inverze egy leképezést és annak inverzét (pl. egy deformaciot, és az eredeti alakra torténd visszaallast)
valositjak meg, és ha mindkett6t ugyan olyan médon transzformaljuk at egy masik konfiguracioba, akkor meg kell
Griznitik azt a tulajdonsagukat, hogy egymés inverzei, hiszen ugyan azt a fizikai folyamatot irjak le. Nézziik meg
ezt a C jobboldali Cauchy-Green alakvaltozasi tenzor példajan.

c-c'=C-B=1I

4
¢(Q)-¢(f)zf-¢( )=¢(§)=I (108)

ahol felhasznaltuk a B Piola-féle deformacios tenzor (87) és (107) Gsszefiiggéseit. A ¢ (o) eléretolds miivelet (103
Osszefiiggés szerinti felirasabol az kovetkezik, hogy
QS(E) FTB£ FTcl 71:£7T.

I~

vagyis ellentmondasra jutottunk. Mivel a és (108) egyenléségek fizikailag megalapozottak vagyis igaznak
fogadhatok el, az ellentmondést csak azzal tudJuk feloldam hogy a B Piola-féle deformécios tenzorra mashogy
értelmezziik az el6retolas miveletet. A (108) egyenletet jobban megvizsgalva konnyen megtalalhatjuk az el6retolas
miivelet Piola-féle deformécios tenzorra értelmezett alakjat.

6(B)=2B2=

vagyis
valamint ennek az inverze

Vajon mi lehet az oka annak, hogy a C és B tenzorokra méashogy kell értelmezni az el6retolas és visszahuzas
miiveletét? Ha megnézziik a osszefoglalo tablazatot, azt lathatjuk, hogy az L és C tenzorok kovariansok, mig a B
kontravaridns. Ebbdl arra a kovetkeztetésre is juthatunk, hogy a kovarians és kontravaridns tenzorokra mashogy kell
értelmezni az elGretolds és a visszahuzas miiveleteket. MegelGlegezve a késGbbi fejezetekben felirt tovabbi példéakat
kimondhato a
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17. Definicié. Tenzorok kezdeti konfiguraciobol a pillanatnyi konfigurdcioba torténd attranszformalasa az agy-
nevezett eléretolas miivelettel végezhetd el, melyet ¢ (e)-vel fogunk jelolni. Kovarians tenzorokra az elSretolast
a

pl)=E "o F

Osszefiiggés, kontravaridns tenzorokra pedig a

¢ (o) =

lies

.FT
Osszefiiggés valdsitja meg.

18. Definici6. Tenzorok pillanatnyi konfiguraciobol a kezdeti konfiguracioba torténd attranszformaldsa az tgyne-
vezett visszahtizas miivelettel végezhetd el, melyet ¢! (e)-zel fogunk jelélni. Kovaridns tenzorokra a visszahtizast
a

¢t (e)=E"-2-F

Osszefiiggés, kontravaridns tenzorokra pedig a

OE

71'

lie

T

Osszefiiggés valdsitja meg.

Az elbretolas és visszahuzas miiveletét vektorok esetében a ([13|) vagy (18|) Osszefiiggések mintajara balrél a
deformaécié gradienssel, vagy annak inverzével torténd szorzassal értelmezziik. Példaul:

P (dé) = F-dR = dF, (109)

vagy .
¢~ (di) = E"' - di =dR, (110)

ahol a dR és a dF kontravarians vektorok. Indexes jelolést hasznalva ez jobban latszik.
( i o éJ) : (dXKéK) = (F'xdX™) g, = da'gi,

valamint L . L .
((Ffl)‘j Gy ogﬂ) . (dxkg'k) _ ((Fil)‘j dx7> G; =dx'G;.

Léteznek kovarians vektorok is, ilyen példaul a kezdeti konfiguraciéban értelmezett Vg = %ij , vagy a pillanatnyi
konfiguraciéban értelmezett V = 6(?51' g’ nabla operator. A nabla operator elSretolasanak vagy visszahtizisanak
szabalyat a derivalasra vonatkozoé lancszabaly alkalmazaséaval irhatjuk fel (az egyszeriiség kedvéért feltételezve hogy

egyenes vonalu koordindtarendszerrsl van sz6):

o . 0 ox’, 0 00X’ , . OX' ., . x O ox’ . 0
907 = ox7 0w I T oxK gm0 = gu 9 06O w—<axi9°GJ>'(aXKG ) (D)

vagy réviden
FT.vy=V. (112)

Ezt dgy is irhatjuk, hogy
6 (Vo) = V. (113)

Az inverz Gsszefliggést megkaphatjuk a (111) szamitashoz hasonléan a lancszabaly Vo-ra valé alkalmazasabol, vagy
egyszerien a (112)) egyenlet atalakitasabol.
ET.V =V,

vagy
¢~ (V) = Vo. (114)

A (109), , (113) és (114)) egyenlgsegeket altalanositva kimondhatok a kovetkezd definiciok.
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19. Definici6. Vektorok kezdeti konfiguraciobol a pillanatnyi konfiguracioba torténd attranszformalasa az tugy-
nevezett eléretolas miivelettel végezhets el, melyet ¢ (e)-vel fogunk jelolni. Kovarians vektorokra az elSretolést

a
p(o)=E"""e

Osszefiiggés, kontravaridns vektorokra pedig a
p(o)=LE-e

Osszefiiggés valdsitja meg.

20. Definicié. Vektorok pillanatnyi konfiguraciobol a kezdeti konfiguracioba torténd attranszformalasa az tgyne-
vezett visszahtizas miivelettel végezhetd el, melyet ¢! (e)-zel fogunk jeldlni. Kovaridns vektorokra a visszahtizast
a

o (o) =F"-»

Osszefiiggés, kontravarians vektorokra pedig a

Osszefiiggés valdsitja meg.
Az elbretolas és visszahtzas szabélyait vektorokra a [d] tablazat, tenzorokra pedig az [f] tablazat szemlélteti.
A6 tablazat néhany nevezetes tenzor elGretolasara valamint visszahtizasira mutat be példakat.

vektorok el6retolas | visszahuizas
¢ (9) ¢~ (¥)
kovarians E*T e ET Y
kontravarians £ .y g’l .o

4. tablazat. Vektorok el6retolasanak és visszahtuzasanak szabdlyai.

tenzorok elGretolés visszahuzés
¢ (o) ¢~ (o)
kovarians E_T-;-E_l ET';'E
kontravarians F-o- £T £71 ‘e £7T

5. tablazat. Tenzorok eldretolasdnak és visszahtizasanak szabalyai.

kezdeti konf. | pillanatnyi konf. || pillanatnyi konf. | kezdeti konf.

- E ¢(E)=¢ e o' (e)=E

kovarians c ) (g) = c P (g) =1
kontravarians | B | oB)=I ] b ot ()) =1 |

6. tablazat. Néhany nevezetes tenzor el6retoldsanak és visszahtizdsanak szabéalya.

1.5. Alakvaltozasi tenzorok deviatoros felbontasa

Amikor egy test nagy alakvaltozasokat szenved, sok esetben megfigyelhets, hogy a test térfogata alig, vagy egyélta-
lan nem véltozik meg. Példaként lehet emliteni a nyersgumit, aminek térfogata barmilyen alakvaltozéas soran allando
marad, de sok gumi alapd anyag, lagy mtanyagok vagy éppen allati vagy emberi szovetek térfogata a bekdvetke-
zett alakvéltozasokhoz mérve csak nagyon kis mértékben valtozik meg. Meg lehet még emliteni fémek képlékeny
alakvaltozasat is, ahol az alakvaltozas mértékéhez képest csak csekély mértéki a térfogatvaltozas. A késGbbiekben,
amikor majd anyagtorvényeket probalunk megfogalmazni, a térfogatdllandosagot vagy a csak nagyon kis mértékd
térfogatvaltozast kiilon figyelembe kell venni. Ennek kinematikai megalapozasa torténik ebben a fejezetben.
Induljunk ki az fejezetben kapott eredménybdl, azaz abbél, hogy egy elemi térfogat alakvaltozas soran
bekovetkezett megvaltozasat a deformécié gradiens determinanséaval tudjuk jellemezni. Ha a deformécié gradiens
determinénsa egy, azaz J = det (F ) = 1, akkor nincs térfogatvaltozas. A deformacié gradiens a [3| tétel alapjan
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felbonthaté egy ortogonélis tenzor és egy szimmetrikus, pozitiv definit tenzor szorzatara a és Osszefiiggések-
ben lathat6 moédon. Mivel az ortogonalis tenzor determinansa mindig egy, ezért alkalmazva a tenzorok szorzatanak
determinanséra vonatkoz6 det (A - B) = det (A) det (B) azonosségot a

det (E) = det (E) det (Q) = det (Q) =J
= 2 = =
1
és
det (E) = det (y) det (E) = det (y) =J
= 2z EA3 2
1
egyenleteket kapjuk. Az U jobboldali és v baloldali nyjt6 tenzorok mar tisztan az alakvaltozdsokat irjak le, és mivel
a determinansaik nem azonosan eggyel egyenlGek, ezért nyilvan tartalmazzak a térfogat valtozast is. Szorozzuk meg
és osszuk el az U és v tenzort is a Jacobi-determinéns harmadik gyokével, és szorozzuk meg Sket az egységtenzorral.

: 5 1 L L
U=—=U= {I'U(‘]SI)'(lU)JU'U
3 3 N—— \_\Jsz—/
7 v
=u g
és L 3
1 1 1 1
e e () o
= JsT JsT = — Js~ -

Ezzel az U és v tenzorokat két tenzor szorzatara bontottuk. Konnyen beldthato, hogy a S, es tenzorok deter-
minénsa megegyezik a J Jacobi-determindnssal. Felhasznélva a det (cA) = a® det (A) azonossagot a

det (L) = det (J41) :(iidet (D) =J
J 1

és

Wl

det (,) = det (731) = (7 >3det (1) =J

eredményt kapjuk. A tenzorok szorzatanak determinénsara vonatkozo azonossag alapjén

det (g) = det (iU> det (Q)
—
* det (g) = det (é;) det @) ,

—_ ——

J J
amibdl kovetkezik a R
det (g) =1
és
det (2) =1

egyenléség, vagyis a U és © modositott nyijté tenzorok nem tartalmaznak térfogatvéltozast, mig a J S, és J, tenzorok
a J Jacobi-determinanson keresztiil csak a térfogatvaltozasrol tartalmaznak informéciot. Ezzel az U Jobboldah és
v baloldali nyjt6 tenzorokat felbontottuk tisztan térfogatvaltozasi és tisztan torzitasos részekre, pontosabban ezen
részeket leiré tenzorok szorzatdra.

Q:iU’g:g’iU

és



A tisztan torzitdsos részt szokas devidtoros résznek is nevezni. A és Osszefiiggések alapjan elGallithato a
jobb- illetve baloldali Cauchy-Green deformécios tenzorok deviatoros felbontésa is.

C=J,C=CJ

=c

és o
inb'gzé'ib’

ahol )
Jo=dydy = IR

C=U0-U=JU-U=JiC

Ly =1L, =T

és

A t6bbi alakvaltozasi tenzornal a deviatoros felbontas az el6z6eknél joval bonyolultabban lenne megoldhaté, de
tulajdonképpen nincs is rajuk sziikség a tovabbiakban, ezért itt sem foglalkozunk veliik.

1.6. Merev test szeri elmozdulas és objektivitas

leirni. Ehhez sziikség van egy ,megfigyel6re”, aki figyelemmel kiséri hogy mi torténik a testtel. Tegyiik fel, hogy a
megfigyel6 mérni tudja

1. a test pontjainak relativ tavolsagait (pl. egy vonalzoval), és
2. az id6t (pl. egy oraval).

A megfigyelt deformalodo testbol ragadjunk ki két kiilonbo6z6 iddpillanatban két pontot, az 7 = 7 (tg) és 7, = 7 (1)
pontokat. Az 7y és 7, nem feltétleniil ugyan azt az anyagi pontot jelentik. A két pont tévolsagat az |r} — 7|
kiilonbség, a megfigyelési idGintervallumot pedig a t —tg id6tartam adja meg. Tegyiik fel, hogy egy masik megfigyels
is jelen van, aki ugyan azt a folyamatot probalja leirni. Neki is van egy ugyan olyan skalaval rendelkezé vonalzdja
és egy ugyan olyan sebességgel jar6é éréja, mint az elsé megfigyelének, de az érak nem biztos hogy szinkronizalva
vannak. A mésodik megfigyel$ is ugyan azt a két pontot figyeli ugyanazokban az idgpillanatokban, mint az elsé.
Amikor az els§ pont az els6 megfigyel§ oraja szerint a o idGpillanatban az 7 helyen van, a mésodik megfigyeld
azt tapasztalja, hogy az els6 pont a tj idGpillanatban az 77 helyen van. Amikor a méasodik pont az els6 megfigyels
ordja szerint a t idépillanatban az 7, helyen van, a mésodik megfigyel§ azt tapasztalja, hogy a masodik pont a
t* iddpillanatban az 7* helyen van. (A masodik megfigyels altal mért mennyiségeket megkiilonboztetve az elsé
megfigyels altal mért mennyiségektsl egy fels§ indexbe irt csillaggal latjuk el.) Ez azt jelenti, hogy a masodik
megfigyel6 szerint a két pont tavolsiga az |F}* — 7| kiilonbség lesz, az idSintervallum hosszara pedig a t* — ¢
id6tartam adodik. Mivel ugyan azt a fizikai folyamatot figyelik meg, ugyan azokat a mérGeszkozoket hasznaljak,
ugyan azokat a tavolsagokat és idGintervallumokat kell mérniiik, vagyis

|7} — 7ol = |7 — 75 (115)

és
t—to=1t"—1t.

Ha ellenérizni szeretnék, hogy valéban ugyan azok a mérési eredmények jottek-e ki, a kovetkez6t kell tenniiik. Fel-
tételezve hogy mindketten derékszdgl Descartes-féle koordindtarendszert hasznaltak a vektorok leirasara, el kell
forgatni az egyik (pl. az els$) koordinatarendszert gy, hogy a tengelyei parhuzamosak legyenek és egy irdnyba
mutassanak a masodik megfigyel6 koordinatarendszerének tengelyeivel. Ezt matematikailag egy ortogonélis transz-
formaciot leird @ tenzor és egy eltolést leird ¢ vektor segitségével tehetjiik meg. Ha feltételezziik, hogy a mésodik
megfigyel§ mozog az els6hoz képest, akkor az elfordulast leird tenzor és az eltolast leird vektor fiiggvénye lesz az
idonek, azaz @ = Q (t) és &= (t). Igy a két megfigyel§ kdzotti transzformaciot az

,]:’*

=Q(t)-T+(t)
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vagy
)= t+a)=Q((t) - 7(t)+2(t) (116)

Osszefiiggés adja meg, ahol o az 6rdk altal mutatott id6 kiilonbségét jelenti. A (116)) transzformacio segitségével
a (115) skalar mennyiségek egyenlGsége helyett az

M (t+a) = (to+a) = Q1) -7 () + E(t) — Q(to) - 7(to) — €(to) (117)

vektorok egyenlGsége irhato.

probaljuk matematikai eszkozokkel leirni, mindig valamilyen koordinatarendszert hasznalunk, de mivel a koordina-
tarendszerek nem valésidgos objektumok, tetszéleges iranyitottsidggal és helyen elképzelhetjiik és felvehetjiik Gket.
A koordinatarendszer megvalasztasa ezért nem szabad hogy befolyasolja a fizikai folyamatokat.

21. Definicié. Egy fizikai folyamatot leir6 fizikai mennyiséget objektivnek fogunk nevezni, ha az koordindtarend-
szertdl (megfigyel6tol) fliggetlen.

Most vizsgaljuk meg, hogy az alakvaltozasokat leird deformacios- és alakvaltozasi tenzorok objektiv mennyiségek-
e, vagyis a megfigyel6tdl fliggetleniil irjak-e le az alakvaltozast? Ennek megvalaszolasahoz a egyenletbdl indu-
lunk ki. Tekintsiink két egyméashoz kozel 1évs két pontot. Az egyik pont helyvektora a pillanatnyi konfigurdcioban
legyen 7, a masiké 7 = 7+ dr. A két pontot ugyan abban az id6pillanatban vizsgaljuk, vagyis a egyenletben
to = t. Feltételezziik, hogy a két pont leirasdnédl hasznilt 6rak egyforman jarnak, azaz o = 0. FEzzel a
egyenldség az

() = (1) = Q1) - (7 (1) — 7 (1)) (118)
alakra egyszertisodik. Vezessiik be a di* = #* (t) — 7 (t) jel6lést, amivel a (118) tovabb egyszeriisithetd.

di* = Q- dF, (119)

vagyis az egyik pontbol a masikba mutaté, az egyik megfigyel§ szamara dr vektor a masik megfigyel§ szaméra
Q - di vektornak latszik. Azt is mondhatjuk, hogy a dr* vektor akkor fiiggetlen a megfigyel6tdl, vagy masként
objektiv, ha teljesiil ra a (119) osszefiiggés. Amennyiben a di” vektort infinitezimalisnak, azaz végteleniil kicsinek
valasztjuk, akkor di* is infinitezimalis lesz, vagyis egy adott ponthoz tudjuk ket rendelni. Ezzel a (119)) sszefiiggés
altalanosithato tetszsleges vektormezdre is, vagyis azt mondhatjuk, hogy ha egy W vektormezs a
W= Q- W (120)
szerint transzformalodik akkor objektiv.
Felhasznalva a és a ([119)) Osszefliggeést azt kapjuk, hogy az egyik megfigyels altal a kezdeti konfiguracioban
latott dR vektor a méasik megfigyel§ szamara a pillanatnyi konfiguracioban
di*=Q-F-dR (121)

vektornak latszik. Ezt ugy is irhattuk volna, hogy

i = di* (é) - ZLR, ‘R = F* - dR, (122)

ahol F* = ‘Zi: az els6 megfigyeld kezdeti konfiguraciojabol a mésodik megfigyels pillanatnyi konfiguraciéjaba torténd
leképezés deformaci6 gradiens tenzora. Vagyis a ([121) és a (122]) egyenletek Osszevetése utan kijelenthetjiik, hogy

F*=Q-F (123)

Osszefiiggés valositja meg. Az F deformécio gradiens kétpont tenzor, vagyis két koordinatarendszer kézott teremt
pillanatnyi konfiguraciohoz tartozot), ezért az I deformécio gradiens tigy transzformélodik, mint egy vektor. Ezt azt
is jelenti, hogy az ¥ deforméci6 gradiens kielégiti a (120)) transzforméacios szabélyt, azaz objektiv fizikai mennyiség.

Mivel a deformécios és alakvaltozési tenzorok szarmaztathatok az I deformécié gradiensbél, kénnyen ellendriz-
hetjiik hogy objektiv mennyiségek-e. Vegyiik sorba az eddig emlitett tenzorokat. Legyen tovabbra is két megfigyeld,
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akik két kiilonboz6 helyrdl vizsgéaljak ugyan azt a deformaciot. Mindkét megfigyels el tudja végezni a deformécio
gradiens polaris felbontasat a[3] tételnek megfelelGen, vagyis

E=RU & FE=R U, (124)
valamint

E=v-B & [F=uv-R. (125)
Vizsgaljuk meg elGszor a (124) RU felbontast. Alkalmazva a (123) transzformacios szabalyt az

Osszefiiggést kapjuk. Mindkét oldalon egy ortogondlis tenzor és egy szimmetrikus tenzor szorzata él]ﬂ Mivel az RU
felbontés egyértelmten elvégezhets, igaznak kell lenni az

R=QR (126)

és

i

=U (127)

egyenlgségeknek is. Ezzel azt kaptuk, hogy az R forgatas az F deforméacié gradienshez hasonléan koveti a ((120)
transzformacios szabalyt, az U jobboldali ny1jté tenzor azonban invaridns marad, vagyis mindkét megfigyels szama-
ra ugyan az fizikai mennyiség lesz. A jobboldali Cauchy-Green deformaciés tenzor az U jobboldali nytjté tenzorbol
a Osszefiiggéssel szamithato. A transzformacios szabaly Osszefiiggésbe torténd helyettesitésével ado-
dik a jobboldali Cauchy-Green deformacids tenzor transzformacios szabalya:

c=U)=r=c (128)

B'=(C) '=C'=B

Alkalmazzuk a (123) transzforméacios szabélyt az a (125) VR felbontasra is.
v'-R*=Q-v-R. (129)

Mivel ugyan arrél a deforméaci6 gradiensr6l van sz6 mint az RU felbontés esetén, az R és R* forgatd tenzorok meg
fognak egyezni a képletekben szereplé megfelels tenzorokkal, vagyis igaz lesz rajuk a transzforméaci-
0s szabaly is. Ezt a transzformécios szabélyt bele lehet csempészni a képletbe egy alkalmasan vélasztott
egységtenzorral torténd szorzas segitségével:

R. (130)

U*'E*:

I

'E'QT'

I
=

{

Mindkét oldalon egy szimmetrikus tenzor és egy ortogondlis tenzor szorzata élﬂ Mivel a VR felbontés egyértelmten
elvégezhetd, igaznak kell lenni az
R=Q-R

és

v=Q v Q" (131)

egyenlségeknek is. Ezzel megkaptuk a baloldali nyujté tenzorra érvényes (131)) transzforméacios szabalyt. A bal-
oldali Cauchy-Green deforméciés tenzor az v baloldali nytjt6 tenzorbdl a sszefﬁggéssel szamithato. A
transzformécios szabaly Osszefiiggésbe torténd helyettesitésével adodik a baloldali Cauchy-Green deformacios
tenzor transzformécios szabélya:

2
V=)=Q v Q" Qv Q =QvvQ =Qb-Q". (132)
= = = = = . = = =
I L

T

8A Q - R szorzat is ortogondlis transzformaciot valosit meg, hiszen Q- R - (Q . @) =Q - R- QT ~QT =Q- QT =1

= T = = = = = =
9A Q-u- QT tenzor szimmetrikus, hiszen (Q ‘u- QT) =Q- gT -QT =Q-u- QT.
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c=) = (oY) =@t

Q Q"=Q-c-Q"

Az alakvaltozasi tenzorok transzforméacios szabalyait ezek utdn mar kénnyen megkapjuk, hiszen a kezdeti kon-
figuracioban értelmezett alakvéltozési tenzorok szarmaztathatok az U jobboldali nytjté tenzorbol a (90) Gsszefiig-
géssel, a pillanatnyi konfiguraciéban értelmezett alakvaltozasi tenzorok pedig szarmaztathatok a v baloldali nydjté
tenzorbol a (102)) dsszefiiggéssel. A kezdeti konfiguracioban értelmezett alakvéltozasi tenzorok esetében egyszerti a
dolgunk, az invariancidjanak megfelelGen a képletben U helyére U"-ot kell irni, és igy megkapjuk az
alakvaltozasi tenzor attranszformalt alakjat.

* 1

(27) =~ ()" -1

1

—~(ur—_]) =fgm™
-~ (U -1 =E™,
vagyis

(E”))* - E™.

Ebbdl az Gsszefiiggésbdl az latszik, hogy minden kezdeti konfiguraciéban definialt alakvéltozasi tenzor invarians.
A pillanatnyi konfiguracioban értelmezett alakvéltozasi tenzorok transzformacios szabalyanak meghatarozasihoz
a (102) képletben v helyére v*-ot kell irni, és alkalmazni kell a (131) transzformacios formulat.

() = 2 (@) -1 Q") -1) =
1

:*(Q'Q'QT'Q'E'QT'""Q'Q'QT'Q'E‘QT*Q:

n =

3
Il
Sl
—
~—~
1
IS

vagyis
(§<n>)* =Q M -Q".

Osszefoglalva azt mondhatjuk, hogy a kezdeti konfiguracioban értelmezett deformacios és alakvaltozési tenzo-
rok a transzforméciéval szemben invariansak, mivel csak a pillanatnyi konfiguracié vonatkoztatasi rendszerét
forgatjuk el, de mivel a Osszefiiggést kielégitik, egyben objektiv mennyiségek is. A pillanatnyi konfiguracio-
ban értelmezett deformécios és alakvaltozasi tenzorok hasonlé okok miatt szintén objektivek, de nem invariansok.
A pillanatnyi konfiguracioban értelmezett objektiv vektorok kielégitik a transzforméacios szabalyt, a skalar
mennyiségek pedig koordindtarendszertdl fiiggetlenek, ezért invaridnsok. Az emlitett transzformacios szabélyokat
a[7] tablazat foglalja ossze, tovabba néhany gyakran el6fordulé deformécios és alakvéltozasi tenzor transzformacios
szabélya a[§ tablazatban tekinthets meg.

skalarok invarians
kezdeti konfiguracio invarians
vektorok - - — ¥
pillanatnyi konfiguracio6 ¢ =Q- e
kezdeti konfiguracio invarians
tenzorok két pont tenzorok e =0 e vagy e =e: Ql
pillanatnyi konfiguracio6 e =Q- e Ql

7. tablazat. Objektiv skalar, vektor és tenzormennyiségek transzformécios szabalyai.

% k X
Eddig minden deformécios és alakvaltozasi tenzor objektivnek bizonyult, azonban késébb tapasztalni fogjuk,

hogy léteznek olyan deformacidkat leiré mennyiségek is, amelyek nem tesznek eleget az objektivitds kovetelményei-
nek.
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Invarians és objektiv | Nem invarians, de objektiv
(kezdeti konfiguracio) | (pillanatnyi konfiguracio)
u=u v=QuQ
c=c b=Qb-Q"
B=B c=QcQ"
E-L e=Qe@Q
H =H W =Q-h-Q

8. tablazat. Objektiv és invaridns deformécios és alakvaltozasi tenzorok.

1.7. Idében valtoz6 alakvaltozasi mennyiségek
1.7.1. IdGS szerinti derivalas

Az eddig vizsgilt Gsszes alakvaltozasi mennyiséget idGben dllandénak tekintettiik. Ha az alakvaltozas folyamatéat
nézzik, akkor ezek a mennyiségek (deformécios- és alakvéltozasi tenzorok) egy pillanatnyi allapotot irnak le. Az
idgbeli folyamat leirasdhoz dltaldban sziikséges a megfelel6 mennyiség id§ szerinti derivaltja. Ebben a fejezetben
azt probaljuk kideriteni, hogy hogyan kell elvégezni kiilonbo6z§ fizikai mennyiségek (skalarok, vektorok és tenzorok)
id6 szerinti derivalasat.

Els6ként nézziik meg egy olyan a = a (é, t) skalar mennyiség id6 szerinti derivaltjat, amely a kezdeti konfigu-

raciéban 16v6 R helyvektor és a t id6 fiiggvénye.

. (R: t) _ da (ﬁ, t) B da (R t) . @ da <E7 t) dt da <ﬁ7 t)

_ B S S 1
dt o JL YT @ ot (133)

g 1
Itt kihasznaltuk azt, hogy a kezdeti konfiguracid R helyvektora idében alland6. Léathatjuk, hogy az idé szerinti

totalis és parciélis derivalas kozott nincs semmi kiilonbség. Ha az a = a(7,t) skalar mennyiség a pillanatnyi
konfiguracioban 1évé 7 helyvektor és a t id§ fliggvénye, akkor

.o da(Fit)  Oa(ryt) dr Oda(rit) dt 1 _  Oa(7,t)
W) == = T w T o @ VUt T
e el

Az utolso tag atalakitasdhoz hasznéljuk ki a skalar és vektor mennyiség szorzatanak derivalasara vonatkozd azonos-
ségot, azaz hogy

> 1 Loy 4
V- (a¥)=Va-7+Va-7=aV -0+ aV - 0.

Igy az a (7,t) id6 szerinti derivaltjara az

<+~

_¥ 4 P
a(F,t) =V - (ad) — aV -5+ ‘9‘1(5)’;’”

(134)

Osszefiiggés adodik. A (134) képlet szemléletes jelentését egy késébbi fejezetben részletesen ismertetjiik.

Ha egy kezdeti konfiguricioban értelmezett A=A (R, t) vektort szeretnénk az id& szerint derivalni, amely

a kezdeti konfiguracidban 1évs R helyvektor és a t id§ fliggvénye, akkor a 1) Osszefiiggéshez hasonléan kell

eljarnunk. o o o o
) _03(8) g 07(1) . _0i(R)

A

dt R dt ot dt ot
0 1
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A totalis és parcialis derivéaltak kozott itt sincs kiilonbség. A pillanatnyi konfiguracioban értelmezett @ = @ (7,t)
vektornél nem ez a helyzet, mert az @ vektor fiigg az 7 helyvektortdl is, ami maga is fiigg a t id6tol.

da(r,t)y dr da(r,t) dt ¢
_ a(r,t) dr a (7, t) CEov.i4

A== % "o @

) 1

—

Az utolso tag atalakitdsahoz hasznéljuk ki a két vektor diadikus szorzatédnak derivalaséra vonatkozd azonossagot,

azaz hogy
1

Igy az @ (7, t) id6 szerinti derivaltjara az

- G

a(ft)=(GoD)-V—adoV -+

Osszefiiggés adodik.

Ha

akkor

vagyis '
E-A(Rt) =iy -1a@m

Tenzorok
, aA(Rt) oa(Rt) 45 oA(R

Ha

akkor
a(rt) = d (Q*T ~é(§,t> ~
T-A(Re)
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1.7.3. Sebesség gradiens tenzor
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2. Dinamika

2.1. Tomegmegmaradas

2.1.1. Tomeg

2.1.2. Tomeg-mérlegegyenlet

2.1.3. Integralok idé szerinti derivaltja

2.2. Impulzus-tétel

2.2.1. Impulzus

2.2.2. Impulzus-tétel integral alakja

2.2.3. Belsé erdk

2.2.4. Cauchy-féle fesziiltség tenzor

2.2.5. Impulzus-tétel differencialis alakja

2.3. Perdiilet-tétel

2.3.1. Perdiilet

2.3.2. Perdiilet-tétel integral alakja

2.3.3. Perdiilet-tétel differencialis alakja

2.4. Energia-tétel, avagy a h6tan elsé fététele
2.4.1. Energia

2.4.2. Energia-tétel integral alakja

2.4.3. Cellularis (lokalis) egyensiily, avagy az energia-tétel differencialis alakja
2.4.4. Belsé energia

2.5. Entrépia-tétel, avagy a hétan masodik f6tétele
2.5.1. Reverzibilis, irreverzibilis folyamatok

2.5.2. Entropia

2.5.3. Entropia-tétel integral alakja

2.5.4. Entropia-tétel differencialis alakja

2.5.5. Clausius-Planck-egyenlétlenség

2.6. Fesziiltség tenzorok

2.6.1. Kirchhoff-féle fesziiltség

2.6.2. I. Piola-Kirchhoff-féle fesziiltség

2.6.3. Impulzus-tétel a kezdeti konfiguraciéban
2.6.4. II. Piola-Kirchhoff-féle fesziiltség

2.6.5. Biot-féle fesziiltség

2.7. Helmholtz-féle szabadenergia

2.7.1. Clausius-Duhem-egyenlgtlenség

2.7.2. BelsG paraméterek

2.7.3. A hévezetés egyenlete

2.7.4. A szabadenergia fiiggvény altalanos szerkezete

3. Anyagszerkezeti viselkedés o8
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Torténet fliggés
Lokalis hatas

Egyidejtiség

Anyagi objektivitas

3.2. Egyszerid anyagmodellek
3.2.1. Tisztan rugalmas elem
3.2.2. Tisztan viszkozus elem
3.2.3. Tisztan képlékeny elem?77?
3.3. Osszetett anyagmodellek
3.3.1. Kelvin-Voigt modell

3.3.2. Maxwell-modell

3.3.3. Vegyes modell

3.4. Anyagtorvények

3.4.1. Objektivitas
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Megoldasok

MO

F=X(B) = (X' +9X2) gy + X262 + X°5
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Targymutato

alakvaltozasi f6irany,
anyagi nyajto tenzor, 20]

baloldali Cauchy-Green deformaéciés tenzor,
baloldali nyujto tenzor,
Biot-féle alakvaltozasi tenzor, [34]

Cauchy-féle alakvaltozasi tenzor,

deformécio6 gradiens,
deviatoros felbontéas,

elgretolas (push forward),
Euler-Almansi alakvaltozési tenzor,
Euler-féle alakvéltozasi tenzorok,

fényulas,
fajlagos nytuléas,
Finger-tenzor,
forgato tenzor, [20]

Green-Lagrange alakvaltozasi tenzor,

helyi hatasok elve,
Hencky-féle alakvéltozési tenzor,

jobboldali Cauchy-Green deformacios tenzor,
jobboldali nyujté tenzor,

kétpont tenzor, [I5] 20} £5]

kezdeti konfigurécio,

kis alakvaltozasok,
kis elmozdulasok,
kofaktor,

kontravarians tenzor, 39

kovarians tenzor,

Lagrange-féle alakvaltozasi tenzorok, [33]

Nanson-formula,
nyajté vagy stretch tenzor,

objektivitas,

pillanatnyi konfigurécio,
Piola-féle deformécios tenzor, [33] [40]
polaris felbontas,

RU felbontas,
Swainger-féle alakvaltozasi tenzor, [38]
térbeli nyujté tenzor,

visszaforgatott Euler-Almansi alakvaltozasi tenzor,
visszahtizas (pull back),

vonalelem arany, [31]

VR felbontas, 21]
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Fuggelék

A. Tenzoralgebra

A.1. Vektorok

L d d -
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A.2. Tenzorok

A.2.1. Tenzorok szorzatainak determinansa
Legyen A =d; o g’ ésé:gﬁ;ol?

~ 1. . 5 Py o
) = = (@ x ;) - an) [(§ x &) - G

det (4) = (a1 x G2) - 3] [(7" * ¢°) - 7

det (1) =
i) [(7* % ) - 7°] {(51 X l?) -53} (1 % Go) - g3] =

A.3. Harmadrendi tenzorok

A.4. Negyedrendi tenzorok
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