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Jelolések

A skalar mennyiségeket normél vastagsagu délt bettikkel (pl. ¢, k, p), a vektormennyisége-
ket vastagon szedett dolt, kis betiikkel (pl. 7, u), a tenzor mennyiségeket vastagon szedett
dolt, nagy betiikkel jeloltiik (pl. A, T', D). Szogletes zardjelbe tett vektorok és tenzorok
1 00
a koordindtaikbdl alkotott matrixot jelképezik (pl. [I] = | 0 1 0 |) A matrixokat
001
vastagon szedett nagy, allé betilikkel jeloltiik (pl. K, N), kivételt képeznek ez aldl a kis
gorog bettikkel jelolt matrixok, amelyeket vastagon szedett dolt, kis betiikkel jeloltiink
(pl. o, €). Az egy oszloppal rendelkezé matrixokat, azaz az oszlopvektorokat vastagon
szedett 4ll6, kis betii jeloli (pl. q, t). Két vektor vagy tenzor és vektor skaldris szorzasanal
a vektorok kozé pontot tettiink (pl. w-n), két vektor vektoridlis szorzatét az ,,x” jel jeloli
(pl. t x m), két vektor diadikus vagy tenzoridlis szorzatat a ,,0” jel jeloli (pl. u o V), két
tenzor kétszeres skaldris szorzatat a tenzorok kozé tett két ponttal jeloltiik (pl. T --A).
Az alabbiakban felsoroljuk az értekezésben el6fordulé fontosabb jeloléseket.

r egy tetszoleges pont helyvektora

e jobb fels6 index, a test sorszdma, értéke 1 (fels6 test) vagy 2 (also test)
TC fesziiltségi tenzor az e-edik test egy pontjaban
A° alakvaltozasi tenzor az e-edik test egy pontjaban

k° az e-edik test egységnyi térfogatara hato térfogaton megoszld terhelés
p° az e-edik test stirlisége

c® az e-edik test fajhoje
u az e-edik test elmozdulasvektora

Ve az e-edik test térfogata

A az e-edik test azon feliilete, ahol az elmozdulds adott

AS az e-edik test azon feliilete, ahol a terhelés adott

A az e-edik test azon feliilete, ahol érintkezés 1étrejohet

A az e-edik test azon feliilete, amelyen keresztiil a kornyezetével hot tud

cserélni

C a tényleges érintkezési feliilet

G az A¢ azon része, ahol érintkezés nem jon létre

\Y% a nabla differencidl operator
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Young féle rugalmassagi modulus
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az e-edik test A feliiletén el6irt elmozdulds
forgastenzor
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az e-edik test elmozdulasvektor koordinatainak oszlopvektora
az e-edik test elmozdulas paramétereinek oszlopvektora

az e-edik test alakvaltozasi tenzoranak koordinataibdl alkotott oszlop-
vektor

méasodrendii egységtenzor
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az e-edik test fesziiltségtenzoranak koordinataibol alkotott oszlopvektor
az e-edik test anyagalland6ibdl alkotott matrix

a hotagulas okozta alakvaltozasi tenzor koordinataibdl alkotott oszlop-
vektor

az e-edik test merevségi métrixa

a hofesziiltségekbol szarmazo terhelési vektor az e-edik testen
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transzformaciés matrix

az e-edik test érintkezési feliiletéhez tartozé alakfiiggvények matrixa
az érintkezo feliiletek kozotti kezdeti hézag

a kezdeti hézaghoz tartozé paraméterek oszlopvektora

a kontakt-elemek merevségi matrixa
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idolépés nagysaga

végeselem lokalis koordinatai

a e-edik test végeselem haléjat megadd paraméterek oszlopvektora
az e-edik test hovezetési tényezoje
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az e-edik test hokapacitds matrixa

az e-edik test hovezetési matrixa



Bevezetés

Erintkezési feladatokat mér régota meg tudunk oldani. A legismertebb a Hertz-féle
érintkezési feladat. Egy rugalmas gombot adott erovel egy rugalmas féltérbe nyomunk.
Ennek a feladatnak nagy jelentésége van, hiszen azon néhany feladat korébe tartozik,
amelyek analitikusan megoldhatdk. A gépészetben eloforduld feladatok zome sajnos nem
oldhaté meg analitikusan.

Az értekezésben a Hertz-feladatndl joval bonyolultabb feladat megoldasaval probalko-
zunk meg. Egyiittesen probaljuk kezelni az érintkezési feladatot, a kopast és a hévezetési
feladatot. Hogy ezt meg tudjuk tenni, el6szor kiilon-kiilon fel kell épiteniink az egyes
részfeladatok megoldasi algoritmusat, majd az ezekbol képzett csatolt feladat megoldasara
kell eljarast kidolgoznunk.

Az értekezés négy fejezetbdl all. Az elsdben a mechanikai érintkezési feladattal fog-
lalkozunk. A linedris rugalmassdgtan alapegyenleteibdl (egyenstilyi egyenlet, kinematikai
egyenlet, anyagegyenlet) és az érintkezési feltételekbdl indulunk ki. Mivel a feladatot
végeselem-modszerrel szeretnénk megoldani, a gyenge alakban torténé megfogalmazasra
is sziikség lesz. Elvégezzik a diszkretizalast, kiilonos tekintettel arra, hogy p-verzids
végeselem-modszert fogunk alkalmazni. Eljarast dolgozunk ki, amelynek segitségével az
érintkezési feladat p-verzids végeselem-modszert alkalmazva kell6 pontossdggal megold-
haté. A fejezet végén egy szampéldat mutatunk be demonstralva a kidolgozott algorit-
mus pontossagat. A szampélda megoldasahoz teljes egészében sajat fejlesztési, direkt e
célra késziilt szamitogépes programot hasznalunk.

A masodik fejezetben a kopasi folyamatot mutatjuk be. Archard kopési térvényébol
kiindulva algoritmust dolgozunk ki a kopds szamitasara. A szamitdashoz felhasznaljuk az
érintkezési feladat megoldésat. Kitériink arra is, hogy a kopas, a végeselem halé valtozéasa
révén miként befolyasolja a végeselem feladatot. Végiil sajat fejlesztésii szamitégépes
program segitségével bemutatjuk az algoritmus miikodését.

A harmadik fejezetben a hévezetési feladatot targyaljuk. A hovezetés egyenletébol ki-
indulva a feladatot a végeselem-moddszerhez sziikséges gyenge alakban is megfogalmazzuk.
A térbeli feladatot végeselem-mddszerrel, az idobeli feladatot véges differencia modszerrel
oldjuk meg. Figyelembe vessziik azt is, hogy hotani szempontbdl is érintkezési feladatrol
van sz6, azaz az érintkezé testek az érintkezési feliiletiikon keresztiil hot cserélhetnek
egymassal. Csatolt feladatrdl 1évén sz, figyelembe kell venniink, hogy egy idélépésen
beliil a kopas miatt a végeselem halé megvaltozhat, azaz az idolépés elején és végén két
kiilonboz6 végeselem hald all a rendelkezéstinkre. A hovezetési feladatot ugy kell meg-
oldanunk, hogy egy id6lépésen beliill a végeselem felosztéas is valtozni fog. A problémat



a hémérséklet mezo paramétereinek egyik halérdl a masikra torténo atszamitasaval old-
hatjuk meg, amely szamitégépen torténd gyors és pontos elvégzéséhez 1j egy algoritmust
dolgoztunk ki.

A negyedik fejezetben csatolt termo-mechanikai feladatot mutatjuk be. Az operator
hasitas modszerével algoritmust dolgozunk ki a csatolt feladat megoldaséara. Az algoritmus
miikodését egy szampéldan keresztiil sajat fejlesztésii szamitogépes program segitségével
mutatjuk be.



1. fejezet

A mechanikail érintkezési feladat
megoldasa

1.1. Rovid attekintés az érintkezési feladatokrol

Az érintkezési feladatokat két nagy csoportba sorolhatjuk. Az egyik csoportot a egyoldali
érintkezési feladat alkotja. Ennél a feladattipusnal az érintkezé feliileteken fellép6 normal
fesziiltség csak a test belseje felé mutathat. Ha a fesziiltség nullara csokken, a feliiletek
elvalhatnak egymastél. Az érintkezési feladatok masik csoportjat a kétoldalu érintkezési
feladatok alkotjak. Az idealis kétoldali érintkezési feladatoknal nincsen semmi korlatozas
a fesziiltség nagysagara és iranyara. Nem idedlis érintkezési feladat valésul meg példaul
ragasztott felilleteknél. Amig a redukalt fesziiltség értéke nem haladja meg a ragasztds
altal biztositott maximaélis ,,adhéziés fesziiltséget”, a kapcsolat kétoldali marad.

Az egyoldalu érintkezési feladatok kozott megkiilonboztetiink siurlédas nélkiili érintke-
zési feladatot és surlodasos érintkezési feladatot.

Az els6 érintkezési feladatot Hertz oldotta meg 1882-ben [1]. Hertz feltételezte, hogy az
érintkezési tartomany mérete joval kisebb mint az érintkezo testek méretei. A érintkezési
feladattal kapcsolatos 1jabb kutatasok a XX. szazad 30-as éveiben kezdodtek el. Az
érintkezéssel kapcsolatos varidcids elvet Signorini 1959-ben publikélta [2]. Feltételezte,
hogy terhelés hatasara az érintkezo feliiletek el is valhatnak egymastol. Ezt az elméletet
Fichera fejlesztette tovabb [3], aki a rugalmas, sirlédéds nélkiili érintkezési feladat meg-
oldaséanak létezését és egyértelmiiségét is bizonyitotta.

Végeselem-modszert a 70-es években alkalmaztak eloszor érintkezési feladatok meg-
olddséra [4]. Fzek az tgynevezett h-verzios végeselem-moddszeren alapuld szamitésok vol-
tak. A h-verzids végeselem-maddszerben a kozelit6 fiiggvények tobbnyire linearisak, esetleg
masod fokuak. A kozelito fliggvények egyiitthatéit a kozelitendé mez6 csomoponti értékei
adjak. A modszer annél pontosabb, minél tobb az ismeretlenek szama, azaz Osszességében
minél tobb az elemek szdma. Hosszu ideig csak h-verziéos modszereket hasznaltak az
érintkezési feladatok megoldasara. El6szor kis alakvaltozasokkal jard érintkezési feladato-
kat oldottak meg. Kis alakvéltozasok esetén a végeselem halék csomépontjai az érintkezési
feliileten elhanyagolhatoan kis mértékben mozdulnak el egymashoz képest, ezért célszerti a



halét ugy kialakitani, hogy a csomoépontok fedésbe keriiljenek egymassal. fgy az 1.1. abran
lathaté modon a csomépontok egyméashoz képesti helyzete alapjan vizsgalhatok az érintke-
zési feltételek [5]. El6fordulhat, hogy valamilyen okbdl a végeselem hélon az érintkezési

1.1. 4bra. Erintkezési feltételek a csomopontok kozott kertilnek ellenOrzésre.

feliileten 1év6 csomdpontok nem keriilnek fedésbe egymassal (lasd 1.2 abra). A csomépontok

1.2. 4bra. Erintkezési feltételek ellenbrzése szegmensek segitségével.

szemkozti oldalra torténd meroleges vetitésével igynevezett kontakt szegmenseket hozha-
tunk létre (lasd 1.2. dbra). A kontakt szegmensek segitségével kozelithetjiik pl. az el-
mozdulasmezo6t, amelyet itt lokalis koordinatakkal adhatunk meg. A fenti médszert Simo
dolgozta ki [6]. Nagy alakvéltozasok esetén a felilletek tangencidlis irdnyd relativ el-
mozduldsai nem elhanyagolhatéak , igy az érintkezé feliileteken a csomoépontok és velitk
szemben 1évo élek sorrendje megvaltozhat. Erre az esetre dolgoztak ki az tgynevezett
,,csomépont-oldal kozotti” eljardst [7], amelyet azdta is széles korben alkalmaznak.

Az értekezésben mi csak kis alakvaltozasokat fogunk vizsgalni, a végeselem halot pe-
dig gy osztjuk fel, hogy az érintkezési feliileteken a csomépontok fedésbe keriiljenek
egymassal.

Az érintkezési feltételek vizsgalatara tobb maddszer létezik. A kiilonbozoé maédszerek
tobbnyire abban kiilonboznek egymastol, hogy hogyan kozelitik az érintkezo feliileteken
a nyomaseloszlast. Mindegyik mddszer arra az alapgondolatra épiil, hogy az érintkezo
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feliiletek minden pontjaban az érintkezési nyomas és az érintkezd feliiletek tavolsaganak
szorzata nullaval egyenlo. A teljesség igénye nélkiil roviden Gsszefoglaljuk a legfontosabb
modszereket.

- A Lagrange multiplikatoros médszerben a Lagrange multiplikator szerepét a nyomés
tolti be [8, 9]. A nyomés értékét az elmozduldsmez6hoz hasonléan alakfiiggvényekkel
kozelitjik. A végso egyenletrendszerben az elmozduldasmezd csoméponti értékei mel-
lett megjelennek a csomoponti nyomasértékek is ismeretlenként.

- A biintetoparaméteres médszerben az érintkezo feliiletek kozé nagy merevségli rugo-
kat helyeziink, ezzel akaddlyozzuk a testek egymdasba hatoldsat [8, 9]. Teljesen
megakaddlyozni nem tudjuk, hogy a testek egymasba hatoljanak. A szamitdst egy
iteracios ciklus eredményeként kapjuk, a cikluson beliil az aktudlis érintkezési feliilet-
nek megfelelden el kell venni rugdkat, vagy éppenséggel ijakat kell hozzaadni a
rendszerhez. Az altalunk megoldandé feladat szempontjabdl fontos, hogy a feliiletre
nemcsak diszkrét rugokat helyezhetiink, hanem folytonos eloszlasi rugalmas kozeget
is. A buntetéparaméteres eljaras képezi az alapjat a kovetkezd mddszernek is.

- A kombinalt médszerben [8, 9] (augmented Lagrangian) elsé 1épésként megoldjuk az
érintkezési feladatot biintetoparaméteres modszerrel. Masodik 1épésben egy 1jabb
iteracié keretén beliil a nyomds eloszlas értékét pontositjuk. Ezzel a moddszerrel
nagy mértékben javithatjuk a biintetoparaméteres eljarasban kapott nyomaés eloszlas
értékét. A kombindlt és biintetéparaméteres médszerrel késobb részletesen is fog-
lalkozunk.

Az érintkezési feladatok p-verzids végeselem-modszerrel torténé megoldasa csak par
éves multra tekint vissza. A p-verzids végeselem-médszerben az ismeretlen mezoket ma-
gasabb foku polinomokkal kozelitjiik. A kozelité polinomok alkalmas megvalasztdsaval
elérhetjiik, hogy a megoldandd egyenletrendszer jol kondiciondlt legyen, igy kisebb nu-
merikus hibat kovetiink el. A pontossag novelése érdekében az elemméret valtozatlanul
hagyasa mellett a kozelito polinomok fokszamat noveljik. A p-verzids végeselem-modszer
egyik elonye az, hogy ugyanakkora szabadsagi fokszam mellett az energianormaban vett
hiba jéval kisebb mint a h-verzi6 esetén, és a hiba a polinom fokszam novelésével expo-
nenciélisan cstkken [10].

A p-verziés végeselem-modszer érintkezési feladatokra torténd alkalmazasa azonban
problémakat vet fel. A h-verziéban nagy pontossag eléréséhez kis méretii elemeket haszna-
lunk, amelyek a csomépontok egymashoz képesti kozelsége miatt elonyosek az érintkezési
tartomany szélének megkereséséhez. Az érintkezési tartomany szélének megallapitasa
soran elkovetett hiba csokken az elemméret csokkentésével. A p-verziéban az elemméret
csokkentése a tilsagosan nagyra novo szabadsagi fokszam miatt nem eléggé hatékony,
ezért 1j modszereket kellett kidolgozni az érintkezési feladat megoldasara.

Gabbert cikke [11] 1994-ben jelent meg, amelyben speciélis pNh-elemeket javasolt a
probléma felolddsara. A vizsgalt tartomany belsejében p-verzids elemeket hasznélt, az
érintkezési feliileten 1év6 elemek érintkezési feliilet fel6li oldalan azonban szakaszonként
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linearis fiiggvényeket alkalmazott. FEzzel elérte, hogy az érintkezési feliileten az ele-
mek méretéhez képest siirtin helyezkedtek el a csomépontok. Ez a mddszer azonban az
érintkezési feladat szempontjabol h-verzidsnak tekintheto, tovabba ezen elemeken beliil a
specialis, szakaszonként linedris kozelito fliggvény miatt a derivaltakban szakadés 1ép fel.

Ha az érintkezési tartomanyon is p-verziés elemeket hasznalunk, tijabb problémaval
kell szembenézniink. A kontakt-nyomés azon a feliiletrészen, ahol a testek nem érnek
Ossze, azonosan nulla lesz. Ahol a testek Osszeérnek, ott a kontakt-nyomas nullatol
kiilonb6zo. Az érintkezési tartomany hataran a kontakt nyomésnak toréspontja van. A
kontakt nyomas elvileg megegyezik az érintkezési feliilleten ébred6é normal-fesziiltséggel,
amely a Hooke-torvény alapjan az elmozduldsmezo derivaltjaibdol szamithaté. Ennek az
a kovetkezménye, hogy az elmozdulasmez6, ami tulajdonképpen a feladat megoldésa,
az érintkezési tartomany hataran nem lesz analitikus, ugyanis az érintkezési tartomany
hatédrén nem lehet Taylor-sorba fejteni. Szab6 és Babuska osztalyozésa alapjan [10] az
érintkezési feladatok a C kategdridba tartoznak. A C kategéria azt jelenti, hogy a meg-
oldas véges szamu pont kivételével a teljes tartomanyon analitikus, viszont a végeselem
halot nem lehet igy megszerkeszteni, hogy a csomépontok a nem analitikus pontokra es-
senek. Ennek oka az, hogy nem tudjuk elore, hol lesz az érintkezési tartomany hatara.
Ezt a problémat iteracios lépésekkel oldhatjuk meg. FEl6szor tetszoleges haloval old-
juk meg a feladatot. Az igy kapott megoldas nyilvan pontatlan lesz amiatt, hogy egy
nem analitikus fiiggvény analitikussal kozelitiink, viszont kapni fogunk egy viszonylag jo
becslést az érintkezési tartomany hatarara. Az iteracié kovetkezo 1épését tobbféleképpen
oldottdk meg. Volpert [12] azt javasolta, hogy speciélis, szingularis fiiggvényeket tartal-
mazé alakfiiggvényeket hasznaljunk. A szingularis pont elhelyezkedését a végeselemen
beliil egy paraméter segitségével adhatjuk meg. Az iterdcié soran ezt a paramétert
kell mindig mdédositani a kivant pontossag eléréséig. Nincs sziikség a végeselem halo
megvaltoztatasara, azonban a numerikus integralas a specidlis alakfiiggvények miatt komp-
likalttd valik. Egy masik lehetséges médszer a Péczelt [13] altal javasolt csomépont pozi-
cionaléds. Ebben a modszerben a nem analitikus ponthoz a végeselem haléon csomépontot
helyeziink. Kezdetben nem tudjuk hol van ez a pont. Az elsé iteracids lépésben meg lehet
becsiilni bizonyos pontossaggal a helyét, és a végeselem halot ugy kell modositani, hogy a
nem analitikus ponthoz legkdzelebb es6 (feliileti) csomépontot a nem analitikus ponthoz
toljuk. Ennek hatasara a kovetkezo iteracios 1épésben csokken a szamitas soran elkove-
tett hiba, azonban az elmozditott csomépont két oldalan 1évo elemek eltorzulhatnak. Ez
nem szerencsés, mert a pontossdg romlasahoz vezet. A cikkben egy Gauss integraldsi
pontok vizsgdlatan alapulé durva pozicionalast, és egy hibaindikatorokkal végzett finom
csomopont pozicionalast alkalmaznak.

Az eddig targyalt médszerek mind azon a feltételezésen alapultak, hogy az érintkezd
feliiletek feliileti érdességét elhanyagolhatjuk. Erre a végeselemes targyalas miatt van
sziikség. A feliileten 1év6 egyenetlenségek, barazdak leirdsahoz nagyon sok és nagyon ki-
csi végeselemre lenne sziitkség, ami rendkiviili médon megnovelné a feladat szabadsagi
fokainak szamat. A feliileti érdesség miatt a testek nem a teljes feliiletiikon érintkeznek
egymassal, hanem annak koriilbeliil a harmad vagy negyed részén [15, 16]. Emiatt a
feltilet érdességi cstucsaira az atlagosnal joval nagyobb terhelés jut. A nagyobb ter-
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helés miatt a feliileti rétegben ébred¢ fesziiltség tullépheti a rugalmassagi hatart. Az
ekkor lejatszodé folyamatok (képlékeny alakvéltozas, repedések) mar csak nemlinedris
elmélettel irhatok le. A szamitasok elvégzéséhez hasznalt szamitégépek kapacitasa véges,
ezért sziikséges olyan modellt hasznalnunk, amely szerint az érintkezo feliileteket leird
gorbék ,,simak”. Az igy elkovetett hibat a kiillonbo6zo, feliiletekre jellemz6 anyagallanddk
segitségével kompenzaljuk oly médon, hogy azok teljes feliiletre vett atlagaval szamolunk.
Ilyen anyagallandék a surlédési tényezo, hoéatadasi tényezo, kopési allandd, stb. Le-
hetséges azonban az érintkezési feladatok olyan targyaldsa is, ahol a feliiletek mikro tu-
lajdonsdgat is figyelembe veszik. Ilyen taldlhaté Véradi és Néder cikkében [15, 16]. Az
érintkez6 feliiletek egy kis darabjat vizsgaltak. Pontosan lemérték a feliilet geometriajat.
Az altaluk hasznalt modellben az érdességi csicsokat félgombokkel, ellipszoidokkal és
elliptikus paraboloidokkal helyettesitették, az érintkezési feladat megoldasahoz pedig fel-
hasznaltak Hertz megolddsat [17].

1.2. Célkituzések

Az értekezés ezen fejezetében a mechanikai érintkezési feladatot szeretnénk megoldani
p-verzios végeselem-modszerrel. Az 1.1 pont alapjan a kovetkezo célokat tlizziik ki:

1. Az érintkezési feladat p-verzids végeselemes megfogalmazasa a kombinalt modszer
(és benne a biintetéparaméteres mddszer) segitségével.

2. Uj modszer keresése, amely segitségével az érintkezési tartomany hatara tengely-
szimmetrikus alakvaltozéas esetén nagy pontossaggal meghatarozhato.

3. A csomépont pozicionalasbol eredd végeselem halé modositas véghezvitele, ligyelve
arra, hogy az érintkezési tartoméanyon a test alakja nagy pontossaggal legyen leirhatoé.

4. Szamitogépes program irdsa, amely segitségével az érintkezési feladatot numerikusan
meg tudjuk oldani, és igazolni tudjuk a kidolgozott algoritmus helyes miitkodését.

1.3. A rugalmassagtani feladat kitiizése

Az érintkezési feladat a kovetkezot jelenti: a térben két szilard test mechanikai kolesonha-
tasban van egymaéssal. Mi a kolcsonhatasnak csak a mechanikai jellegét vizsgaljuk, azaz
nem vesszilk figyelembe a testek elektromos és magneses tulajdonsagat, tovabba az egy-
masra gyakorolt gravitdcids vonzéerét sem. A feladat még igy is tulsdgosan bonyo-
lult lenne, ezért tovabbi megszoritasokat kell tenniink, azaz egyszertisitentiink kell a me-
chanikai modellt gy, hogy csak a szamunkra érdekes tulajdonsagai maradjanak meg.
a. Feltételezziik, hogy a testek csak kis mértékii alakvaltozast szenvednek, a relativ
nyulasok és szogtorzulasok értéke joval kisebb mint egy, azaz ¢ < 1 ésv < 1. b. Feltételez-
ziikk azt is, hogy a testekre hatd terhelések hatasara a testek alakvaltozasa a rugalmas
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tartomanyon beliil marad, a terhelés megsziinése utan a testek visszanyerik eredeti alak-
jukat. Az a. és b. feltételezésekkel élve a testek alakvaltozasa és fesziiltségi allapota kozotti
Osszefiiggést a linearisan rugalmas testekre érvényes Hooke-torvény adja meg.

Olyan feladatokat vizsgalunk meg, ahol a két érintkezd test egymaéashoz képest el
is mozdulhat. Ekkor tovabbi feltételezésekkel kell élntink. Feltételezziik, hogy a két
test kozott nincs harmadik test (kendanyag, a testekrél letoredezett darabok), a tes-
tek kozott a Coulomb-féle surlédési torvény érvényes. A surlédas hatasara hé keletke-
zik, amely bizonyos veszteségek utdn (pl. sugdrzds utjan) a testekbe folyik. A testek
hévezetését a Fourier-féle elmélettel irjuk le. A testekben a hémérséklet valtozasanak
hatasara fesziiltségek, ugynevezett hofesziiltségek keletkeznek. FEzek befolyasoljak az
érintkezési feladat megoldasat. Surlodas és hofejlodés akkor jon létre, ha az érintkezo
feliiletek érdesek. Az érintkezési feladat geometriai lefrasanal azonban nincs sziikség a
feliiletek érdességének figyelembevételére, ugyanis azt a surlédas és a hofejlodés szamitasa-
nal a surlédasi tényezo alkalmazasaval megtessziik. Ebben az értekezésben kizardlag ten-
gelyszimmetrikus feladatok megoldasaval foglalkozunk, de az alapegyenletek érvényesek
az altalanos esetre is.

Tekintsiink két testet. A testek helyezkedjenek el a V! és V2 térbeli tartomanyokban.
Mikor a testekrdl beszéliink, matematikai szempontbdl a V! és V2 tartomanyokra gondo-
lunk. A V! tartomdny feliiletét Al-gyel, a V2 tartomany feliiletét A%-vel jeloljiik. A testek
feliiletét harom részre oszthatjuk fel (1.3. dbra). Jelolje A; azt a feliiletrészt, ahol adott
feliileti terhelés hat a testekre, A¢ azt a feliiletrészt, ahol adott az elmozdulds nagysaga,
és AS azt a feliiletrészt, ahol a két test érintkezhet egymassal. Az e felsé index jeldli,
hogy a két test koziil melyikrél van sz6 (e = 1 vagy e = 2). A testekre haté térfogaton
megoszl6 terhelést jelolje p€k®, ahol p° a testek tomegsiiriisége, k¢ pedig a térerdsség. A
feladat az, hogy meg kell hataroznunk az elmozdulasmezot, amelyet u®-vel jeloliink. A
megoldasnak ki kell elégitenie az aldbbi harom egyenletet. Az egyensilyi egyenlet:

T -V + k=0 reVe (1.1)

ahol T° a fesziiltségi tenzor, r pedig a testek egy pontjaba mutaté helyvektor. A
fenti egyenlet csak akkor érvényes, ha a test nyugalmi allapotban van, azaz mindegyik
pontjanak gyorsuldsa nullaval egyenlé. A kinematikai egyenlet:

1
Aezi(u60V+Voue) reVe (1.2)

ahol A€ jeloli az alakvéltozasi tenzort. Az egyenlet kis alakvaltozasokra érvényes. Végiil
az anyagegyenlet:

T¢ = D° . (A° — AY) reve (1.3)

ahol D¢ az anyagallandék negyedrendii tenzora, az Aj a testek hétagulasabdl szarmazo
alakvaltozasi tenzor. Aj a homérséklet eloszlas fiiggvénye:

Af = o (T° =TT

ahol o a linearis hétaguldsi egyiitthato, T° a testekben 1évé hémérsékletmezod, 1§ a
kezdeti homérséklet, I pedig az egységtenzor. Feltételezziik, hogy a testeket alkoté anyag
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1.3. dbra. Az érintkezé testek feliileteinek felosztdsa Af, AS és A7 tartomdnyokra (e =
1,2).

homogén és izotrop tulajdonsagu, valamint hogy a testek alakvaltozasa a fesziiltségtol
linearisan fligg. Ebben az esetben a D° tenzor csak két anyagallandét tartalmaz, az E
Young-modulust és a v Poisson-tényez6ét. Az elmozdulasmezonek és a fesziiltségmezének
a kovetkezd két peremfeltételt kell kielégitenie:

T¢ - n®=p; re A (1.4)

és

u® = ug re AS (1.5)
azaz az Aj felileten adott a terhelés, az Af felilleten pedig adott az elmozdulds. Az
érintkezési feltételekkel kés6bb foglalkozunk. Az (1.1)-(1.3) alattiak egy parcidlis diffe-
rencidlegyenlet rendszert jelolnek ki. A T fesziiltségi tenzor és az A° alakvaltozasi tenzor
kikiiszobolésével megkapnank a Navier-egyenletet [17], és csak az elmozduldsmez6 lenne
az ismeretlen. Mi azonban végeselem-moddszert fogunk hasznélni a feladat megoldésahoz,
ezért nem lesz sziikségiink a Navier-egyenlet felirasara.
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Az (1.1)-(1.3) integrél alakba torténd felirdsdhoz a potencidlis energia minimuma elvet
hasznaljuk fel. A testek potencidlis energidjat a kovetkezd képlet definidlja:

2

1

m=>" / (AT — A7) - D (A7 — Aj)dV — / Pk - utdV — / pg - utdA

= e (ve) (45)

(1.6)

A potencidlis energia minimuma elv kimondja, hogy a megvaldsulé elmozdulasmezd esetén
a (1.6) funkciondlnak minimuma van (IT = min).

1.4. Az érintkezési feltételek

Eddig csak két egymastol fliggetlen test rugalmassagtani feladatat vizsgaltuk. Most
megnézziik mi torténik, ha a két test egymassal érintkezik. Azt a feliiletet, ahol a tes-
tek egymdssal érintkeznek, jeloljikk A¢-vel (e = 1,2) (lasd 1.4. dbra). A két érintkezd

1.4. abra. A testek egymassal érintkezo feliiletei.

feliillet kozott jeloljunk ki egy alapsikot. Az alapsikon vegyiink fel egy a sikra merdleges
n. egységvektort. Jelolje u! és u? az m, egyenese és Al illetve A? doféspontjaban 16v6
elmozduldsvektorokat. A két doféspont tavolsaga lesz a feliiletek kezdeti hézaga az adott
pontban, amelyet h-val jeloliink. Az u! és u? vetiilete n.-re u} = ul-n.illetve u? = u?-n,
lesz. Alakvaltozas utédn a testek kozotti hézag a kovetkezo:

d=d(u)=u> —u:+h re A (1.7)
A d hézag fliggvénye az elmozduldsmezének. A valdsagban soha nem torténhet meg az,
hogy a testek egymasba hatolnak. Ezt matematikailag azzal tudjuk megfogalmazni, hogy
a d(u) hézagfliggvény soha nem vehet fel negativ értékeket, azaz d(w) > 0. Az érintkezési
feliileten a testek kozott egy felilleten megoszlo erd, az tigynevezett kontakt-nyomas hat.
Ezt a testek fesziiltségi dllapotainak ismeretében fel tudjuk irni:

pp=-n'-T' . n.=n> T? n, r e A, (1.8)
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Hasznéljuk fel azt a feltételezést, hogy csak kis alakvaltozasok kévetkeznek be. Ekkor az
n' ~ n. és n? ~ —n, kozelitéssel élhetiink:

pn~—n'-Th-n'=—n?. T?. n? reA (1.9)

Feltételezziik, hogy a feliiletek k6zott nem hat vonzdero, a feliilletek nem ragadnak Ossze.
Ez azt jelenti, hogy a kontakt-nyomés nem vehet fel negativ értéket, azaz p, > 0. Elore
nem tudjuk, hogy a testek mekkora feliileten érintkeznek, de meg tudjuk becsiilni, amelyik
feliileten johet létre érintkezés. Ezt a feltiletet jeloljuk Ag-vel. Jeloljik azt a feliiletrészt
C-vel, ahol az érintkezés ténylegesen 1étrejon, és G-vel azt a feliiletrészt, ahol a feliiletek
nem érnek Ossze, kozottilk hézag marad. Igaz az, hogy A = CUG és CNG =0. A
kovetkez6é megallapitasokat tudjuk tenni:

d=0, Pn > 0, reC

dZOa pnzoa red

A p,, és d szorzata az A’-n mindentitt nulla.
pnd=0 rc Al (1.10)

A (1.10) Osszefliggés alapjat fogja képezni az érintkezési feladat megoldasara hasznélt
modszereknek.

1.5. Az érintkezési feladat gyenge alakja

Az érintkezési feladatot a potencialis energia minimuma elv segitségével szeretnénk megol-
dani, ezért a (1.10) érintkezési feltételt ennek megfelelden integral alakban kell megfogal-
maznunk. Kétfajta modszerrel is meg fogjuk oldani a problémat, de el6szor egy harmadik
mobdszert ismertetiink. Ez a Lagrange multiplikdtoros médszer lesz. Azt a kinematikai pe-
remfeltételt fogalmazzuk meg mellékfeltételként a minimumszamitasban, hogy a tényleges
érintkezési tartomanyon a d hézagfiiggvény azonosan nulla, a hézagtartomanyban a nyomés
azonosan nulla, igy az 1.10 szerint

LA = LA (w, pp) =T (u) — / pnd(u)dA = min pn >0 (1.11)
(Ac)

(1.11)-ben p, a Lagrange-multiplikdtor, ami ebben az esetben éppen a kontakt-nyomast
adja meg. Ezért a (1.11) egyenletben az u elmozduldsmez6 mellett a p,, kontakt-nyomas
is ismeretlenként jelenik meg.
A blntetoparaméteres médszerben mar csak az elmozduldsmez6 az ismeretlen. A
modszert a kovetkezo funkcionallal irhatjuk le:
LPF = LPF(u) = TI(u) + % / cn(d™(u))?dA = min (1.12)
@
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(1.12)-ban ¢, jeloli a biinteté paramétert, d(u) pedig a hézagfiiggvény negativ értékeit.
A ¢, bluntetéparamétert ugy is felfoghatjuk, mint a két test kozé helyezett képzeletbeli
rugd rugomerevségét. Azokra a helyekre, ahol a testek egymasba hatolnanak, egy specidlis
rugalmas kozeget helyeziink, amely csokkenti a testek egymasba hatolasat. A specidlis
rugalmas kozeget Winkler tipusi kozegnek is nevezik. Ez a kozeg nem egy pontban kap-
csol6dik a testekhez, hanem egy feliilet (vonal) mentén megoszolva. A tovabbiakban a
Winkler tipust rugalmas kozeget roviden rugénak fogjuk nevezni. Az egymaéasba hatolds
ezzel a modszerrel nem akadalyozhatdo meg, mert a rugoknak legalabb egy kicsit Ossze
kell nyomoédniuk ahhoz, hogy erdt fejtsenek ki. Viszont ha a ¢, értékének nagy szamot
valasztunk, a d hézagfiiggvény csak kicsi abszolut értékii negativ értéket vesz fel. fgy az
érintkezési feladatot elvileg tetszéleges pontossaggal meg tudjuk oldani. A gyakorlatban
azonban ez sajnos nincs igy. Ha ¢, értéke tul nagy, a numerikus megoldas soran kiadodo
linedris algebrai egyenletrendszer egyiitthatdé matrixanak kondiciészama nagy lesz, ami
miatt az egyenletrendszert nem tudjuk kell6 pontossaggal megoldani. A tapasztalatok
szerint ¢, = 100F és ¢, = 1000F kozotti értékek mar jo megoldast adnak. Azt nem
tudjuk elére, hogy a d hézagfiiggvény hol fog negativ értékeket felvenni, ezért iteraciot
kell alkalmaznunk. A numerikus megoldas soran Gauss-Lobatto integraldst hasznalunk,
ezért az érintkezési feltételeket csak az integralasi pontokban vizsgaljuk meg. A megoldés
szempontjabol a folytonos eloszlasi rugd diszkrét, az integralasi pontokhoz kapcsolodo
rugokként fog viselkedni. Eloszor mindegyik integralasi pontban ¢, # 0 értéket vesziink.
A rugalmassagtani feladat megolddsa utan a negativ d értékl helyekre rugékat rakunk,
azaz ¢, értéke nem lesz nulla. Ahol a hézagfiiggvény porzitiv, ott c¢,-t nullanak vessziik.
Ujra kiszamoljuk a feladatot az ily médon moédositott Winkler rugéval, és megint meg-
vizsgaljuk a d hézagfliggvényt. Ezt egészen addig ismételjiik, amig a tényleges érintkezési
feliillet mar csak egy bizonyos hibahataron beliil valtozik meg. Ekkor a feladatot megol-
dottnak tekintjiik. A kontakt-nyoméast a

Pn = —Cpd (u) (1.13)

képlet adja meg. Innen is latszik, hogy ha ¢, értéke nagy, d— értéke kicsi. ¢, — oo esetén
d~ — 0 lenne.

A harmadik modszer az els6 kettd keveréke lesz. Lehetne kombindlt mddszernek is
nevezni. A szakirodalomban ,,augmented Lagrangian” néven ismert. A moddszer alapjat
a kovetkezo funkcional képezi:

LAY = £ (u) :=TI(u) — /pnd(u)dA + % / cn(d(u))*dA = min (1.14)
(@) (@)

Egy funkcionalnak akkor van minimuma, ha a varidcigja nulla. A varidciét, azaz a kis

------

5LV = §TT(w) — /(pn — epd)SddA = 0 (1.15)

(©)
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2
=3 /5A6.-D6--AedV— /5A€--De--A8dV—
e=1
(

ve) (ve)

- / Pk - dudV — / po - 0udA (1.16)
ve) (A5)
Felhaszndlva a (1.2) kinematikai egyenletet, és azt a matematikai tételt, miszerint min-

den tenzor felbonthatd egy szimmetrikus és egy ferdén szimmetrikus tenzor Osszegére, a
kovetkezot kapjuk:

5Ae:%(5ueoV+V05ue)zéueov—%((SueOV—VOéue) (1.17)

. J

5

Egy szimmetrikus és egy ferdén szimmetrikus tenzor kétszeres skalaris szorzata mindig
nullét ad eredményiil. A kontinuummechanikdbdl tudjuk [21], hogy a T fesziiltségi ten-
zor szimmetrikus, a ¥ forgastenzor és annak o ¥ variaciéja pedig ferdén szimmetrikus.
Felhaszndlva még a (1.3) anyagegyenletet, (1.16) a kovetkezé alakban irhato:

2
5]:[ — Z / (611,8 [e) V) . -Tedv — / peke . (5uedv - / pg : 6uedA (118>

=1 e (Ve) (Ag)

Szorzat derivaldsi szabdlya alapjin (du®o V). -T¢ = (du®- T¢) -V — du® - (T°- V).
Helyettesitsiik ezt a (1.18)-be, és alkalmazzuk a

/(5ue-T6)-Vdvz/5ue-T6-ndA+/5ue-Te-ndA

ve) (A5) (A¢)

Gauss-tételt, amelyben kihasznaltuk, hogy du® = 0 ha r € A{, azaz u® = u. Ossze-
vonasok utan kapjuk, hogy

2
o=>" —/<T€ -V + p°k°) - 6uedV+/(T6 -n® — pg) - 6uedA+/(Te -n°) - futdA
=L oo (45) (42)
(1.19)
Helyettesitsiik vissza (1.19)-et az (1.15) egyenletbe. Vegyiik figyelembe, hogy du® =
dugm, + dujt., ahol t. az érintkezd feliiletek érinté egységvektora, du;, és du; pedig az
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elmozdulasvektor varidciéjanak n. illetve t. irdnyokba esé koordinataja.

2
oL =3 —/(T6~V+peke)-(5uedv+ /(Te-ne—P3)~5uedA+

e=1

ve) (A7)

+ / t.- T° n°ujdA| + /(nc T n' + (p, — cud))buldA+
(48) (©)

+ /(nC - T?-n? + (p, — cpd))SudA =0 (1.20)
(@)

A du® érteke a V¢ térfogaton és az A} feliileten nullatol kulonbozd. Az elsd két integral
értéke csak akkor lehet nulla, ha

T°-V+p°k°=0 rel®

és
T -n“—pi=20 reA,.

Visszakaptuk az (1.1) egyensulyi egyenletet és a (1.4) peremfeltételt. Ebbdl latszik, hogy
ugyan az az elmozduldsmez6 biztositja (1.14) minimumat, mint amelyik kielégiti az (1.1)-
(1.3) egyenleteket és a (1.4)-(1.5) peremfeltételeket. Az utolsé két integralndl figyelembe
vettiik, hogy az n. - T - n' és n.- T? - n? értékei nulldk a G tartoméanyon, ezért elég
a C feliileten elvégezni az integralast. Feltételezziik, hogy tugynevezett surlédés nélkiili
érintkezési feladatot oldunk meg, ezért a t.- T - n® = 7, csusztatofesziiltség nulla az
érintkezési feliileten. A surlédas nélkiili érintkezési feladat azt jelenti, hogy a feliiletek
letapadédséat és megesuszasat (stick-slip) [22] nem vessziik figyelembe. A feliileteken a
normal-fesziiltséget a kovetkezo képletekkel szamolhatjuk:

ot =n. - T'-n'=—(p, — cnd)

02 =—n, - T* - n*= —(p, — cud)
azaz

0, = 05 = —(pn — Cad) (1.21)
A feladatot iteracids 1épésekkel oldjuk meg. Kezdetben, azaz a nulladik lépésben a p,
kontakt-nyomas mindeniitt legyen nulla: p%o = 0. A fels6 zaréjeles index jeloli az iteracios

lépések sorszamat. A k-adik lépésben a (k — 1)-edik lépésben kiszamitott pgﬂfl) kontakt-

nyomast allandonak véve szamitjuk ki az érintkezési feladatot gy, mintha bilintetépara-
méteres modszert alkalmaznank.

6LV = 5T (u™) — / (P — e d™ (uM)5(u® — ul)dA =0
C(k)
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A k-adik lépéshez tartozd kontakt-nyomést a kovetkezo képlettel szamithatjuk:

pff) = (p(k_l) — cnd(u(k))> (1.22)

A () zéaréjel jelentését a

() = 56+ Ipal)

képlet definidlja. A k-adik 1épésben a (k — 1)-edik lépéshez tartozé p*~!) nyomds olyan,
mintha kiilsé terhelésként viselkedne. A modszer 1épésrdl 1épésre egyre pontosabban
kozeliti a kontakt-nyomast. Az eljarast addig folytatjuk, amig a nyomas értékét egy
elére adott 7, hibahataron beliil meg nem kapjuk.

[ 1= gl
(©

)
/ p| dA
()

A kombindlt mddszer elénye a biintetoparaméteres modszerrel szemben az, hogy nem tul
nagy c, biintetoparaméter valasztdsa esetén is par iteracios 1épés utan a kontakt-nyomast
nagy pontossaggal adja meg. fgy el tudjuk keriilni a linedris algebrai egyenletrendszer
egyiitthatd matrixanak rosszul kondicionaltsagat.

<7 (1.23)

1.6. Végeselemes diszkretizalas

Az érintkezési feladat numerikus megoldasahoz végeselem-maodszert fogunk hasznalni. A
végeselem-maddszeren beliil tobbfajta megkozelités 1étezik, tigy mint h-verzids, p-verzios
vagy hp-verziés végeselem-modszer. Ebben a dolgozatban a hp-verziot alkalmazzuk. Arra
hogy ez mit jelent a kés6ébbiekben még visszatériink. A megoldandé feladatot még az-
zal specializaljuk, hogy a testek alakjat tengelyszimmetrikusnak feltételezziik, és ha-
sonléan a megfogasok és terhelések is tengelyszimmetrikusan lesznek megadva. FEzzel
azt érjik el, hogy egy harom dimenziés test matematikai leirasahoz elegendd lesz két
valtozot haszndlnunk. A tengelyszimmetrianak megfeleléen minden mennyiséget henger-
koordinétékkal fogunk megadni (ldsd 1.5. dbra). Egy tetsz6leges P pont helykoordinatajat
példaul igy adhatjuk meg:

r=zre, +ye,+ze, =re.+ ze,

Az e,, e, és e, illetve e,, e, és e, jelentik a Descartes- illetve hengerkoordindtarendszer
tengelyei iranyaba mutaté bazisvektorokat, az x, y és z illetve r, ¢ és z pedig a Descartes-
illetve hengerkoordinatarendszerben adott koordinatakat. A tengelyszimmetria azt je-
lenti, hogy egyik fizikai mennyiség sem fligghet a ¢ koordindtatél. Az (1.14) funkciondlban
az u elmozduldsmezd is csak az r és z fiiggvénye lehet, u(r) = u(r, 2).
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1.5. dbra. Egységvektorok és koordinatak a Descartes és a hengerkoordindta-rendszerben.

A végeselem-modszerben a testeket felosztjuk valamilyen matematikailag konnyen
leirhaté geometriai alakzatokra, és az ezeken definidlt tgynevezett alakfiiggvények se-
gitségével végezziik a kozelitést. A tengelyszimmetria miatt elég az r és z tengelyek altal
kijelolt félsikot vizsgalnunk. Az alakfliiggvények szdama és definidlo képletei fiiggnek az al-
kalmazott végeselem-modszertdl (h-, vagy p-verzid). Az elmozduldsmezét igy kozelitjiik
a V1 és V? testeken:

u® = u(r,z) = N 2)q° (1.24)

Az e tovébbra is a testek sorszamat jelenti (e = 1,2). Ugyanez métrixokkal felirva:

- 1 e

5 (1.25)

:)ZOO

Nj-vel (j =1,2,...,n) az egyes alakfiiggvényeket jeloljilk, ¢/, ¢/, és gJ-vel (j = 1,2,...,n)
pedig az alakfiiggvényekhez rendelheté csomoéponti értékeket, vagy paramétereket. Ezek
a paraméterek hatarozzak meg az elmozdulasmezot. Az n az alakfliggvények szama.
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Az u, elmozdulds koordindta a torzidval, azaz a z tengely koriili elcsavarodassal kap-
csolatos. A (1.14) funkciondlban szerepel az A® alakvéltozasi tenzor is. Az A° henger
koordinatarendszerben a kovetkezé alaki:

o
LT 5 (5B -) 3+ 5
Er 5’77“90 5’77"2: 5 o 4,08 5 o
e]__ |1 1 11 U 1 Ou, u 10u Uy 1 U 1 0u,
(A= 137 o 3| = i(a—fJF;%—T”) v e T 5(75""?%)
rez 1 1
3 Ver 3V2p €z Ouy 8ur 1(10ux augo Ouy
( or + ) (7‘ (o)) + 0z
(1.26)
Egy kicsit csoportositsuk &t a (1.26)-ben 1év6é mennyiségeket.
- qJe - 0 T
I ar 0 0
1 10 0
Ep r r Oy e
€ 0 0 2 Ur
Y N e UL i I (1.27)
Tri vog o Y "
Yoz 0 2 7 og h,cf/
| Yer 2 0 2 u
—_—— L Jd
ge 5

A (1.27) képletben mar sikeriilt az u® elmozdulasvektor u® oszlopvektorat formalisan ki-
emelni az A°-bdl szdrmazd e®-bél. Irjuk be u® helyére a (1.24)-t, és végezzik el a 8
differencial operator matrix altal kijelolt derivalasokat. A tovabbiakban tengelyszimmet-

rikus alakvaltozasokat fogunk feltételezni, azaz a ¢ véaltozasatol a mennyiségek fiiggetlenek
lesznek.

C e
4,
1
9y
(e, 1 T2 0 0 22 g 0 oo 0 17| @
£ Mmoo X9 0 N (N a;
e | [0 o 2 g o 9% 0 0 T
e | T 0 gRomT 0gaonh o ogeond |
Yoz 0 oN, 0 0 ONy 0 0 88& 0 :
ONy N1 9N, AN, ANy, S aN, )
Yar 0 0 0 n
L m L Oz or 0z - or 0z or 4 , Q:Z
ge BE qu
| ¢
e
q
(1.28)

A (1.28)-ben sikeriilt elérniink, hogy a (1.25) mintajara a paraméterek q° vektorat kell
megszorozni egy alakfiiggvényektdl fiiggd B matrixszal.
Feltételeztiik, hogy linearisan rugalmas, homogén izotrop tulajdonsagu anyagokat
vizsgalunk. Ezekre érvényes a Hooke-torvény:
. E* Ve a’E°

T — A+ — AT —
1+ ve T gt 1—2w<

—TOI (1.29)
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ahol E° a Young féle rugalmassagi modulus, v a Poisson tényezo, az A az A° tenzor
elsé skaldrinvaridnsa (A = e, + e, + €, =&, + e, + €,), I a kezdeti hémérséklet, T° a
pillanatnyi hémérséklet, az I pedig az egységtenzor.

1] =

O O =
O = O
_ o O

A (1.29) tulajdonképpen a (1.3) anyagegyenlet specidlis alakja. Emeljiik ki (1.29) jobb
oldalabdl a D¢ anyagallanddk tenzorat:

E*° Ve

T¢ — I IoI)| -[A®— (T =TI 1.

s (1 et e iy as)
h T Af

Az IW a negyedrendii egységtenzort jeloli, melyet a

I =e,oe,o0e,0e,+e,0e,0e,0€e,+e,0e,0e.o0e;+
+ e,oe,0oe,0oe,+e,0e,0e,0e,+e,0e,0e,0e€,;+

+ e,oe,oe,;o0e,+e,0e,0e,0€e,+€,0e,0€e,0e,

képlet definidl. A T fesziiltségtenzort hengerkoordinata rendszerben igy irhatjuk fel:
€
Or Tro Trz
[T = | Ter 0p Tp:
e Tor Tap O

A (1.30) Hooke-torvény matrix alakban a kovetkezo lesz:

r qe r 1-v v v q€

Or v 120 T-w 000 Er 1
O s o T 1 000 €y 1
o ‘ . . 2 0 0 0 5 1
T¢ = z — 1—2v  1-2v 1-2v z — alT¢ — T¢
Tro 1+ e 0 0 0 % 0 0 Yrp o ) 0
Tz o 0 0 030 Vo 0
| Ter L 00 0 00 2] L[] |0
S— ~ ) N — -~
(o De ge ES
(1.31)

A (1.25)-ban az u® vektort oszlopmétrix alakban {rtuk fel. Tegyiink igy a (1.6)-ban
szereplo p§ és k° vektorokkal is.

Do, ‘ kr ‘
(PGl = | Po, k%) = | &, (1.32)
pOZ kZ
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A vektorok koordinatdi tovabbra is az r és z hengerkoordinatak fiiggvényei. A (1.25),
(1.28), (1.31) és (1.32) matrixegyenletek segitségével a (1.6) potencialis energiat a kovet-
kez6 formédban irhatjuk fel:

2
1 el1re e el pe el pe
M(a'q) =) | (§q Kq°—q° 5, —q fp,pk> (1.33)
e=1
ahol
K® = / B DBV (1.34)
(ve)
a merevségi matrixot,
fe = / B¢ DeldV (1.35)
(ve)

a hofesziiltségekbol szarmazo terelési vektort és

£ = / PPN KAV + / N p,dA (1.36)
(ve) (Ag)

a kiils6 er6kbol szarmazé terhelési vektort jeloli. Az (1.35) és az (1.36) terhelési vektorok
Osszegét jeloljiik f-vel.
£ =f: +f) (1.37)

p.pk
Most vizsgaljuk meg, hogy lehetne az érintkezési feltételeket a (1.33)-hoz hasonld
matrixos alakban megfogalmazni. Mint méar emlitettiik, a két érintkezo feliilet kozé egy
folytonos eloszlast rugalmas kozeget helyeziink, amely a feliiletekre merolegesen fejt ki
erot, ezzel megakadalyozza a testek egymdsba hatoldsat. A rugderd aranyos a testek
kozotti d = u? —u} +h téavolsdggal. Az u) ésu? az n. és t. vektorokkal adott lokalis koor-

1.6. abra. Az érintkezé felilletek a globalis (e,,e.) és a lokalis (¢, n.) koor-
dinatarendszerben.

dindtarendszerbeli, felilletekre meréleges elmozdulast jelenti (14sd 1.6. dbra). Mivel (1.24)-
ben wu(r, z) koordinatai az r és z irdnyu elmozdulast jelentik, at kell 6ket transzformalni a
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lokalis tn koordinatarendszerbe. Jelolje feliilvonas a lokélis koordinatarendszerben adott
értékeket:

u = {“ } = N°q", 0° = { e } — N°g° (1.38)

uZ n

Az rz és tn koordinatarendszerekben felirt elmozdulasvektorok kozotti kapcsolatot az
u¢ = Tyu® re A, (1.39)

képlet adja, amelyben

[ cosp  singp }

TO - .

—sing cos¢

a transzformaciés matrix. A ¢ szog az rz és a tn koordinata tengelyek altal bezart szoget
jelenti. A (1.38)-ban csoportosithatjuk a q° és q®-ben 1é6v6 paramétereket aszerint, hogy
melyek tartoznak az érintkezési feliilethez, és melyek nem.

u = N°g° = [ N¢ Ng]{?;] (1.40)
0° = N°g° = [ N§ N¢ ] [ ar } (1.41)

A (1.40) és (1.41)-ben N¢ jeloli azokat az alakfiiggvényeket, amelyek az érintkezési feliile-
ten 1év6 elemekhez tartoznak, és az érintkezési feliileten nullatél kiillonbo6zo értékeket vesz-
nek fel, N7 pedig azokat, amelyek az érintkezési feliileten nulla értéket vesznek fel, vagy
nem az érintkezési feliileten 1év6 elemekhez tartoznak. Mivel a (1.39) transzformaciot csak
az érintkezési feliileten 1évo elmozdulasvektorokra alkalmazzuk, azt kapjuk, hogy a pa-
raméterek qf matrixa a transzformacié utan véaltozatlan marad. Elegend6 a qf és q¢-vel
foglalkoznunk. Helyettesitsitk be (1.40) és (1.41)-et az (1.39) transzformaciés képletbe,
de csak a q¢ és qi-t tartalmazé tagokat irjuk le:
Neqo = ToNegS (1.42)
(1.42)-ben a q°-t tekintjiik ismeretlennek, kiszémitdsahoz a legkisebb négyzetek médszerét
alkalmazzuk:
2
B:=>)_ / (N°qS — ToN°q®)* dA| = min (1.43)
e=1
(Ag)

Az (1.43) minimuménak feltétele az, hogy az (1.43)-nak a q¢-ben levé paraméterek szerinti
derivaltja nulla kell hogy legyen. Ezt szimbolikusan igy is irhatjuk:

0B _,

- e=1,2 (1.44)
oq¢ ’
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A derivélas elvégzése és ¢ bal oldalra rendezése utdn a kovetkezdét kapjuk:
-1
/ N NedA| - / N T NA- g (1.45)
1049) (Ag)

Te

Kihasznéltuk, hogy a T, transzforméciés matrix ortogondlis métrix, azaz Ty;' = T¢. Az
(1.45)-nek megfeleléen transzformaljuk at az (1.33)-ban szereplé matrixokat és vektorokat:

7€ _ I 0 i[ ic IO _ II KIc
K‘{o TeTH 3 KZ’C][O Te]_[K K (1.46)
~———
Ke
. (10 1 g
=[] [ H]-¥] (147
fe

A (1.46) és (1.47)-ban az alsé ¢ index jeloli azokat az almétrixokat, amelyekben 16v6
mennyiségek kapcsolatosak az érintkezési tartomannyal, I jeloli az egységmatrixot, 0 pedig
azt a matrixot, amelynek minden eleme nulla. Az (1.40) és (1.41)-ben 1évé N¢ matrix
az érintkezési tartomanyon nem nulla értéki alakfiiggvényeket jeloli. Bontsuk fel N¢-
t két részre. Jelolje L; az érintkezési feliileten az érintd irdanyt elmozdulasokhoz tartozd
alakfiiggvényeket, L pedig az érintkezési tartomanyra meroleges elmozdulasokhoz tartozé
alakfiiggvényeket. N¢ formalisan igy irhato:

e | Lf
Nc‘[Lz}

Mivel az érintkezési tartomanyon az N értékei nullat vesznek fel, az itt fellép6 u,, elmoz-
dulasvektor koordinatak az
u, =L’q¢ (1.48)

képlettel szamithatok. Az (1.7) hézagfiiggvényben szerepel még a h kezdeti hézag is.
Szeretnénk ezt is felirni az (1.48)-hoz hasonlé forméban, azaz az alakfiiggvények és pa-
raméterek matrixanak szorzataként. A h kezdeti hézag a t koordinata folytonos fliggvénye.

A
he = Leh* (1.49)

egyenletbél a paraméterek h® méatrixa ismeretlen, elemeit a legkisebb négyzetek modsze-

rével hatarozzuk meg:
D = Z / — L¢h®)%dt = min (1.50)
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A2

C

1.7. abra. A testek kozotti hézagot két részre bontjuk: az alapsik és a fels6 test kozotti
részre, és az alapsik és also test kozotti részre.

Az (1.50) minimumaénak feltétele az, hogy a h® elemei szerinti derivéltak mind nullat
adjanak, szimbolikusan:

—— =0 e=12 (1.51)

Az (1.51) egy linedris algebrai egyenletrendszert fog eredményezni, amelybél a h® pa-
raméterek meghatarozhatok:

-1
he = (/L:fL;dt) -/heLffdt e=1,2 (1.52)

(A2) (A9)

A h° ismeretében a kezdeti hézagot a kovetkezé alakban irhatjuk:

1
h=h'+hr=[L, Li][ﬁg} (1.53)

A testek kozotti hézag, amelyet az (1.7) képlettel definidltunk, méatrixokkal megfogal-
mazva a kovetkezo lesz:

d=12q*-Llq! + L'h' + L2h? (1.54)

Az (1.54)-ben szereplé q¢ csak az érintkezési tartomanyra vonatkozo paramétereket tartal-
mazza, azonban az lenne inkdbb szerencsés, ha (1.54)-ben megj jelenne az Osszes paramétert
tartalmazé q° vektor, és ezzel osszhangban egy q° méretli h” vektor. Ezt egy megfelel6
méretii, csupa nullakbdl allé 0 vektor segitségével érhetjiik el:

_ _ 0 0
d=[0 L;]a’~[0 L, ]q'+[0 L}%}{hl}ﬂo Li][m}:
A f Y

EQ

=
e
2
=
2
[\

2 ] (1.55)



Az (1.14)-ban 1évé biintet6 paraméteres tagot (1.55) segitségével igy irhatjuk:

%/Z%MydA::%[qﬂ g ] /~[}?f](%[_if £2]¢4{;§1]+

(©) (©)

g

(@)

;Ef ] e | -L' L] da b

2 + konstans (1.56)

Az egyszeriibb frasméd érdekében definidlhatjuk a kontakt-elemek (Winkler tipusi kozeg)
merevségi matrixat:

L el'aa — [ LY e,LlaA

=11 =12
c—| @ © - % 5% (1.57)
- f I:2 cnﬂldA f INJQ cnf?dA -C C
©) (©)
és a kezdeti hézaghdl szarmazdé terhelési vektort:
~1T ~ ~ ~1T ~ ~
— [ L' ¢ L'dAh' — [ L' ¢,L°dAR’ .
fh . (C)N T - - (C)~ T - - - i2h (158)
[ L* ¢, L'dAh' + [ L* ¢, L'dAR’ £,

(@) (@)

Hasonléan kaphatjuk meg az érintkezési nyomésbol szarmazo terhelési vektor, ha az (1.14)-
ban a p, nyomast tartalmazé tagot alakitjuk &t:

~1T 1
/dpn dA=[q" @ ] / [ _I~JI21T pndA+ konst. = [ @ @ ] [ _fgp ] + konst.
©) ©) !
(1.59)
Végiil az (1.14) funkciondl diszkretizalt alakjat a kdvetkezéképpen irhatjuk fel:
EAU — ﬁAU(ql ql) — [ qlT q2T ] 1 KI _0 (—11 B fl N
’ 21 0 K'|[@ £
1 CH _(—312 |: ql :| —f‘h _{—_.1
— " o1 —a29 il B S L B + konstans = min. (1.60)
2| -C C a £, £,

Az (1.60) funkciondlnak akkor van minimuma, ha a q' és q' Osszes paramétere szerinti
derivéltjai nullat adnak eredményiil:

o ,CAU
oq°

=0 e=1,2 (1.61)
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A derivalasok elvégzése utan a kovetkezo algebrai egyenletrendszert kapjuk:

L] o
{ q* [ f? f; £ (1.62)
Az elmozduldsmezdé q° paramétereinek meghatdrozasa az 1.5 fejezetben leirtaknak meg-
feleléen torténik. A CY és £, (i,j,e = 1,2) kiszdmitdsakor az integralasok kozelitéséhez
a Gauss-Lobatto kvadraturat hasznaljuk. Azokban az integraldsi pontokban, ahol a tes-
tek kozotti hézag az el6z6 iteracios lépésben kisebb volt mint nulla, a ¢, bilintetoé pa-
raméter értéket nullatdl killonbozonek vesszik (¢, ~ 100E — 1000E). Ahol viszont a
hézag nagyobb mint nulla, ¢, helyére nullat irunk. A moddositdsok levégzése utan ujra
megoldjuk (1.62)-et. Az igy kapott q° vektor mér egy kicsit jobb kozelitést ad az u® el-
mozduléds vektorra. Az iteraciét addig folytatjuk, amig az egyes integrédlasi pontokban a
¢, értékében valtozasok kovetkeznek be. Ha a ¢,, értékében nem kovetkezik be valtozés az
el6zé iteracios 1épéshez képest, akkor az (1.22) képlettel frissitjik az fz értékét és kezdjitk
el6rol az iteracios ciklust. Az algoritmus az (1.23) feltétel teljesiilése esetén ér véget.

~12

K'+C' -C

—~21 K2 + C22

-C -

1.7. A végeselem halo elkészitésének szempontjai

Az 1.6 pontban a diszkretizalast altalanositva végeztiik el nem torédve az alakfiiggvények
pontos alakjaval, és a végeselem felosztassal. Eloszor vizsgaljuk meg az alakfiiggvények
néhany, az érintkezési feladat megoldasanak szempontjabdl fontos tulajdonsagat.

A végeselem kozelitéshez a Szabé és Babuska altal kidolgozott hierarchikus alakfiiggvé-
nyeket hasznaljuk [10]. A hierarchikus sz6 itt azt jelenti, hogy az n-edik foku kozelitésben
felhasznaljuk az dsszes (n — 1)-edik foku kozelitésben hasznalt alakfiiggvényt, plusz az n-
edik fokhoz tartozé uj alakfiiggvényeket. Az alakfiiggvényeket a Legendre polinomokbdl
szarmaztatjuk. A &,(&) fliggvényt a kovetkezd képpen definidljuk:

21 —1
2

€
D,(€) = Po(t)dt  i=23,...
/

vagy X

\/m(ﬂ(é) sz2<£)) t 2737“'
ahol P;(¢) az i-edik Legendre polinomot jelenti. A ®;(¢) fiiggvény tovabbi tulajdonsigaival
Szabé és Babuska konyve foglalkozik [10].

A szamitasokhoz két dimenzids, négyszog végeselemeket fogunk hasznalni. Az alakfiig-
gvényeket harom csoportba sorolhatjuk. Az elsébe a csomépontokkal kapcsolatos alakfiig-
gvények tartoznak. Az ezekhez tartozd paraméterek a kozelitendé mezé csomoépotokban
vett értékével egyenléek. A masodik csoportba az oldalakkal kapcsolatos alakfiiggvények
tartoznak, a harmadikba pedig azok az alakfiiggvények, amelyek a végeselem peremén
nulla értéket vesznek fel. Az utobbi két csoportba tartozé alakfiiggvények paraméterei
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1.8. abra. Egy végeselem a lokélis koordinatarendszerben. Az oldalak sorszéma a beka-
rikdzva lathaté.

nem hordoznak konkrét fizikai jelentést, igy onmagukban nem arulnak el semmit a kozeli-
tett mezérol. Az alakfiiggvényeket a &n koordinata rendszerben adott két egységnyi
élhosszusagu, € = —1, € = 1, n = —1 és n = 1 egyenesekkel hatarolt négyzeten de-
finidljuk. Az els6 csoportba tartozé alakfiiggvények a koévetkezoek lesznek:

Ni(&m) = (1 (1) (1.63)
No(,m) = 3(1+6)(1 — 1) (1.64)
Ny(&,m) = 31+ 61 +7) (1.65)
Ni(.) = (1 - (1 +1) (1.66)

Ezek egyben az els6 foku kozelitéshez tartozé polinomokat is jelentik. Az alsé indexek
a csomépont sorszamat jelentik. A p-edik foku kozelitéshez 4(p — 1) darab oldalakkal
kapcsolatos alakfiiggvény tartozik, amelyeket a kovetkezd képletekkel definidlunk:

1

N6 m) = 5(1—m)®i(€) i=2,...,p (1.67)
NP (&, n) = %(1 +&)®;(n) i=2,...,p (1.68)
NEOEm) = 50+ ma() =2 (1.69)
NOEn) = 30— 9%) =2 (1.70)
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Az als6 index a polinom fokszdmaét jelenti, a fels6 index pedig az oldal sorszamat (lasd
1.8. dbra). A harmadik csoporthoz tartozé alakfiiggvények csak negyed- vagy anndl ma-

1
gasabb foku kozelités esetén jelennek meg. Fzekbdl i(p — 2)(p — 3) darab van, p > 4

esetén. A definicigjuk a kovetkezo:

N (&, 1) = D5(€) Da(n) p=4 (1.71)
NIV, m) = B3(&)Pa(n) p=5 (1.72)
N{(€.m) = Bo(€)P3(n) p=>5 (1.73)
N(€.m) = ®a(€)Pa(n) p="6 (1.74)

Az N alsé indexe az alakfiiggvény sorszamat jelenti. Az Nr(lo)(f,n) (n = 1,2,3,...)
alakfiiggvény definicidjaban a ®,, (m = 2,3,4,...) fliggvények indexeinek Gsszege mindig
a polinom fokszamat adja meg, igy negyed foku alakfiiggvényekbdl egy van, 6tod fokubol
kettd, hatod fokubdl harom, és igy tovabb. Az (1.63)-(1.74) alakfiiggvények egyéb jel-
lemz6it a [10] részletesen tartalmazza. Szamunkra az a fontos tulajdonsag érdekes, hogy
végeselemenként folytonosak és folytonosan derivalhatok ezek az alakfiiggvények. FEz
azt jelenti, hogy egy végeselemen beliil az alakfliggvények Taylor-sorba fejthetok, azaz
analitikus fiiggvények. Az 1.4 pontban az érintkezési feltételeknél emlitettiik, hogy az
érintkezési tartomany azon részén, ahol hézag van (G), a nyomaés értéke nulla. Ahol a tes-
tek Osszeérnek (C), ott a nyomés nullatdl kiilonbozs. Azt tudjuk biztosan, hogy a C' és
G tartomanyok hataran a nyomas eloszlas folytonos:

o, =0 (1.75)

ahol a fels6 indexbe irt 4+ és — jelek a jobb és baloldali hatarértéket jelentik. Az
érintkezési nyomasnak a C' és G hataratol egy infinitezimaélis tavolsdgra a C iranyaban
mar kiilonbozni kell nullatél, hogy megakadalyozza a testek egymasba hatoldsat, azaz a
nyomas megvaltozik. Ez a kovetkezot jelenti:

do, \ o\ "
) = (1.76)
ot ot
Tegyiik fel, hogy az érintkezo feliilletek koziil az e sorszamu test érintkezési feliiletének
normalisa z iranyu, azaz az n z irdnyu, a t pedig r iranyd. Ekkor az érintkezési nyomast

a
E ous u ous
e _ r _r 1— L2 1.
i (1+1/)(1—2u)(yﬁ7’+y7’+( ”)az> (1.77)

képlet irja le, ahol e = 1 vagy 2. Az (1.76) szerint a

DPul\ "~ PPuc\ "
(w) 7&<8r2)
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dus\ ouc\ "
(ar) 7 (a)
OPus \ ~ y Puc\ "
oroz oroz

feltételek koziil legalabb az egyik teljesiil. Mivel ekkor a C' és G tartoményok hataran az
u Taylor sorfejtését nem tudjuk egyértelmiien elvégezni, azt mondjuk hogy az uw elmoz-
dulasfiiggvény a C' és G hataran nem analitikus. A fenti gondolatmenet alapjan egy nem
analitikus fiiggvényt probalunk kozeliteni egy analitikus fiiggvénnyel. Ez pontatlansdgot
okoz a szamitasban. Magasabb foku kozelités esetén a nem analitikus pont, azaz a C' és

G tartomanyos hatardanak kornyezetében a megoldds erésen oszcilldlni kezd [13]. Szabd
és Babuska a feladatokat hdrom kategdridba sorolta [10]:

vagy

A. Az ugx egzakt megoldas analitikus a teljes tartoményon. Ha a tartomanyt feloszt-
juk végeselemekre, akkor az egzakt megoldas kiilon-kiilon analitikus a végeselemek
altal kijelolt tartomanyokon is.

B. Az ugpx egzakt megoldds analitikus a teljes tartomanyon, kivéve véges szamu
pontot (hdrom dimenzié esetén véges szdmui vonalat). A végeselem halé gy
keriil felosztésra, hogy azok a pontok ahol a uwpy egzakt megoldds nem analiti-
kus csomépontok lesznek (hdrom dimenzié esetén azok a vonalak ahol a megoldés
nem analitikus, elemhatérok lesznek).

C. A halét nem lehet gy kialakitani, hogy a nem analitikus pontok csomépontokra es-
senek (nem analitikus vonalak elemhatérra essenek) vagy azok a helyek, ahol hirtelen
valtozasok kovetkeznek be upx derivaltjaiban, végeselemek hataran legyenek.

Az érintkezési feladat a C kategoridba tartozik, hiszen a feladat megoldasa el6tt nin-
csen semmi informaciénk a C' as G tartomanyok pontos elhelyezkedésérol, igy a nem
analitikus pontok helyérél sem. Madsrészrél a nyomdsban, ami (1.77) alapjan az elmoz-
dulésfiiggvény koordinatainak derivéltjait tartalmazza, hirtelen valtozasok 1épnek fel a C'
és G tartomanyok hataran. A feladatot iterativ moddszerrel tudjuk megoldani. ElGszor
megoldjuk a feladatot egy tetszéleges végeselem haloval. Az igy kapott megoldas egy
durva becslést fog adni a C' és G tartomanyok, azaz az érintkezés és hézag hatarara. A
végeselem felosztast ennek figyelembevételével tjra el kell késziteni tgy, hogy a C' és G
tartomanyok hatarara csomépontnak kell esni, és a médositott halon djra el kell végezni a
szamitast. Ezt addig kell ismételni, amig a C' és G tartomanyok hatdrdnak véltozdsa egy
bizonyos, elore definidlt 7o hibahatar ala nem csokken. Legyen r(é)B az i-edik iteracios
1épésben a C és GG tartomanyok hatardahoz mutato helyvektor. Ekkor a

|rgBl) — rg)B (178)

i—1)|

ToB < (
Lgers

teljestilése esetén az iteracios ciklus leall.
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1.8. A csomoépontok mozgatasa

A p-verzids végeselem-mddszerben hasznalhatunk nagyobb méretii végeselemeket, mint a
h-verzidoban szokéasos. Nagyobb méretii elemekbdl kevesebb fér el ugyanakkora tertileten
vagy térfogaton, azonban egy elemhez jéval tobb ismeretlen elmozdulasmezé paraméter is
tartozik. fgy ugyanakkora szabadsagi fokszam, vagy masként ugyanannyi ismeretlen pa-
raméter mellett a p-verzidban nagyobb elemméret hasznélhaté, rdadasul még a konvergen-
cia sebessége is novekedni fog [10]. Az érintkezési feladatnal azonban nem hasznalhatunk
mindenhol tetszéleges méretli elemeket. Ennek oka az érintkezési tartoméany hatarat ke-
res6 algoritmusban keresendé. Péczelt, Szabd és Szabd cikkében [13, 23] a problémadt
csomopont poziciondld technikaval oldottdk meg. Az érintkezési tartomany hataranak
megkeresése két 1épésben, egy durva és egy finom pozicionaldsi lépésben torténik. A
durva keresés soran egy adott iranyban haladva ellenérzik, hogy az A¢ érintkezési feliile-
ten 1év6 integraciés pontok az érintkezés vagy a hézag tartomanyba esnek. Ha megvan az
elso integracids pont, amely a C' érintkezési tartomanyhoz tartozik, akkor megbecsiilhetd,
hogy hol lesz az 1j érintkezési és hézag tartoméany hatara. A finom keresés soran indikator
fiiggvényeket hasznalnak. Ezek tobbfélék lehetnek, az elmozduldsmez6 és a nyomés el-
oszlas derivaltjait tartalmazzak, vagy az egyik indikator éppen maga a II potencialis
energia. A durva keresés soran kapott C' és G tartomanyok hatéra kortl 1évé néhany,
a szomszédos integralasi pontoknal kozelebbi pontba helyeznek egy csomoépontot, és tjra
kiszamitjak az érintkezési feladatot, majd az indikator értékét. Ahol az indikatorok értéke
minimalis, ott lesz a C' és G tartomanyok hatara.

Az altalunk kidolgozott algoritmus csak egy 1épést tartalmaz, ami a fent emlitett durva
pozicionalashoz hasonlit. A végeselem halét azonban ugy osztjuk fel, hogy az érintkezési
tartomany hatara mellett kis méreti végeselemek legyenek. A kis méretii elemeken az
integralasi pontok stirtibben helyezkednek el, ezzel novelik a szamitds pontossagat. Elso
1épésben megoldjuk az érintkezési feladatot egy tetszoleges végeselem felosztason. Ha
megrajzoljuk a testek szamitas utan kapott deformalt alakjat, akkor a 1.9 dbrahoz hasonld
képet kapunk. Azt a részt nagyitottuk ki, ahol az érintkezés (C') és hézag (G) tartomanyok

1.9. abra. Az érintkezo feliiletek szamitas soran kapott deformalt alakja az érintkezési
tartoméany hataranak kornyezetében.

taldlkoznak. Az A¢ tartomany egyik szélétol kezdve a nyillal jelzett irdnyban ellendrizziik,
hogy az integraldsi pontokban hézag van-e vagy érintkezés. Jelolje P! és P? azokat az

(2 1
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integraldsi pontokat, ahol még éppen hézag van, P}y, és P2, pedig azokat, ahol mér a
testek érintkeznek, s6t a szamitasi modellbdl adéddan kis mértékben egymésba hatolnak.
A feladat a Pp hatdrpont megkeresése. A P! és Pl illetve P? és P2, pontok kozotti
kontur jo kozelitéssel egyenesnek vehetd. Az egyenesek egyenletei a kovetkezok lesznek:

LT Z)(Tpigl - TP}) =0

(rpz,, —7)(zp2 — zp2 )+ (2p2 — 2)(rpz —7p2) = 0

(rpr, —7)(zpr — zp1 ) + (2p1

(1.79)

ahol rpi, r PL,» ZPL, ZpL T2, TP, Zp2 és Zp2, @ deformalt alak integralasi pontjainak ko-
ordindtai. Az (1.79) egyenletrendszer megoldasa a Pg pont koordinatai lesznek. Jeloljik
ezeket a koordinatakat rg és zp-vel. Az 1j végeselem halo szempontjabdl elegend6 csak
az rp koordinatakat meghatarozni, a zg koordinata az érintkezo feliiletek alakjabol mar
kiad6dik. Az (1.79) megoldasa utéan kapjuk, hogy:

Tpilﬂ(zpil - ZPZJH)(?”PZ?H - TP?) - TPZ?H(pr - ZPEH)(TP}H - TP})

+

r=Tpg
(ZPil - ZP}H)(TPfH - 7“Pf) - (ZPE - ZJDZ?H)(?”P;+1 - TP})

(7“131.1+1 - TP})(TPial - TPZ?)(ZP}H - ZP};l)

+
(zpr = zp1 Jrpz, —1p2) = (2p2 = 2p2 )(rpy, —7p1)

(1.80)

A P pont r = rp koordinatdjat a deformalt alakon hataroztuk meg. A deformécié
megsziinése utan a P pont r koordindtaja megvéltozik, és mas-mas értéket vesz fel az
alsé és a felso testen. A végeselem hald egy-egy csomdpontjat az alakvaltozas mentes tes-
tek Pp pontjaiba kell helyezni, hogy alakvaltozas utan egymassal fedésbe keriiljenek. A
szamitasok soran Lobatto integrélasi kvadraturat fogunk hasznéalni. Lobatto integralds
esetén az integralasi tartomany hatérara is esnek integralasi pontok. A szamitasba egy kis
pontatlansagot vittiink, amikor azt mondtuk, hogy a két integrdlasi pont kozotti gorbét
egyenessel kozelitjiikk. Fzért meg kell vizsgalnunk, milyen kovetkezménye lesz ennek a
kozelitésnek. Alapvetoen négy esetet kiilonboztetiink meg annak fliggvényében, hogy az
érintkezé feliiletek alakja alulrél konvex vagy konkdv. Tekintsiik az érintkezési tartomany
jobb oldali hatarat. Az 1.10. dbran azt az esetet lathatjuk, amikor mindkét feliilet met-
szetének alakja feliilr6l konvex. Ha a felso test érintkezo feliiletének kisebb a gorbiilete, azaz
,,Japosabb”  akkor a feliilet egyenes szakaszokkal torténo kozelitésénél az érintkezési tar-
tomény hatara balra tolédik el. Ez lathato a bal oldalon. Az 1.10.-1.12. abrakon a 2 szam
jeloli az érintkezési tartomany hatarat, ha polinomokkal kozelitiink, és az 1 szam jeloli az
érintkezési tartomany hatarat egyenes szakaszokkal torténo kozelités esetén. Az 1.10. dbra
jobb oldalan azt az esetet lathatjuk, amikor a fels6 test gorbiilete nagyobb. Itt egyenes
szakaszokkal torténd kozelités esetén az érintkezési tartomany hatara jobbra tolédik el.
Alulrél konvex feliilet esetén a helyzet pont forditott. Az 1.11. abran lathatd, hogy ha
a felsd test gorbiilete nagyobb, akkor egyenes szakaszokkal torténo kozelités esetén az
érintkezési tartomany hatara balra tolddik el, ha az alsé test feliilete rendelkezik na-
gyobb gorbiilettel, akkor az érintkezési tartoméany hatara jobbra tolédik el. A harmadik
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1.10. abra. A feliiletek metszetének alakja mindkét testnél feliilrol konvex.

i

1.11. dbra. A feliiletek metszetének alakja mindkét testnél feliilrol konkav.

1.12. dbra. A feliiletek metszetének alakja az egyik testnél alulrdl, a masiknal feltlrél
konvex.

és a negyedik eset az 1.12. dbran lathaté. Az abra bal oldaldn az alsé test érintkezo
feltilete alulrél konvex, a felso test érintkezo feliilete feliilrol konvex. Ennek hatasara, ha
egyenes szakaszokkal helyettesitjiik a feliilet metszetét, az érintkezési tartoméany hatara
egyértelmiien jobbra tolédik el. A forditott helyzet, azaz amikor az alsé test alulrél
konkav, a felso test pedig feliilrol konkdv, a jobb oldalon lathaté. Itt egyenes szakaszok-
kal torténo kozelitésnél az érintkezési tartomany hatara egyértelmiien balra tolédik el.
Az altalunk megoldani kivant feladatban az 1.11. dbra bal oldali részén lathaté eset all
fenn, a felso test feliiletének metszete terheletlen esetben egy alulrél konvex koriv, az alsd
test feliiletének metszete pedig egy egyenes. Ha végigszamoljuk az érintkezési feladatot,
és kirajzoljuk a testek deformdlt alakjit, az érintkezési tartomany hatara az 1.11. abra
bal oldali részének 2-essel jelolt pontjaban lesz ldthaté. Azonban ha az (1.80) képlettel
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szamitjuk ki az érintkezési tartomany hatarat, a fentieknek megfelelden a kapott érték
kisebb lesz, vagyis balra fog eltolédni. Hogy ezt az eltérést korrigaljuk, toljuk el Pg-t a
jobbra, a G tartomany iranyaba. Ha a feliiletek gorbiilete nagyon kicsi, nagyon kis eltolas
is elegend6 lehet. A fentiek figyelembevételével a csomoépont helyének r koordinataja az
alsé és a felso testen

rg =15 —u(rp, 2p) + BAr e=1,2 (1.81)
lesz a C' tartomany jobb oldaldn, és
rp =1p — uy(rp, 2p) — BAr° e=1,2 (1.82)

lesz a C' tartomany bal oldalan, ahol u, az elmozdulés fiiggvény r koordinataja, Ar¢ az
érintkezési tartomany hataran két integraldsi pont tavolsaga, és (8 egy valds szam, amelyre
igaz, hogy 0 < 3 < 1. A zp és 2% (e = 1,2) koordindtdkat meg tudjuk hatdrozni, ha
figyelembe vessziik, hogy a test A¢ feliiletén elhelyezkedd pontrdl van szo, és az rp illetve
r% koordindtakat ismerjiik.

1.9. A végeselem halé mddositasa

Az el6z6 pontokban targyaltak alapjan mar meg tudunk oldani érintkezési feladatokat
p-verzids végeselem-maédszerrel. Az 1.6 pontban az egyenleteket tengelyszimmetrikus fel-
adatra irtuk fel. Nézziink most egy konkrét példat tengelyszimmetrikus érintkezési fel-
adatra. Két gytlri alaku testet két tokéletesen merev sikkal a homlokfeliiletiikon 6sszenyo-
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1.13. dbra. A vizsgalt testek geometriai méretei.

munk. A merev stkok koziil az egyik rogzitett, a masik a sikra merdlegesen elmozdulhat.
A gyurik egymas felé nézé homlokfeliiletei koziil az egyik legyen sik, a masik enyhén ivelt
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(lasd 1.13. dbra). A merev sikok és a testek kozott a surlédasi egyiitthato legyen végtelen
nagy. Ezzel megakaddalyozzuk az egyik gytri sikkal érintkezo homlokfeliiletén 1év6 pont-
jainak 7, @ és z iranyd elmozduldsat, és a masik gytri sikkal érintkezé homlokfeliiletén
1év6 pontjainak r és ¢ iranyt elmozdulasat. A z irdnyban elmozdulni képes merev sikot
ug értékkel elmozditjuk a gytiriik irdnydba (lasd 1.14. dbra). Ez egy kinematikai terhelést
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1.14. dbra. A testek megfogasanal alkalmazott peremfeltételek.

jelent a gytrik szamara.

A tengelyszimmetria miatt a hdrom dimenzids test leirdsara kétdimenzidés modellt
hasznalunk. Ez azt jelenti, hogy a tengelyszimmetrikus végeselemek merididn metszete
egyértelmiien meghatarozza a végeselem halot. Az el6z6, 1.7 pontban megallapitottuk,
hogy a végeselem halon az érintkezési és hézag tartomany hataraira csomépontnak kell
esni, és e pont mellé kis méretii végeselemeket kell helyezni. Az 1.13. abréan a felsd test ivelt
homlokfeliilete miatt ketté (G) hézag tartomany keletkezik, amelyeket a (C') érintkezési
tartomany valaszt el egymastol. Az egyes tartomanyokat korivek fogjék elvélasztani
egymastol. Ezek a korivek a meridian metszeten pontnak latszédnak. A két pont helyére
kell a végeselem halén csomoépontot helyezni. A végeselem halé megkonstrualasiara sok
lehetOség kinalkozik, mi az 1.15. dbran lathaté megoldéast valasztottuk. Az érintkezési tar-
tomany hataran 1év6 elemek mérete 0,1 mm, a mellettiik 1év6 elemek mérete pedig 1 mm
kortili. A valasztasunkkal feltételeztiik azt is, hogy az érintkezési tartomany hatarai 3-
4 mm-nél jobban nem kozelitik meg egymast, és 2-3 mm-nél jobban nem kozelitik meg
a gyurl széleit. Ha az emlitett pontok mégis tul kozel kertilnének egymashoz, akkor a
szamitast mas felosztasi héléval kell folytatni.

A végeselem halé elkészitésekor és modositasakor tijabb problémak adédnak. A véges-
elemes kozelitéshez izoparametrikus elemeket hasznalunk, ami azt jelenti, hogy az elmoz-
dulasmezot és a gylirli geometridjat azonos alakfiiggvényekkel irjuk le. A geometria leirasa
a meridian metszet alakjanak segitségével torténik. Az alsé gylrinél a metszet alakja
egyenesekbdl all, ezért itt elegendd az els6 foki (1.63)-(1.66) alakfiiggvényeket haszndlni,
a tobbi alakfiiggvény egytitthatéja nulla lesz. Az elséfoku alakfliiggvények egytitthatéi a
csomopontok koordinataival egyenloek, a csomépontok koordinatai pedig konnyedén le-
olvashatok az 1.13. és 1.15. abrakrél. A probléma a felsé gytriivel van, ott is az alsé
feliillet metszetének ivelt alakjaval. Itt mar egy gorbét kell illeszteni a végeselem halora,
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1.15. abra. A testek végeselem felosztasa.

alkalmazva az (1.67)-(1.70) alakfiiggvényeket is. Ezek az elemek oldaldval kapcsolatos
alakfiiggvények, paramétereik nem egyeznek meg a kozelitett mez6 vagy geometria jel-
lemz6 értékeivel, s6t nincs semmilyen fizikai tartalmuk. A geometria kozelitését a legki-
sebb négyzetek mddszerével végezhetjiik el. Legyen f(r) a felillet metszetének alsé, ivelt
részét leird fiiggvény. f(r) az 1.14. dbrén lathaté rz koordindtarendszerben adott. A
végeselem halén elemenként tudjuk f(r)-t kozeliteni p-ed fokd polinomokkal. Az e-edik
elemen az f(r)-t kozelité fliggvényt 2¢(&)-vel jeldljiik, ahol & = £(r) a globdlis rz koor-
dinata rendszerbdl a lokalis £n koordinadta rendszerbe atvivo transzformaciét adja meg.

4 p 4
2 =D Nien=-1z+> Y N n=—-1)z_,, =
i=1 j=2 1=1
N
= Nu(e, = 1)z (1.83)
p=1

Az N és N}l) az (1.63)-(1.66) és (1.67)-(1.70) alakfiiggvényeket jel6li, 2 pedig a geometridt
lefr6 paramétereket. Az z; az e sorszdmu végeselem ¢ sorszamu alakfiiggvényének a

paramétere. Az egyszeriibb jelolés kedvéért az N; és N ](l) fliggvényeket 0sszevonva, N9-vel
jeloltiik. Az e az fvelt kontiirszakasz mellett elhelyezkedd elem sorszamat jelenti. Az (1.83)
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képletben a 2 paraméterek ismeretlenek, értékiik a kovetkez6 integral minimalizaldsaval
hatarozhat6 meg:

6= [ 126 - Flr(€ton =~ D) Grde = min (1.8)
Mty

[-val jeloltiikk a konturnak azt a szakaszat, ahol a kozelitést végezziik. G akkor lesz
miniméalis, ha az z{ szerinti derivaltjai elttinnek:

oG
5 0 (1.85)

(1.85) a kovetkezd linedris algebrai egyenletrendszerre vezet:

n N n
ZZ/NqNTg—gdf 2 = Z/f(fe)ng—gdf (1.86)
(T) =)

e=1 r=1

ahol n az ivelt kontiron elhelyezked6 elemek szama, amely az 1.15. dbra alapjan 12.
Biztositani kell, hogy a konturt kozelito fliggvények folytonosak legyenek az egész I' tar-
tomanyon, azaz teljesiilnie kell az 25 = 251 feltételnek minden I'-n 1évé elem egymaéshoz il-
leszked6 csomépontjdban. Az (1.86) egyenletrendszert megoldva megkapjuk a fels6 gytiri
geometridjat leiré zf paramétereket.

Meg kell még emliteniink azt a problémat is, amikor a kontir alakjat nem egy f(r)

fiiggvény irja le, hanem egy

*

U =) N(Em= 1)z (1.87)

polinom, ahol ¢ egy mésik végeselem felosztdshoz tartozé paramétereket jeloli, e* pedig
a masik végeselem felosztason az elemek sorszamat. Helyettesitsiik be (1.87)-et az (1.86)
egyenletrendszerbe:

3 / Nww@g—gdg 2= % / 2:*N8<5>N4<§>g—2d5 (1.88)
(1) )

e=1 r=1 e=1 s=1

A gondot az jelenti, hogy a végeselem hal6 e-edik elemének egy adott integraldsi pontjaba
az e* sorszamu elem ¢ integraldsi pontja fog esni, de sem az e*-ot, sem &-t nem ismerjiik.
A £ ismeretében meg tudjuk hatarozni az e-edik elem ¢ integralasi pontjanak r¢ koor-
dinatéjat:

*

N N
r'(§) =) NU&n=—1rs=> NUEn=—1)r] (1.89)
p=1 p=1
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A feladat tehat az, hogy meg kell hatarozni az A, feliilet r¢ koordinataju pontjahoz tar-
toz6 e* elemszamot és € integraldsi pontot az (1.89) segitségével. A feladat negyed foku
kozelitésnél magasabb fokszdam esetén analitikusan nem megoldhatd, mert 6tod, vagy
annal magasabb fokud algebrai egyenlet gyokeit kellene megkeresni. Viszont alkalmazha-
tunk kozelité médszereket. € meghatdrozéséhoz a Newton-Raphson kozelitd moédszert
fogjuk haszndlni [24]. Tetsz6leges e* elemet valasztva az i-edik iteraci6é utdn ¢ értékére a
kovetkezot kapjuk:

N
D ONUE,m=—1)rs —r(¢)

i1 =& — = : ~ BN‘I (1.90)

Z 8{ _1)T2*

p=1

Az iteraciot addig folytatjuk, amig a &H — & killonbség egy bizonyos hibahatér ald nem
csokken. Ha € értéke —1 és 1 kozé esik, akkor a keresett elem az e*-edik elem lesz. Ha
& értéke —1-nél kisebb, akkor az e* sorszamu elemtol balra fog esni a keresett elem. A
(1.89) szamitdst djra el kell végezni a e* — 1 elemre, és meg kell vizsgélni az igy kapott
€ értéket. Ezt addig kell ismételni, amig € értéke —1 és 1 kozé nem esik. Ha & értéke
1-nél nagyobb, akkor hasonléan kell eljarni, csak az e*-tol jobbra 1évé e* 4+ 1 elemre kell
clvégezni a szadmitdst. Az e* és € ismeretében a (1.88) segitségével meg tudjuk hatarozni a
z¢ paramétereket. A fenti eljaras nyilvanvaldan a felso testre vonatkozik, hiszen feltettiik,
hogy az also test homlokfeliilete sik. Azonban a kovetkezé fejezetben egy olyan problémaét
vizsgalunk meg, amelyben az als6 test A, feliilete megvaltozik, nem lesz sik. A fenti
algoritmust n = +1 érték mellett alkalmazhatjuk az alsé testre is.

1.10. Egy szampélda

A szamitashoz a kovetkez6 anyagallanddkat hasznéaltuk fel. Rugalmassdgi modulus: F =
2,1 -10° MPa, Poisson-tényezé: v = 0,3, biintetd paraméter: ¢, = 100E, a hémérséklet
értékét a teljes V! és V2 tartomanyon nulldnak vettiik, ezért a linedris hétaguldsi egyiitt-
haté értékére nincs sziikség. A kinematikai peremfeltétel értéke ug = 0,01 mm, azaz a z =
20 mm egyenletii sitkon 1év6 anyagi pontok elmozduldsvektora uy = (—0,01e,) mm (ldsd
1.14. abra). A végeselemes kozelitéshez maximum 8-ad foku polinomokat hasznéltunk.
Tapasztalatunk alapjan a szamitds pontossaga erosen fligg az integralasi pontok, esetiink-
ben a Lobatto pontok szamatol. Az teljesen egyértelmi, hogy tul kevés integralasi pont
alkalmazasakor az eredmény pontatlan, alulintegralt lesz. Erdekes viszont az, hogy ha
a kelleténél tobb integralasi pontot hasznalunk, az eredmény pontossiga szintén rom-
lani fog, pedig azt varnank, hogy ,,pontosabb” integrdlas esetén javulni fog. FEz az-
zal magyarazhatd, hogy egy 8-ad fokd polinomot 9 pontjanak megadasa egyértelmiien
meghataroz, tobb vagy kevesebb pont megadédsa bizonytalansagot visz a polinom meg-
hatarozasaba. A végeselem feladat megolddsanal is tulajdonképpen errdl van szé. Mi 9
pontos Lobatto integralast alkalmaztunk a feladat megoldasa soran.
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Az érintkezési feladat a nemlinedris feladatok kozé tartozik, ezért a megoldasdhoz
iteracios lépésekre van sziikség, amelyek mennyiségét kiilonbozoé hibahatarokkal kontrollal-
hatjuk. Az (1.23) képletben definidlt 7,-vel az nyoméspontositasok (a (1.22)-ben leirt
iteracio) szamat szabalyozhatjuk, értékét 0,01-nek vettiik. Kiszamoltuk a feladatot tisztéan
biintetéparaméteres médszerrel (p, = 0) is. Az (1.78)-ban definidlt 7op-vel az érintkezési
tartomany hatdranak pontossigat szabdlyozhatjuk, értékét 1073-ra valasztottuk. Ezzel
Osszefiiggésben az (1.81) és (1.82) képletekben 5 = 0,01-et irtunk eld.

A szamités elvégzéséhez C programnyelven irtunk tesztprogramot. Az algoritmus
specialis volta miatt a kereskedelemben kaphatd végeselem szoftverek alkalmatlanok az
el6z6 pontokban felvazolt algoritmus végrehajtaséra. Fontos még megemliteniink az (1.62)
algebrai egyenletrendszer megoldédsara hasznélt modszert. Az egyenletrendszer nagysaga
miatt nem célszerli a teljes merevségi matrixot eltarolni. A lefoglalt memoria nagysaga
igazabol nem jelentene problémat, hiszen a szabadsagi fokok szdma 3204, igy dupla pon-
tos! szdmdabrazolds esetén 32042%-8 = 82124 928 Byte ~ 80 MByte memdridra van sziikség.
Ez béven rendelkezésre allt, azonban a merevségi matrixban nagy szazalékban nullak
allnak, esetiinkben az elemek 94%-a nulla. Ha ezeket a nulldkat figyelembe vennénk,
azaz szorzasokat és Osszeadasokat végeznénk veliik, jelentésen megnéne a szamitasi ido.
Két lehetoség kinalkozik a memoria- és egyben idGtakarékos szamitasra. Az egyik az
ugynevezett frontélis egyenletrendszer megoldd technika [25, 26]. Ez egy direkt meg-
oldé médszer, a Gauss eliminacion alapul. Felhasznalva a végeselem héalon az elemek
kapcsolodasabol adédo informaciokat, mar az egyenletrendszer felirasa kozben elkezdjiik
eliminalni azokat az egyenleteket, amelyekhez 1jabb egytlitthatok a tovabbiakban nem
kertilnek. A mddszer csak a lokalis merevségi matrixokat hasznélja, igy nem szamol
feleslegesen a nullakkal. Hatranyt jelent viszont az, hogy szdmolas kozben nem tud-
juk kontrollalni a hibat, igy kérdéses lehet, hogy a kapott eredmény mennyire pontos.
A maésik médszer az ugynevezett iterativ egyenlet megold6 hasznélata. Iterativ egyen-
letrendszer megoldé maédszerekbdl sokfajta létezik, mi a konjugalt gradiens modszert
haszndltuk [26]. A konjugdlt gradiens mddszer j6l hasznalhaté szimmetrikus, pozitiv
definit egyiitthaté matrixi egyenletrendszerek esetén. Az (1.62) egyenlet pont ilyen. A
modszer konvergenciajanak gyorsasaga fiigg az egytitthatdo matrix sajatértékeinek tulaj-
donsagaitol. Ezen konnyen javithatunk, ha az egyenletrendszert attranszformaljuk egy ek-
vivalens egyenletrendszerbe, mikozben a transzformécié hatédsara valtoznak az egyiitthaté
matrix sajatértékei. Ezt az eljarast prekondiciondlasnak nevezi a szakirodalom. Tobb-
fajta prekondicionalo eljaras létezik, mi a Jacobi prekondicionalé mddszert vélasztottuk
[27]. A vélasztas oka elsésorban az egyszer(i programozhatésag volt, de azt sem hagytuk
figyelmen kiviil, hogy a konvergencia sebessége kozel megegyezett mas prekondicionalék
altal elért sebességgel. A konjugdlt gradiens moddszerben el kell allitanunk a merevségi
matrix és egy oszlopmatrix szorzatat. Fzt a szorzas miiveletet az iterdciok miatt sokszor
kell ismételni. Az el6zéekben emlitett memoria és idotakarékossdgi okokbol adéddéan nem
célszerti a merevségi matrix nulla elemeit tarolni, ezért egy ugynevezett tomoritett sor
tarolds (compressed row storage) formatumot fogunk haszndlni [28]. A specidlis taroldsi

'Egy dupla pontosséagi, azaz double tipusti lebegé pontos szdm taroldsdhoz 8 Byte memdria sziikséges.
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struktiranak koszonhetoen rendkiviil gyors matrix szorzé algoritmust tudunk alkalmazni.
A szamitast el6szor bilinteté paraméteres modszerrel végeztiik el. A bilintetd paraméteres
moédszert a kombinalt médszer specidlis eseteként foghatjuk fel. Legyen az (1.62)-ben az
f'; és f'i azonosan nulla. Ebben az esetben az (1.62) egyszeri megoldasabdl kapott elmoz-
dulas mez6 az érintkezési feladat biinteté paraméteres megoldasanak eredménye. A ka-
pott eredmény fiiggvényében a hélot médositottuk, és djra megoldottuk (1.62)-et. Ezt az
érintkezési tartomany hataranak kivant pontossaggal torténé megkozelitéséig ismételtiik.
A kezdeti és végso halo a 1.16. abran lathato. A nyomas eloszlast a feliileten a 1.17. abra

Eredeti halo Médositott halé

1.16. abra. A szamitas soran alkalmazott eredeti és modositott végeselem halo.

mutatja. A 1.1 tabldzatban feltiintettiik az iteraciok néhény jellemzo értékét, tigy mint

=2 DN W A G
o O O o O

Kontakt nyomés (p,,

i i i i i i i
0 85 90 95 100 105 110 115 120
r [mm]

OOO

1.17. dbra. A kontakt nyomds eloszlasa az r tengely mentén.

az érintkezési tartomany aktualis hatarait, a testekre hato teljes erot.
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1.1. tablazat.

iter] R} mm| | B¢ [mm] | R [mm] | R¢[mm] | F,[N] | F,[N] | T, [N] |
1 [ 93.842900 | 93.842899 | 106.173077 | 106.173078 | 615148.40 | 617889.64 | 21986.90
2 | 92.842670 | 92.842668 | 107.173960 | 107.173961 | 618081.86 | 618935.46 | 5911.76
3] 92.828890 | 92.828889 | 107.242852 | 107.242854 | 616521.06 | 617945.75 | 1416.88
4 1 92.828368 | 92.828367 | 107.243425 | 107.243426 | 616453.30 | 617935.27 | 1399.84
5 [ 92.828036 | 92.828035 | 107.243782 | 107.243783 | 616451.02 | 617934.97 | 1400.06
6 | 92.828027 | 92.828026 | 107.243802 | 107.243804 | 616450.60 | 617934.91 | 1400.01

Megvizsgéaltuk, hogy a peremfeltételek a o, = —n.- T - n. és p, = —c,d képletekkel

valamint a 7,, = t.- T - n. képlettel és a surlodasmentességbol adédo 7,, = 0 feltétellel
kiszamolva mennyire kiillonboznek egyméastél. Az érintkezési feliileten ébredd eredd erdt

ezekbdl az
F, = /UndA és F,= /pndA (1.91)
Ac Ac
képletekkel kaphatjuk. Az A, feliileten fellépo nyirderd a kovetkezd lesz:
T, = /TndA (1.92)

Ac

Az 1.1. tablazatban az R{: ¢s Rp az érintkezési tartomdany bal oldali hataranak r ko-
ordinataja a felso illetve az alsé testen, az Rf és R} az érintkezési tartomany jobb
oldali hatardanak r koordinataja a fels¢ illetve az alsé testen. Az 1.18. abran grafiko-
nokkal szemléltettitk az érintkezési tartomany hatéaranak helyzetét az iterdcids 1épések
figgvényében. A kapott eredményekbdl latszik, hogy a 4. iterdcids lépés utan mar elértitk

94 . : T T 107.4 T T T T

107.2
107

106.8
-~ 106.6

&

— = 106.4

106.2

. . ; 106 : . \ .

3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

iteraciok szama iteraciok szama

........................................

min)]

......................................

1.18. abra.
fliggvényében.

Az érintkezési tartomany hatardanak valtozdsa az iteracidk szamanak

a kivant pontossagot, azaz 0,001 mm hibaval megkaptuk az érintkezési tartoméany hatarat.
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Még két iteracios 1épést végrehajtottunk, amibdl lathatjuk, hogy a kapott eredmények
mar alig valtoznak, sét a 6. 1épésnél mér csak 10~° nagysdgrendli valtozasok kovetkeznek
be. Azonban nem mondhatjuk egyértelmiien, hogy 10~ mm pontossdggal allapitottuk
meg az érintkezési tartomany hatarat, mivel az algoritmusba eleve bizonyos pontatlansag
lett beleépitve. Gondolhatunk itt példaul arra, hogy az (1.80) képletekben egyenesek-
kel kozelitettiik a feliilet ivelt konturjat. Ha itt masod vagy magasabb foku kozelitést
hasznaltunk volna, pontosabb lenne az eredmény is. Azonban igy is biztosak lehetiink
benne, hogy az eredmény legfeljebb 0,025% hibéat tartalmaz, hiszen a végeselem mérete

0,1 mm volt, igy két Lobatto integraldsi pont tavolsaga kozelitoleg 1., = 0,01 mm, az A,
lro 0,01

feliilet szélessége [, = 40 mm, ebbdl a hiba pedig €. = %100% = ElOO% = 0,025%.

Ez a miiszaki gyakorlatban tébb mint elegend6. Ha az érintkez6 feliiletek gorbiilete kicsi,

a pontossag akar nagysagrendekkel is javulhat. Az [13]-ban alkalmazott csomépont pozi-

cionalé mdédszerrel kozelitéleg 0,25% hibét sikertilt elérni a szerzéknek. Az 1.1. tédblazat

6. és 7. oszlopaban a feliileteket Gsszeszorité erét lathatjuk az (1.91) alapjan o,-bol és p,,-
b6l kiszémolva. A negyedik iterdciés 1épés utén a kiilonbségiik FiV— F\ = 1481,97 N lett,

(4) _ p()
FY — B g _ 148197
@ 616453,3

p
A nyiréerénél nem tudunk relativ hibat szamolni, de a T értéke itt majdnem meg-

100% = 0,24%-o0s hibat jelent (ldsd 1.19. dbra).

ami ep =

0.1 T T T T
0.15

0.2

0.25

o100 o)

= 0.3

F, —

0.35

0.4

0.45

iteraciok szama

1.19. dbra. A kontakt algoritmus és az elmozdulds mezd segitségével kapott F), és F,
Osszeszoritd erok hibéja.

egyezik Y FZ§4)—vel (lasd 1.20. dbra). Ez a pontatlansdg abbdl eredhet, hogy a T
fesziiltségi tenzor koordinatait az uw elmozdulasvektor koordinatdibdl derivalassal allitjuk
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1.20. abra. A elmozdulas mez6 segitségével kapott T, nyirderk nagysaga.

elo, ezért a kozelités fokszama csokken. A p,-ben szerepld d viszont kozvetlenil az u
koordinatait tartalmazza. A p, és o, nyomaseloszlasokat az 1.21. abran lathatjuk. A
pn nyomaseloszlas értékeit a szamitas soran az integralasi pontokban hataroztuk meg,
az 1.21. és 1.22. abrakon ezeket az értékeket folytonos vonalakkal kotottiik ossze. Az el-
mozduldsmezébdl szamitott o, nyomaseloszlas abrazolasandl egy végeselem n = —1 élét
10 egyenlo részre osztottuk, és az osztaspontokban felvett nyomasértékeket abrazoltuk
az 1.21. és 1.22. abrakon szaggatott vonallal. Csak erds nagyitas utan lehet felfedezni a két
nyomas eloszlas kozotti kiilonbséget (14sd 1.22. dbra). A fent emlitett okbdl, és a nem ana-

litikus pont kozelsége miatt o,-ben kismértékl oszcillacio figyelheté meg. Az oszcillacid

max|o, — Pn 0,25

max|on = Puly g0, — 9251009 — 0,20%-a.
Prmax 87

Ez a 0,3%-ot sem éri el, ami igen szép eredménynek szamit.

Az eredményeket egy kicsit tudjuk pontositani, ha a kombinalt mddszert (augmen-
ted Lagrangian) haszndlunk. Ezzel a mddszerrel az érintkezési nyoméds értékét tudjuk
finomitani azzal, hogy a testek egyma&sba hatolasat gyakorlatilag nulldra csokkentjiik.
Ennek hatasara azt varjuk, hogy a testeket 0sszeszorité eré noni fog, az érintkezési feliilet
pedig csokken. A szamitasi eredmények az 1.2. tablazatban lathatok. A szamitdst az

legnagyobb értéke a nyomofesziiltség durvan

1.2. tablazat.
’ Rl{(au) [mm] ‘ R?(au) [mm] ‘ Rf(au) [mm] ‘ R?(au) [mm] ‘ FP(‘W) [N] ‘ FU(‘W) [N] ‘ TT(““) [N] ‘

| 92.836078 | 92.836077 | 107.236437 | 107.236438 | 616693.71 | 618170.54 | 1411.17 |
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1.21. dbra. A p, és 0, nyoméaseloszlasok Gsszehasonlitasa.

1.1. tablazatban 1év6 eredményekbdl kiindulva végeztiik el. Szamitsuk ki az 1.2. tablazat-
ban 1év6é eredmények 1.1. tdblazatban 1évo, 6. iterdciéhoz tartozé eredményekhez képesti
* — K(qu / v s .
relativ hibdjat! A relativ hiba szamitdsa a e, = =@ | 09 képlettel torténik, ahol
*
% az R{: , Ry, R;I , RY, Fp, Fy és T mennyiségeket jelenti. Az 1.3. tabldzat eredményei
alapjan lathatjuk, hogy lényegi valtozas nem tortént, az érintkezési tartomany hataranak
eltérése 0,01%-os hibahatdron beliil mozog, az érintkezési nyomads valtozasa pedig 0,04%-
nal kisebb. A nyomas eloszlast az 1.23. abran lathatjuk. A kombindlt moddszer alkal-

1.3. tdblazat.
€ (%] | ere [%] €t (%] €Re (%] | er, [%] er, (%] | er. (%]

| 0.008673 | 0.008673 | 0.006868 | 0.006868 | 0.039437 | 0.038132 | 0.797137 |

mazasa esetén az érintkezési nyomds szamitasahoz tobb iteracids 1épésre van sziikség,
emiatt a szamitasi id6 jelentésen megnohet. A fenti példa mutatja, hogy mar a biintet6
paraméteres modszer is elegendéen pontos eredményt szolgaltat, igy ezt hasznalva idot
takarithatunk meg.

Megvizsgaltuk, hogy a kapott eredmény pontossagat mennyire befolydsolja az alkalma-
zott kozelito polinomok fokszama. Azt mondtuk, hogy a p-verzids végeselem-mddszernél
a polinom fokszam ndvelésével ériink el pontosabb eredményt. Az érintkezési feladatot
megoldottuk 2, 3, 4, 5, 6, 7 és 8-ad foku polinomokkal. A megoldas soran figyeltiik,
hogy hogyan valtozik az érintkezési tartomany hatara, és mennyire teljesiilnek a perem-
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1.23. abra. Az érintkezési nyomés eloszlasa a kombinalt technika alkalmazasaval.

feltételek. Az eredményeket az 1.4. tablazat tartalmazza. A testeket Gsszeszorito erdt az
(1.91) Gsszefiiggések segitségével tudjuk meghatarozni egyrészt a p,, érintkezési nyomasbol,
masrészt az elmozduldsmezobol az érintkezési feliileten szamitott o,, normalfesziiltségbdl.
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1.4, tablazat.

foksz] R} [mm| | R [mm] | BRI [mm] | R [mm] |ep (%] T, [N] |
2 [ 93.938666 | 93.938666 | 105.125526 | 105.125527 | 14.56 | 198978.68
3 | 92.885361 | 92.885360 | 107.228868 | 107.228869 | 25.04 | 173889.85
4 92.820422 | 92.820421 | 107.250607 | 107.250608 | 5.08 | 63504.54
5 | 92.824969 | 92.824967 | 107.247368 | 107.247370 | 2.55 | 22758.47
6 | 92.826801 | 92.826799 | 107.245301 | 107.248154 | 0.90 | 5970.66
7 | 92.827662 | 92.827661 | 107.244266 | 107.247119 | 0.61 | 2995.51
8 | 92.828027 | 92.828026 | 107.243802 | 107.246656 | 0.24 | 1400.01

A két kiilonb6z6 mdédszerrel kapott erd kiilonbsége informéacioval szolgal a szamitas pon-

F. - F
= 27 P100% relativ hibat az 1.24. abran is szemléltettiik. Mivel
p

tossagarol.

| N

0 | |
2 3 4 5 6 7 8
Fokszam

1.24. 4dbra. A kontakt algoritmus és az elmozduldsmezd segitségével kapott F, és Fi,
Osszeszoritd erdk hibéja.

surlédas nélkiili érintkezési feladatot vizsgalunk, az érintkezési feliileten csisztato fesziiltsé-
gek nem léphetnek fel. Az elmozduldsmez6bdl az (1.92) képlettel szamitott 7). nyiréerét
az 1.25. abran szemléltettiik. Az abrakon jol latszik, hogy mind az e relativ hiba, mind a
T’ nyiréer6 a polinom fokszam novelésével gyorsan konvergal a nullahoz. Nyolcad fokinal
magasabb fokszamu polinomok alkalmazéasa szamottevé javuldst mar nem okozna.

Az 1.26.-1.29. dbrakon az alsé testben fellép6 fesziiltségeket szemléltetjiik, sorrendben
a0, 0y, 0y és T,, feszililtségeket.  Megfigyelhetjiik, hogy a 2 = —20mm egyenes mentén
a test sarkaindl a fesziiltségek szempontjabdl szingularis pontok vannak. Ennek oka az
peremfeltételekben keresend6. Az peremfeltételek az 1.14. abran lathatok. Moédositsuk
ezt oly médon, hogy megengedjik a z = —20mm és a z = 20 mm sikok mentén a testek
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1.25. abra. Az elmozdulds mez6 segitségével kapott T, nyiréerék nagysaga.

pontjainak r irdnyu elmozduldsat (lasd 1.30. abra). Az 1.31-1.34 dbrék az igy kapott
fesziltség eloszlasokat mutatjak. Az érintkezési feliileten kialakulo fesziiltségekre ennek a
valtoztatasnak nincsen szamottevd hatasa.

1.11. Tudomanyos eredmények

Az 1. fejezetben surlodas nélkiili érintkezési feladat megoldasaval foglalkoztunk. Feltételez-
tiik, hogy a vizsgalt testek anyaga homogén és izotrop. A feladatot a kis alakvéltozdsok
elméletén beliil oldottuk meg. A megoldashoz p-verzids végeselem-modszert hasznaltunk,
az érintkezési feladat szdmitasanal az tgynevezett kombinalt médszer (augmented Lag-
rangian) keriilt felhasznéldsra. A szamitdsokat sajét fejlesztésti szamitégépes programmal
végeztiik. Az 1j tudomanyos eredményeket a kovetkezd pontokban foglaljuk ossze:

1. Az érintkezési tartomany hataranak megkeresésére geometriai alapokon nyugvo 1j
modszer keriilt bevezetésre.

A vélasztott varidcios elvbdl kovetkezo megoldasi modszer miatt a testek kis
mértékben egymasba hatolnak. Ennek kovetkezményeként a testek kontirjai
az érintkezési tartomany hataran metszik egymast, azaz a hatarpontok meg-
keresése egymastol fiiggetleniil felirt magasabb foku algebrai egyenlet kozelitd
megoldasara vezethetd vissza.

2. Az érintkezési tartomany szélére elhelyezett a hatarpontot kettosen atolelo kisméreti
elemekkel az elvileg nem analitikus megoldashoz tartozé kozelité megoldas igen
kismértékii fesziiltségi oszcillaciot eredményez {6}.
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1.26. abra. A o, normalfesziiltség eloszlasa az rz sikon.

Az érintkezési tartomany hatdra az elmozdulasmez6 szempontjabdl egy nem
analitikus pont. Az elmozdulds mez6t szakaszonként (elemenként) Legrende
polinomokkal jellemzett analitikus fliggvényekkel kozelitjiik az elemek kozotti
C° osztalyu folytonossdgot megkovetelve. A tényleges érintkezési tartomdny
hatarara iteracioval elhelyezett csomopontok biztositjak a derivaltak szakadasat.
Az iteracié soran egyre kozelebb keriiliink a tényleges hatarhoz a valasztott
kozelités fokszamétdl fiiggd mértékben. Az érintkezési tartomany szélére elhe-
lyezett kisméretii elemek hasznalataval az oszcillacié nagymértékben lecsokken.
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1.27. abra. A o, normalfesziiltség eloszlasa az rz sikon.

1.28. dbra. A o, normélfesziiltség eloszldsa az rz sikon.
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1.29. dbra. A 7., csusztatofesziiltség eloszlasa az rz sikon.
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1.30. dbra. A mddositott peremfeltételek.
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1.31. dbra. A o, normalfesziiltség eloszlasa az rz sikon.

1.32. abra. A o, normalfesziiltség eloszlasa az rz sikon.
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1.33. dbra. A o, normélfesziiltség eloszldsa az rz sikon.

1.34. dbra. A 7., normalfesziiltség eloszlasa az rz sikon.
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2. fejezet

A kopas

2.1. A kopasi folyamat attekintése, Archard kopasi
torvénye

Az el6z6 fejezetben a testek surlédas nélkiili érintkezési feladatat oldottuk meg. Ebben
a fejezetben az érintkez6 feliiletek kopésat vizsgaljuk meg. A kopas jelenségét akkor fi-
gyelhetjiik meg, amikor két test elcstuszik egyméson, példaul amikor ceruzaval irunk a
papirra. A ceruza hegye egyre kisebb és kisebb lesz. A kopas viszonylag lassu folyamat,
egy betl leirdsa utdan még szinte semmi valtozast nem latunk a ceruza hegyén, egy teljes
oldal lefrasa utan azonban tapasztalhatjuk, hogy tompa lesz a ceruza hegye. Kiilonbo6zo
auto- és gépalkatrészeknél, amelyeknél az érintkez6 feliiletek egyméshoz képest elmozdul-
nak, szintén megfigyelheto a kopas jelensége. A kopasi folyamat gyorsasagat tobb tényezo
befolyasolhatja. Az elséként legjobban szembetiinG az, hogy ha a feliileteket kenjiik olaj-
jal vagy zsirral, vagy esetleg egyéb anyagokkal, a kopas mértéke jelentosen lecsokken. A
kenés kopasra gyakorolt hatasaval egy mésik tudomanyteriilet, a tribolégia foglalkozik.
Ebben a disszertacioban mi csak ,,szaraz” feliiletek egyméason torténd elcsuszasat fogjuk
vizsgalni.

A kovetkezd szempont, ami a kopas mértékét befolydsolhatja, az az érintkezo feliiletek
anyagminOsége és geometridja. Az egymaéssal érintkezo alkatrészeket altalaban valami-
lyen szerszamgéppel munkaljak meg, hogy az érintkezo feliiletek minél jobban illeszked-
jenek egymashoz. A megmunkalds soran azonban a megmunkald szerszam alakjatél és a
szerszamgép rezgéseibdl adoddan a feliiletbe apréd egyenetlenségek keriilnek.

Négy 16 kopasi folyamatot kiilonboztetiink meg, az adheziv, abraziv, korroziv és kifara-
dasos kopast. Mikor két feliilet elcsuiszik egymason, a nagy nyomas miatt a feliiletbol kiallo
csucsok osszehegedhetnek. Tovabbi relativ elmozdulas hatasara az 0sszehegedt feliiletek
elvalnak vagy az Osszehegedés helyén, vagy az egyik cstcs egyszerlien letorik. Ennek
hatasara nem keletkeznek szabad részecskék a két felillet kozott, csak anyag vandorol
at az egyik feliiletr6l a mésikra. Viszont mikor egy csics letorik a feliiletrol, feliiletén
kémiai elvéltozasok 1épnek fel (pl. oxidécid). Ha a tovabbi relativ elmozdulds hatdsara
ujra hozzatapad a masik feliilethez, a kémiai valtozas miatt a tapadas gyengébb lesz.

26



Tobbszori oda-vissza vandorlas utan a feliillethez tapadas annyira meggyengiilhet, hogy
a részecske levélik a feliiletrdl, igy egy szabad részecske keletkezik. Ezt a folyamatot ad-
heziv kopasnak nevezziik. Kozel egyforma nagysagu feliiletbdl kiallo csucsokat feltételezve
Archard [29] egy matematikai modellt allitott fel az adheziv kopasra. Feltételezése sze-
rint a kopas aranyos a relativ elmozdulassal és a testek kozotti nyomassal, és forditva
aranyos a feliilet helyi keménységével. Az aranyossagi tényezot kopasi tényezének ne-
vezziik, értékét kiilonbozo anyagokra kisérletekbol hatdarozhatjuk meg. A kopdsi tényezo
értéke 0 és 1 kozé esik, nagysaga fligg a két feliilet kozotti hézagot kitolté anyagtdl és a
hémérséklettol. Archard kopasi torvénye a kovetkezé alakban irhato:

. 7 UPn
Wadh = kadh? (2.1)

ahol kg, a adheziv kopési tényezs, v = |i2 — 1! | a feliiletek egy érintkezd pontparjanak re-
lativ sebessége, p,, az érintkezési nyomas a vizsgalt pontban, H a feliilet lokalis keménysége,
Waqn pedig a vizsgalt pontban egységnyi id6 alatt egységnyi feliileten lekopott anyag vas-
tagsaga.

Az abraziv kopéasnal két esetet kiilonboztetiink meg. Az elsénél a feliilethbdl kiallo
keményebb cstcs végigkarcolja a szemkozti feliiletet. A masodiknal a két feliilet kozott
1év6 harmadik test karcolja az egyik, vagy mindkét feliiletet. Az elsé eset vizsgdlata
egyszert. A két feliilet koziil gyakorlatilag csak a puhabb kopik. Ha a keményebbik feliilet
elegendden sima, akkor az abraziv kopast el is hanyagolhatjuk. Bonyolultabb a helyzet,
ha egy harmadik test kertil a feliiletek kozé, ugyanis ez lehet olyan szennyez6dés is, amit
nem tudunk levezetni az érintkezo feliiletek tulajdonsagaibdl. A harmadik test lehet egy,
az adheziv kopas soran levalt, tobbszori képlékeny alakvaltozast kovetoen felkeményedett
részecske, lehet egy porszem, vagy akar a feliiletrél levalt és kémiailag atalakult (pl.
oxiddlodott) részecske is. Feltételezve, hogy a felilletbél kidllo csticsok jo kozelitéssel
egyformak, és egyenletesen oszlanak el a feliileten, a kopas mértékét az Archard kopdsi
torvényhez hasonl6 formaban tudjuk lefrni:

. ¥ UDn

Wap = kab? (22)
ahol kg az abraziv kopdsi tényezd, we pedig az egységnyi id6 alatt egységnyi feliile-
ten lekopott anyag vastagsaga. Az k,, abraziv kopési tényezot kisérletek segitségével
hatarozhatjuk meg. Az (2.1) és (2.2) egyesitésébol kaphatjuk meg az adheziv és abraziv

kopasra vonatkozé Osszefiiggést:

W = /%w“Hﬁ — kyUP (2.3)

k
ahol k,, = —-t kopési tényezének nevezziik.

Kisérletekkel bizonyitottak, hogy Archard kopasi torvénye kis érintkezési nyomasok
esetén érvényes, nagy nyomdsok esetén azonban alulbecsiili a kopést [30]. Ezt javitani
tudjuk, ha a kopasi torvényt a kévetkezo képpen mddositjuk:

W = kyv®(pn)° (2.4)
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ahol az a, b allanddk értékét és a k,, kopasi tényezot kisérletekbdl hatarozhatjuk meg. Egy
tengelyszimmetrikus egydimenzios feladat numerikus megoldasa soran lathatunk példakat
az a és b véltozdsdnak a kopdsi folyamatra gyakorolt hatdsara az [18]-ben.

A feliileten oxidacié és egyéb kémiai szennyezodések hatasiara megvéltozhatnak az
anyag fizikai tulajdonsagai (keménység, h6tdgulas, rugalmassagi modulus stb.), amelynek
kovetkeztében a feliilet felsé rétegei konnyen levalhatnak. Az ebbdl ered6 kopas, amelyet
korroziv kopasnak neveziink, az adheziv és abraziv kopashoz képes jéval lassabb folyamat,
ezért rovidebb iddintervallumi szamitasokndl elhanyagolhatjuk. Ha a feliiletet ciklikus
terhelés éri, hajszalrepedések keletkezhetnek rajta. A repedések mellett anyag valhat
le a feltiletrél. Azt a folyamatot kifaradasos kopasnak nevezziik. A korroziv kopashoz
hasonléan ez is idoben egy hosszabb folyamat, az adheziv és abraziv kopashoz képest
elhanyagolhatjuk.

A szamitasok elvégzése soran feltételezni fogjuk, hogy a lekopott anyag azonnal eltiinik
a két érintkezo feliilet kozil. A valdsdgban azonban a kopas sordan levalt részecskék még
egy ideig a feliiletek kozott maradnak. Zmitrowicz monografidjaban megvizsgalta a levalt
részecskék mozgasat, hatdsat a tovabbi kopésra [19].

A tovébbiakban térgyalandé feladathoz hasonldval taldlkozhatunk a [20]-ben is.

2.2. Célkituzések

Az értekezés ezen fejezetében a kopdasi folyamatot szeretnénk modellezni szamitogépes
program segitségével. Ennek érdekében a kovetkezd célokat tiizhetjiik ki magunk elé:

1. A kopaési folyamat diszkretizaldsa a numerikus szamitésok elvégzéséhez.

2. A kopasbdl szarmazé végeselem halé maédositast ugy kell elvégezni, hogy az Ossz-
hangban legyen az el6zo0 fejezetben targyalt érintkezési feladattal.

3. Algoritmust kell kidolgozni a kopas szamitasara. Az algoritmusnak tartalmaznia kell
az érintkezési feladat megoldasat is, ugyanis az ott kapott nyomaseloszlas sziikséges
a kopas szamitasahoz.

4. Szamitogépes programot kell késziteni, mellyel a kopéasi folyamatot modellezni tud-
juk. A programnak tartalmaznia kell az el6z6 fejezethez készitett kédot is, mivel az
érintkezési feladat eredményére is sziikségiink lesz.

2.3. Az érintkezési feladat és a kopas kapcsolata

Az 1. fejezetben a surlédas nélkiili érintkezési feladatot oldottuk meg. Viszont ha kopdsrol
beszéliink, nem tudjuk megkeriilni a sirlédast. Ezért a feladatot ugy tizziik ki, hogy
az 1. fejezetben kapott eredmények tovabbra is érvényesek maradjanak. Tekintsiink két
gytiri alaku testet (14sd 1.13. és 1.14. dbrak). Az alsé test alsé lapjat rogzitsiik ¢ irdnyban
is, hogy ne tudjon elfordulni a z tengely koriil, a felso test felso lapjat pedig forgassuk meg
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w = we, szogsebességgel a z tengely koriil. A tobbi peremfeltétel maradjon ugyan az,
mint amit az 1.9 szakaszban megadtunk. A surlédas kovetkeztében az érintkezo feliilete-
ken tangencialis erok ébrednek. Ezeket a tangencidlis eréket a dinamikai peremfeltételek
kozott vehetjiik figyelembe. Az A¢ feliileten tovabbra is hasson az (1.9)-el megadott
0, & 0, = —p, normal fesziiltség. Ezen kiviil a strlédas miatt hasson még az A¢ feliileten
AT =T +T,,€6,NTj €,= (—1)°upne, csisztato fesziiltség (lasd 2.1. dbra). Ennek

2.1. abra. Az érintkezé feliileteken fellépo csusztato fesziiltség.

kovetkeztében a véges-elemes diszkretizdcional meg fog jelenni egy tjabb, az (1.36)-hoz
hasonlé, de a csusztatd fesziiltséghdl szarmazd terhelési vektor:

£ . /N(i 1 ,upn dA (2.5)

Az (1.37)-ben megadott terhelési vektorok Gsszege is médosulni fog:
fo=1f +1,  +1 (2.6)

A testek pontjainak sebessége a kovetkezd vektorral adhaté meg: v° = vie, +vi e, +vze..
frjuk fel ezt részletesebben az egyes testekre. Az 1 szamu (felsd) test a z tengely koriil w
szogsebességgel forog, mikozben rugalmas alakvaltozast szenved.

vl =a' =i e, + (U 1el—1—7"u))e¢,+1,tlele (2.7)

ahol 1< u}o’el és ube a test pontjainak rugalmas alakvaltozasbdl adédé sebessége az r,

Y és z 1ranyokban. Ugyan ez a 2 szamu (alsé) testre a kovetkezo lesz:

v?=a? =i>%e, + 0> elew +u>e, (2.8)
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A testek egymdssal érintkezé C' feliiletén értelmezhetjiik a v = v! — v? relativ se-

bességvektort, pontosabban a fels6 test relativ sebességét az alsohoz viszonyitva.

v=a'—a*= (11" —u>e, + ((’d}(;el +rw) — uf;el)ew + (ul —a*e, (2.9)

A szamitas soran feltételezziik, hogy a testekben nem lépnek fel rezgések, és a letapadas-
megcesiszas (stick-slip) jelenség sem fog fellépni. Mivel a kopds egy viszonylag lassu fo-
lyamat, a kopas miatt bekovetkezd alakvaltozasok szintén lassan mennek végbe, igy az
alakvéaltozdsok sebessége az egész testben kozel nulldval egyenld: ué = 0, ug;;el ~ 0 és

1S ~ 0. Ezt felhaszndlva a 2.9 képlet a kovetkezd alakra egyszertisodik.

v=1u'—u’=rwe, (2.10)
A u; — ui = rw relativ sebességet az egyszerliség kedvéért ezek utan v-vel fogjuk jelolni.
Feltételezziik, hogy a testek kopni kezdenek az 2.1 szakaszban leirtaknak megfeleloen.
A kopési folyamat modellezéséhez Archard mdédositott kopdasi torvényét, a (2.4)-et fog-
juk felhasznalni. A kopéas egy hosszabb id6 alatt lejatszddo folyamat, amelyet numeri-
kus modszerekkel szeretnénk modellezni. Osszuk fel a vizsgalt [to,t1] idintervallumot
egyforma nagysagu At idolépésekre. A kopas értékét 1épésrdl 1épésre fogjuk kiszamitani.
Hogy ezt meg tudjuk tenni, meg kell hataroznunk a At id6 alatt bekovetkezett Aw kopast.
Integraljuk (2.3)-at a [t,t + At] intervallumon. Mivel nem ismerjiik az érintkezési nyomés
pontos idébeli alakuldsat, kozelito eljarast kell alkalmaznunk. Feltételezziik, hogy a At
ido alatt bekovetkezo valtozasok a nyomasban és a relativ sebességben kozel linearisak.
Ekkor a (2.3) alatt értelmezett w-t a kovetkezé médon kozelithetjiik:

A
B = RO~ 8) + o RO (1 - ) + oA (2.11)
ahol a felsé indexekben szerepld (t) és (t + At) az egymast kovetd id6lépésekben vett
értékeket jelolik, a 3 értéke pedig egy 0 és 1 kozé es6 valds szam. Ha ismertiik a ¢
idSpillanatban a w® egységnyi feliiletrél lekopott anyag mennyiségét, akkor a t + At
idopillanatban az egységnyi feliiletrél lekopott anyagmennyiség a kovetkezo lesz:

w2 = w4 Atk [0 (1 = §) + BoT S P = B) + AT (2.12)

n n

A kopas egy idében folytonos folyamat. Mig a testrol a At id6 alatt lekopik Aw
mennyiségil anyag, a nyomas is folyamatosan valtozik. Az nyilvanval6, hogy (2.12)-bél
nem tudjuk egyszerre kiszamitani w+20-t és pt+A0_t  ezért iterdcids 1épéseket kell alkal-
maznunk. Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:

1y = o1 = 8)+ o[ 20 213)
Pnj = D351 =B) +pis 8 (2.14)

Az alsé j index az iterdcids 1épések szamara utal. Az j-edik iteracids 1épésben a kopast a
kovetkezo képlet adja meg:

w§t+At) = w" + Atk,vipn; (2.15)
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Egy id6lépésen beliil a kovetkezo iteracids ciklust kell végigszamolni. Megoldjuk az

érintkezési feladatot a wj(.tflm) kopéssal modositott A¢ felilleten. Eredménytil megkap-
juk a pffj.“) nyomaseloszlast. A (2.14) segitségével meghatarozzuk p, ;-t. (A v; sebesség

allandé.) Kiszamitjuk a (2.15) felhasznélasdval a w](.HAt) kopas nagysagat. Ezt az iteracidt

addig ismételjiik, amig a
/ wJ(.HAt)dA — / wj(-tjlm)dA

(Ac)

() <7 (2.16)
wj(t+At) JA
(Ac)
feltétel nem teljestil.
(t+At

Az elso iteracios lépésben wy ) = 0, a p(thAt)

n,

értékét pedig az érintkezési feladat
megoldasa adja a h®) kezdeti hézagndl. A kopasi folyamat sordn a felsé test w szogse-
bességét allandénak vesszitk. A t = 0 idépillanatban a kopés értéke nulla, azaz w® = 0,
0@ adott, pﬁ?) pedig az érintkezési feladat megoldasabol hatdrozhaté meg. A kopas mind-
egyik iteracios 1épésben a kezdeti hézag mddositasat igényli, azaz
t+AL A

YA = 4wt (2.17)
[lymdédon a (2.16) feltétel teljesiilése utédn a kopott felillethez tartozé alakot, és igy a
moédositott kezdeti hézagot is megkaptuk. A (2.16) feltétel teljesiilésekor az iteraciok
szama legyen I. A mddositott kezdeti hézag ekkor

h(t-‘y—At) — h(]t+At) _ h + w_([t"rAt) (218)
Osszefiiggéssel szamithato. A fenti algoritmust a 2.2. abra szemlélteti.

Eddig az érintkezési feladat kopasra gyakorolt hatasat vizsgaltuk, most nézziik meg
a kopas milyen hatassal van az érintkezési feladatra. Ha az érintkezo feliiletekrol anyag
tavozik, néni fog a testek kozotti hézag. A d hézag fiiggvényt az (1.7) képlettel de-
finidltuk. Ha szeretnénk figyelembe venni a kopast az érintkezési feladat megoldasa soran,
moédositanunk kell a hézag fliggvényt oly médon, hogy hozza kell adnunk a kopast. Jelolje
w® az e-edik test egységnyi feliiletérdl levalt anyag mennyiségét az AS egy tetszoleges
pontjéban (e = 1,2). Ekkor a hézagfliggvény a kovetkezo lesz:

d=d(u) =v> —u’ +h+w'+w (2.19)

Az érintkezési feladat megoldasa soran w® a h kezdeti hézaghoz hasonléan konstansként
viselkedik. Az (1.62) egyenletrendszer f, (e = 1,2) tagja a kopas figyelembevétele miatt
kis mértékben mddosulni fog, ugyanis az (1.49) egyenlet bal oldaldhoz hozza kell adni a
kopast:

he 4+ w® =L he, (2.20)
Az (1.50)-t61 (1.62)-ig mindenhol a h® helyébe h,-t irva a kopassal médositott érintkezési
feladat megoldasat kapjuk meg.
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2.4. A kopott feliilet alakjanak médositasa

A (2.4) képlettel megadtuk, hogy hogyan lehet kiszdmitani az egységnyi id6 alatt egységnyi
feliiletrol lekopott anyag mennyiségét. Ennek segitségével modositanunk kell a végeselem
halot. A modositas két 1épéshbol fog allni. Eldszor meg kell hatdroznunk az A¢ feliiletek
(e = 1,2) 14j alakjat, majd ennek ismeretében 1j végeselem felosztast kell 1étrehoznunk.
Az 1j felosztésra azért van sziikség, mert ennek hianyaban az A¢ feliileten 1évo kis méretii

— 5 Tdolépések (1)
—» Kopési iteracio6 (j)
— Kontakt iteracié (k)
pr nyomas, u elmozduldsmezo,
C érintkezési tartomany kiszamitasa
a végeselem héalé modositasa
(k-1) (k)

r -7
Ha WJ?(TCB < 7o igaz, akkor kilépés az iterdciébdl
res |
ki=k+1
t+At .
Adott: w](;1 ) ha j#1
vagy
t+AL .
w](;1 ):0 ha j5=1
png.HAt) kiszdmitdsa , v; = rw
w](.t+At) kiszamitasa, kezdeti hézag mdodositasa h;t+m) =h+ w§t+m)

/ w](-t_JrlAt)dA— / w](.t+At)dA
(Ac)

Ha (Ae)

A < 1y igaz, akkor J := j, és kilépés
/ w{*AdA az iterciohol

(Ac)

ji=j+l

RHAD) — 4 w((]HAt)

1j id6lépés: tHl=¢ 4+ At, =141

2.2. abra. A szamitas algoritmusa, ahol p, az érintkezési nyomas, u az elmozdulas mezo,
C' a tényleges érintkezési tartomany, T(Ck])g az k-adik iteracios ciklusban az érintkezési
tartomany hatarahoz mutaté helyvektor, wj(.HAt), vj €s png-HAt) a j-edik iteracios ciklusban
a t + At idopillanathoz tartozé kopds, relativ sebesség és érintkezési nyomds értéke, h a
testek kozotti kezdeti hézag, (T2 a testek kozotti hézag a t + At idélépésben, Top és

Tw pedig az egyes iterdciés ciklusokbol vald kilépéshez megadott hibakorlatok.
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végeselemek néhany idolépés utan ,,elfogynéanak”.

A kopés szamitasanak kezdetén adott egy végeselem felosztas, és az A¢ feliilet konturja.
Jelolje a testek tetszoleges pontjaba mutaté helyvektort r¢, az r° rz koordinatarendszer-
ben felirt koordinatait pedig jelolje az r és z érték. A végeselem halé csoméponti koor-
dinatdit és a csomopontokat 6sszekotd élek paramétereit az x¢ vektor tartalmazza. Az x©
vektor felépitése hasonld, mint az (1.25) képletben definidlt q° elmozdulds paramétereket
tartalmazé vektoré.

7,1
Zl
742
r]° [N 0 Ny 0 N, 0 17| .2
{z} [0 Ny 0 N, 0 N, (2.21)
—— ~~ o
r¢ N r
Zn
L
Xe

Az n az alakfliggvények és a paraméterek szamat jelenti.

A kopast csak a C' tényleges érintkezési feliileten kell kiszamitani, mivel a p,, érintkezési
nyomds az AS tobbi részén (a G tartomanyon) nulldval egyenld. Ez gyakorlatilag azt je-
lenti, hogy az alsé és felso testen is csak néhany végeselemet kell médositani. A 2.3. abran
kinagyitottuk az A¢ tartomany C részét, és sziirke szinnel megjeloltikk a C' tartomanyon
elhelyezkedo elemeket, feliiletenként hat darabot. A kopés szamitasa elott meg kell oldani

3
/

~

Py

N
\

P, Py
G C G
—_— |- | - ——

2.3. abra. Az egyszeresen 0Osszefliggé C' tényleges érintkezési tartomanyon elhelyezked6
végeselemek.

az érintkezési feladatot, aminek eredménye képpen a Py, Py, P3 és Py jelii csomépontok a
végeselem halon pontosan az érintkezési tartomany szélére keriilnek, tovabba megkapjuk
a p, nyoméseloszlés értékeit az integraldsi pontokban. Igy majd a (2.3) képlet alkal-
mazasaval a kopasértékeket is csak az integralasi pontokban tudjuk meghatarozni, de
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mint késébb latni fogjuk, pont erre lesz sziikségiink. A (2.3)-ben szereplé v relativ se-
bességet a v = wr képlettel szamithatjuk ki, ahol r helyére szintén az integrélasi pontok
r koordinatajat kell behelyettesiteni.

Jelolje ¢ a kopas utan megmaradt test pontjaiba mutatd helyvektort. A kopas utani
konturt a C' tartomanyon a kovetkezo egyenlettel szamithatjuk ki:

1
2

=rl —wln, rteC
=r?+wn, r?eC

<

(2.22)

<

Az n, vektort felirhatjuk az e, és e, vektorok linedris kombindcidjaként (ldsd 1.6. dbra).

n.=(n.-e.)e.+(n. e, e, (2.23)
~—— ~——
cos @ sin

A ¢ sz0g az e, és a n. vektorok altal bezart szoget jelenti. A ¢ sz0g meghatarozasahoz
sziikségiink van az m. vektorra. Egyszerlibb azonban a t. vektort meghatarozni, az n.
ennek az éramutatd jarasaval ellentétes iranyban 90°-kal torténo elforgatasabdl kaphaté
meg. Képezniink kell az r° vektor ' kontir mentén vett derivaltjat, igy megkapjuk a
kontir érinté vektorat. Az 1.8. abrdabdl leolvashatd, hogy a felsé testen (e = 1) a kontir
alakjat az (1.63), (1.64) és (1.67) alakfiiggvények irjak le n = —1 esetén. A kontur alakjat
lefré ! € C helyvektor csak a & koordinatdtdl fiige. A felsd test konturjanak ¢! érintd
egységvektorat az r! helyvektor ¢ szerinti derivaltjdanak normaldsdval kaphatjuk meg.
Hasonl6é médszerrel hatdrozhatjuk meg az alsé test konturjanak t? érint6 vektorat is, csak
ott az (1.65), (1.66) és (1.69) alakfiiggvények jatszanak szerepet, és n = 1 esetén kell &
szerint derivalni.

or! or?
$l = % . 2= % rlr?eC (2.24)
E3 E3

A t. vektor a t! és t? szamtani kozepeként adhaté meg:

tl+ 2
t — C+ C

. . (2.25)

Az (2.23)-ben szereplé cos @ és sin @ értékeit a 90°-os elforgatds miatt a kovetkez6 Gsszefiig-
gések adjak meg:
cosp=t. e, sinp=—t.- e, (2.26)

Az 7¢ helyvektor koordinatdit a (2.21)-hoz hasonléan az alakfiiggvények N® matrixa és a
kopott alak geometriajat megadd x© paraméterek vektora segitségével allithatjuk elo:

P = N°x° (2.27)
A (2.22) egyenleteket (2.21), (2.27) és (2.22) segitségével matrix alakban is felirhatjuk:

N°x® = N°x® — w* (2.28)
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ahol
we cos

N { co } (2.29)
—w® sin
A (2.28)-ban ismeretlenként szerepel a X° vektor, amelyet a legkisebb négyzetek mddszeré-
vel hatarozhatunk meg;:

D¢ := / (N°%® — N°x° + w®)* dA = min . (2.30)
(@)

Az (2.30) integralnak akkor lesz minimadlis az értéke, ha X vektorban 1évé Gsszes pa-
raméter szerinti derivaltjai mind nullaval lesznek egyenldek. Szimbolikusan ezt igy irhatjuk:

oD°

— =0 2.31

— (231)
A derivaldsokat elvégezve X°-re egy linearis algebrai egyenletrendszert kapunk, amelybdl
x“ kifejezheto.

/ N N¢dA %° = / (NeTNexe - NeTwe) dA (2.32)
©) ©)
W NS ~~ 7

A° b

A (2.32) integréldsa soran figyelembe kell venni, hogy a C' integraldsi tartomany hatérén
a kopds értéke nulla, mivel ott az érintkezési nyomas is nulla értéket vesz fel. A nu-
merikus integralashoz a Gauss-Lobatto kvadraturat hasznaljuk, amelynél az integraldsi
tartomany két széle (-1 és 1) is integréldsi pont. A legkisebb négyzetek maédszere kozelité
modszer, ezért elvileg elofordulhat, hogy x° kiszamitasa utdn a C' tartomany két hataran
a kopas nem lesz nulla. Mivel a G tartomanyon 1évé szomszédos elemeknél mar nem
szamoltunk kopast, a kontur alakjat leird r° polinomokbdl allé fiiggvénynek a C és G
hatardn szakadasa lenne. Az alakfiiggvényeket azonban szakaddsokat nem tudnak leirni,
ezért oszcillaciok lépnének fel. Hasonléan a C' tartomanyon 1évé két szomszédos végeselem
kozos csomdpontjaban sem kaphatunk két kiillonbozo értéket a paraméterekre. Az igy ke-
letkez6 szakadésok illetve oszcillaciok elkertilése érdekében az x° kiszamitasa soran el
kell irni, hogy a C tartomény szélén a testek ne kopjanak, tovabba biztositani kell a C
tartomanyon a kontur folytonossagat. Ezt a kovetkezo egyenlet szemlélteti:

100/0 - - - - 0]0 . 2(R)
0[AS 0 1 be
0 .
| A NIBIES bs
‘ —| = . (2.33)
. ;
: 0
A e
0 %0 X6 bs
00 - 0[0 01 2(R%)
A° X b*
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ahol Af, A5 ... Ag az e-edik test C' tartomanyan 1évo végeselemekhez tartozé almatrixok
az A° matrixban, az x{, X5 ... Xg az e-edik test C' tartomanyéan 1évé végeselemekhez
tartozo alvektorok az x° vektorban és b;, by ... b} az e-edik test C' tartomanyan 1évé
végeselemekhez tartozo alvektorok a b® vektorban. Az X° vektorban gy rendeztiik el a
paramétereket, hogy pont az elsé és az utolsé paraméter tartozzon a C' tartomany két
széléhez. Itt két esetet kell elkiilonitentink: 1. amikor a fels6 test paramétereit szamoljuk,
akkor az R{: és Rf helyeken vett értékeket kell a b® vektorba irni, 2. amikor az als6 testet
vizsgéljuk, akkor pedig az R és R helyeken vett értékeket kell a b® vektorba frni. Ha
az A° matrix elsé és utolso sorat illetve oszlopat kinullazzuk és a féatloban 1évo helyekre
egyet irunk, tovabba a b® vektor elsd illetve utolso eleméhez beirjuk a megfelelé Ry, Rg , Rj

illetve Rf helyeken vett értékeket, akkor az x° vektor elso illetve utolsé eleme is biztosan

az Ry, Rf , R illetve R;c helyeken vett értékek valamelyikét fogja felvenni, és nem fog
megjelenni az egyenletrendszer tobbi egyenletében ismeretlenként. Azokon a helyeken,
ahol két szomszédos végeselem kozos csomépontjanak megfelelé paraméter helyezkedik
el, az A7 almatrixok és b{ alvektorok (i = 1,2,...,6) egymasba lognak, pontosabban a
megfelelo elemeik 0sszeadddnak. fgy az egyenletrendszerben csak egyszer fog el6fordulni
a két paraméter.

Meg kell jegyezniink, hogy a szamitast masként is elvégezhettiik volna. Mivel a
csomoéponti paraméterek a csomopontok r és z koordinatait jelentik, ezek meghatarozasahoz
nincs sziikség a legkisebb négyzetek modszerére. A tobbi paraméter kiszamitasa azonban
mar a legkisebb négyzetek moddszerével torténik. Mivel a csomépontok koordinatai is-
mertek, az alak kozelitésénél egymastdl fiiggetlen gorbedarabokat kell meghatarozni (1dsd
a2.4. abra). fgy a (2.33) egyenletrendszer szétesik hat darab fliggetlen egyenletrendszerre.

a. b.

2.4. abra. A feliillet alakjanak meghatarozasa: a. a csomoépontokban kozvetleniil a
geometriai adatokbdl, az oldallal kapcsolatos paraméterek értékei a legkisebb négyzetek
modszerével, b. mindenhol a legkisebb négyzetek modszerével.

Ha ezt a modszert haszndlnank, a szamitas egy kicsit egyszertisodne, azonban a feliile-
tek alakjaban toréspontok jelennének meg, mint ahogy azt a 2.4. a. dbra szemlélteti. A
valésagban a kopasnal nem keletkeznek a feliileten toréspontok, ezért ezzel a mddszerrel
pontatlansidgot vinnénk be a szamitasba.

Az A¢ feliileten négy-négy kis méretli végeselem helyezkedik el. Néhany idélépés
utan a kopas hatasara jelentos mértékben valtozhat ezen végeselemek alakja, akar ,.el
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is fogyhatnak”. Hogy ezt megakadélyozzuk, a végeselem halénak a test belsejében 1év6
csomoépontjait a kopasnak megfelel6 mértékben arrébb helyezziik, igy biztosithatjuk a
végeselemek méretének kozel valtozatlansagat.

2.5. Egy szampélda

A kovetkezdkben nézziink egy szampéldat a kopas szamitdsara. A vizsgdlt testek legye-
nek ugyan azok, amelyeken az 1. fejezetben az érintkezési feladatot oldottuk meg. A
szamitashoz az 1.9. pontban megadott méreteket, anyagallanddkat és peremfeltételeket
fogjuk ismét felhaszndlni, és a kopds figyelembevétele miatt 1j anyagallanddkat és pe-
remfeltételeket is bevezetiink. A testek elvileg kiilonboz6 anyaghdl is késziilhetnek, ezért
a felso és also testek kopasi tényezojét 1 és 2 indexekkel fogjuk jelolni. A k, kopési

mm
tényezd értéke kozelitleg 1072 és 1078 ~ kozott valtozhat. Mi a szamitds soran

me

ki = k2 = 0,00002
integralasahoz hasznalt konstans értékét 3 = 0,66-ra valasztottuk.
Az 1.9. pontban megadott peremfeltételek mellett még a kovetkezoket kell figyelembe

értékil kopasi tényezovel szamoltunk. A (2.11) képletben a (2.3)

venniink. Az alsé testet ¢ irdnyban rogzitjiik, a fels6t pedig w = 5— szogsebességgel
s

megforgatjuk a z tengely koriil. A feladat tengelyszimmetrikus, ezért elegend6 csak
az 1.14. abran lathato peremfeltételeket el6irnunk. Az w szogsebességet a kopas szamitasa
soran a (2.3) képletben vessziik figyelembe, ahol a testek érintkezé feliileteinek adott pont-
beli relativ sebességét a v = wr Osszefliggéssel szamitjuk ki. Az érintkezési és kopasi
folyamat erds nemlinearitdsa miatt nem vélaszthatunk akarmekkora idélépéseket. Na-
gyobb id6lépés vélasztasa esetén a p-verzios végeselemek érzékenysége miatt az elmoz-
duldsmezében oszcillacidk 1épnek fel. A (2.15) képletben a kopas a At id6lépés, a k,
kopasi tényezd, a v; relativ sebesség és a p,; érintkezési nyomads szorzatatol fligg. Az
utobbi harom elére adott, vagy a szamitas soran kapott érték. Az id6lépés nagysagat
mi hatarozhatjuk meg. A tapasztalatunk alapjan a fenti adatok mellett a At < 0,0001s
valasztasa esetén még nem lépnek fel oszcillacidk, ezért At = 0,0001s id6lépéssel fo-
gunk szamolni. A szamitasok elvégzésére tovabbra is a sajat fejlesztési, C nyelven
irt programot hasznaljuk. Az altalunk vizsgalt iddintervallum 0.16 s volt. A kopas
szamitdsa sordn a (2.15) képlettel leirt iteraciét alkalmaztuk, amelynek a (2.16)-ben meg-
adott hibahatarat 7, = 107%-ra vettiik. A 2.5. dbrdn lathaté a kopott feliiletek alakja.
Csak minden szazadik id6lépéshez tartozo alakot rajzoltuk meg, és az dbrat a z tengely
iranyaba megnyujtottuk, hogy jobban lathaté legyen a kopasi folyamat. A 2.6. abran
a 2.5. abra két részletét nagyitottuk ki. Az alsé és a felsd testen az érintkezési tar-
tomany bal oldali hataranak vandorlasat figyelhetjiikk meg, amint egyre nagyobb feliileten
kovetkezik be kopas. A 2.7. dbran az érintkezési nyomasokat dbrazoltuk az r koordinata
fiiggvényében. Az abran most is csak minden szazadik id6lépéshez tartozé nyoméseloszlas
lathaté. A 2.8. dbran kinagyitottuk a 2.7. dbra nyomaseloszlas fiiggvényeit az érintkezési
tartomany jobb oldali hatardanak kornyezetében. Megfigyelhetd, hogy a kopas hatasara
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2.5. abra. A lekopott testek alakja

csOkken a maximalis nyomads értéke, és a nyomas felfutdsa az érintkezési tartomany
hataran egyre meredekebb lesz. Ahogy haladunk elére az idében, egyre tobb anyag ko-
pik le a testekrdl, igy kevésbé novekszik az érintkezo feliiletek nagysaga. A 2.9. abran
a peremfeltételek teljesiilését vizsgaltuk meg. Egy koordinata rendszerben abrazoltuk a
testek kozotti hézagbdl és a bilintetoparaméterbdl kaphatéd p, = —c,d™, valamint az el-
mozdulasmezé derivaltjaibdl szarmazo o, = —n. - T - n. felileti fesziiltséget. A két
nagyitason jol latszik, hogy a két gorbe alig tér el egymastol. Az eltérés oka foként az
lehet, hogy a o, fesziiltséget a derivalds miatt alacsonyabb fokszamu polinomokkal irjuk
le, masrészt az érintkezési tartomany hatdran a nem analitikus pont miatt oszcillaciok
1épnek fel az elmozdulasmezoben. Az eredményeket a 2.1 tablazatban foglaltuk ossze. A
tablazat elsé oszlopaban a vizsgalt idopont szerepel. A masodiktdl az 6todik oszlopig az
érintkezési tartomany hatarat tiintettiik fel, sorrendben az érintkezési tartomany bal ol-
dali hatéra a fels6 testen (R{; ), az érintkezési tartomdny bal oldali hatara a alsé testen
(Ry), az érintkezési tartomany jobb oldali hatéra a felsé testen (Rj ), az érintkezési tar-
tomany jobb oldali hatdra a alsé testen (R7). A hatodik és hetedik oszlopokba a p, és oy,
fesziiltségekbol szamitott, feliilleteket Gsszenyomo erdt irtuk be.

F,= /pn dA és F, = /andA (2.34)
Ae Ac

Egy id6lépésen beliil a két érték kozotti kiillonbség 1500N kortilinek adodik, ami az

F, - F,
ep = L 100% (2.35)
p
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2.6. abra. A kopott feliiletek alakja az érintkezési tartomany hataranak kornyezetében.

osszefiiggéssel szamolva durvan ep = 0,3%-os eltérésnek felel meg. Végiil a nyolcadik
oszlopban a feliiletek kozti tangencidlis er6 lathato.

T, — / rdA (2.36)
Ac

ahol 7, = t.- T - n.. Ennek értéke elvileg nulla kellene hogy legyen, mivel az érintkezési
feladat megoldasanal a (2.10) alatti relativ sebesség miatt a 7,., fesziiltséget elhanyagoljuk.
Az eltérés nagysagrendileg egyezik az I, — F, hibaval.

2.6. Tudomanyos eredmények

A 2. fejezetben a kopasi folyamat modellezésével foglalkoztunk. A szamitdsok elvégzéséhez
tovabbra is p-verzids végeselem-modszert alkalmaztunk. A szamitdsokat teljes egészében
sajat fejlesztésii szamitoégépes programmal végeztiik. Feltételeztiik, hogy a kopas Ar-
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2.7. dbra. Az érintkezési nyomas eloszldsa az r koordinata fiiggvényéban. Az abran csak
minden szazadik id6lépéshez tartozé nyomaéseloszlast rajzoltuk meg.

chard kopasi torvénye szerint megy végbe. Az 1j tudomanyos eredményeket a kovetkezo
pontokban foglaljuk ossze:

1. A testek kozott kialakuld kopds miatt az érintkezd feliiletek alakja valtozik. En-
nek leirdsara szolgalé Legrende polinomokat felhasznélé sorbafejtés egytitthatéit a
legkisebb négyzetek modszerével hatarozzuk meg biztositva a ténylegesen kialakuld
érintkezési tartomany széli kopas eltlinését és ezzel a kopasi alakot leird fiiggvény
oszcillacié mentességét. A kopas a végeselemes haléo modositasat okozza.

A végeselem halét a kopasnak megfeleléen modositani kell. A kopasértékek
az érintkezés-elvallas feltételének ellendrzése céljabdl diszkrét pontokban, neve-
zetesen az érintkezd elemek integraldsi pontjaiban (Lobatto pontok) keriilnek
kiszamitasra. A testek geometridjat a Legendre polinomokat is felhaszndald
alakfiiggvényeken keresztiil irjuk le illetve kozelitjiik. A mddositast csak azon a
peremszakaszon végezziik el, ahol a feliiletek ténylegesen Osszeérnek, azaz kopas
tortént.

2. Az idOben nemlinedrisan lejatsz6do kopési folyamatot idolépésenként alkalmazott
bels6 iteracidéval oldjuk meg a kopasi kiilonbségekre eloirt korlat betartasaval. Az
id6lépés maximalis értéke numerikus kisérletek alapjan nyer meghatarozast {2},

{3}, {8}.
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2.8. abra. Az érintkezési nyomds eloszlasa az érintkezési tartomany hataranak kornye-
zetében.

A kopasi folyamat nemlinearitasa miatt egy id6lépésen beliil iteraciékat alkalma-
zunk a kopas szamitasara. Az iteracion beliil megoldjuk az érintkezési feladatot,
majd a nyomadseloszlds ismeretében kiszamitjuk a kopast. A kopott feliilettel
ujra megoldjuk az érintkezési feladatot, és tjra kiszamitjuk a kopdast az eredeti
feliileten. Ezt addig ismételjiik, amig két egy mast koveto iteracios 1épésben ka-
pott kopas kiilonbsége egy elére adott hibahatar alda nem csokken. Az id6lépés
nagysagat nem valaszthatjuk meg tetszolegesen, til nagy idolépések esetén osz-
cillaciok léptek fel az érintkezési feladat megoldasa soran az elmozduldsmezében.
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2.9. dbra. A szamitas soran kapott p, érintkezési nyomads és az elmozdulas mez6 de-
rivaltjaibol kapott o, fesziiltség 0sszehasonlitésa.

2.1. tablazat.

i ' ' ' ' ' ' '
1082 108.25 1083 10835 108.4 10845 1085 108.55 1(

’ t[s] ‘ R{: [mm] ‘ R} [mm] ‘ R; [mm]|

£, NI

| AN [ TN |

0.01

92.825413

92.825412

107.246754

107.246755

616323.52

617829.88

1697.99

0.02

92.702867

92.702865

107.380044

107.380045

607018.12

608572.25

2302.88

0.03

92.613479

92.613478

107.475908

107.475909

597931.10

599512.00

2386.50

0.04

92.536440

92.536439

107.558031

107.558033

589026.54

590632.09

2124.90

0.05

92.467077

92.467076

107.631526

107.631527

580295.99

581913.34

2019.45

0.06

92.403378

92.403377

107.698701

107.698702

571730.73

573345.59

2000.92

0.07

92.344117

92.344116

107.760892

107.760893

563321.64

564921.07

2003.03

0.08

92.288486

92.288485

107.819180

107.819181

555059.68

556633.13

2003.31

0.09

92.235922

92.235921

107.873895

107.873896

546936.66

048476.20

1990.65

0.10

92.186069

92.186067

107.925869

107.925870

538945.93

540446.02

1972.92

0.11

92.138473

92.138471

107.975279

107.975280

531081.21

232538.46

1947.37

0.12

92.092950

92.092949

108.022394

108.022395

523338.71

524751.06

1911.37

0.13

92.049286

92.049284

108.067466

108.067467

515714.48

517081.01

1870.54

0.14

92.007402

92.007401

108.110687

108.110688

508205.50

209526.00

1825.96

0.15

91.966910

91.966909

108.152202

108.152203

500808.39

502083.75

1776.11

0.16

91.927909

91.927908

108.192181

108.192182

493521.31

494752.38

1726.88
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3. fejezet

A hovezetés

Az érintkezési feladatot és a kopasi folyamatot eddig sikeresen modelleztiik a p-verzids
végeselem-modszerrel. Az érintkezési feladat megoldéasa egy pillanatnyi éllapotot jellem-
zett, a kopds szamitasa pedig egy hosszabb idobeli folyamatot. Eddig a kopas szamitasanal
nagyvonalian elhanyagoltuk a keletkezett hét. Pedig ahol surlédés van, ott ho is ke-
letkezik. Stromberg [33] azt is kimutatta, hogy a kopds hatédséra is keletkezik hé az
érintkezo feliileteken. A keletkezett h6 miatt a vizsgdlt testek melegedni kezdenek. Ez
a homérséklet valtozas a hétdgulds miatt akar jelentosen befolyasolhatja az érintkezési
feladat megoldasat, és ezen keresztiil az egész kopasi folyamatot.

Ebben a fejezetben a hévezetés szamitdsanak az érintkezési feladattal és kopasi fo-
lyamattal kapcsolatban felmerilé problémaéival foglalkozunk. A hévezetés egyenletének
felirasat és annak végeselemes diszkretizaldsat a szakirodalombdl ismert médon végezziik
el [35, 14]. A nehézség abbdl ered, hogy a végeselem halé médositdsa utdan az 1j hélén
a régi halon kiszamolt, de az 1j hdléra még at nem helyezett homérséklet mezovel kell
szamolnunk. A probléma megolddsa megtalalhat6 az [31]-ben és a [32]-ben is.

3.1. Célkituzések

Az értekezés ezen fejezetében a hévezetési feladatot szeretnénk megoldani p-verzids véges-
elem-modszerrel. Az elvégzendé feladatot a kovetkez6 célkitlizésekben foglalhatjuk Ossze.

1. A hovezetési egyenlet felirdsa, a peremfeltételek megfogalmazasa.
2. A hovezetés egyenletének gyenge alakban torténo megfogalmazasa.
3. A végeselem diszkretizacio elvégzése.

4. Eljaras kidolgozéasa, amely segitségével a homérséklet paraméterek atszamithatok
egyik végeselem halorél a masikra.

5. Szamitogépes program készitése, amely segitségével a homérséklet paraméterek atsza-
mitasat el tudjuk végezni.
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3.2. A hovezetés egyenlete

A tovabbiakban is az 1. fejezetben szerepl6 gytiru alaku testeket fogjuk vizsgalni, viszont a
targyalasra keriil6 egyenletek érvényesek tetszoleges alaku testekre is. Feltételezziik, hogy
hovezetés szempontjabol a vizsgalt testek homogén és izotrop tulajdonsiguak. Feltételez-
ziik tovabba, hogy a vizsgdlt homérséklet tartoményban a testek hévezetési tényezdi,
a fellileti héatadési tényezdk, a testek fajhdi és stirtiségei dllandok. A vizsgalt testek
helyezkedjenek el a V; és Vs térbeli tartomanyokban, amelyeket az A' és A? feliiletek
hatérolnak (lasd 3.1. dbra). Osszuk a testek feliiletét két részre. Jelolje AS (e = 1,2) a

Al
Vl
A2
ﬁ2
VQ
)

S

3.1. dbra. A vizsgdlt V! és V? térfogatti testek feliiletét két tartomdnyra osztottuk fel.
Az Al illetve A? feliileteken a testek egymdssal érintkeznek, az Al illetve A2 feliileteken
pedig a kornyezetiikkel.

feliilet azon részét, amelyen a két test érintkezik egymassal. Az érintkezés pillanataban
nyilvan Al = A2 A surlédés hatdsara keletkezett hd az A¢ feliileten keresztiil fog a
testekbe folyni, és a két test ezen a feliileten tud egymasnak hot atadni. Feltételezziik,
hogy a testek csak az érintkezo feliileteiken keresztiil cserélnek hét, az egyéb tton torténo
hécserét (pl. sugdrzas utjan) elhanyagoljuk. Jelolje AS (e = 1,2) a feliilet azon részét,
amelyen keresztiil a testek a kornyezetiikkel tudnak hot cserélni. Igaz az, hogy A U
A¢ = A° és AN AS = (). Egy tetszOleges iddpillanatban a testekben kialakulé T'(7,t)
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hémérséklet eloszlast a hdvezetés differencidlegyenletével tudjuk meghatarozni:
pectTe(r,t) = V - (K°VTe(7, 1) + Q° (3.1)

Ahol r a test egy pontjanak a helyvektora, p® az e-edik test stirlisége, ¢¢ az e-edik test
fajhoje, k¢ az e-edik test hdvezetési tényezbje és Q¢ pedig az e-edik testben keletkezett
hé. A T¢(r,t) hémérséklet mezének ki kell elégitenie a kovetkez6 kezdeti feltételt:

T¢(r,0) =T5(r) reVe (3.2)

és peremfeltételeket:
ge = —k°VT (7, t) - n = ¢}, (r, 1) + ¢, (7, 1) re A (3.3)
qs = —k°VTe(r,t) - n® =g (r,t) r e A (3.4)

ahol T§(r) a kezdeti hémérséklet eloszlds a testekben, m® a testek A° feliiletébél kifelé
mutaté normalis egységvektor, ¢¢ az e-edik test A¢ feliiletén 1évé hofluxus, ¢f pedig az
e-edik test A¢ feliiletén 1évé hofluxus. A ¢f hofluxus két részbdl all. Az els6 része a
surlédésbdl és kopasbdl keletkezd hét tartalmazza. Stromberg szémitdsa alapjan [33]:

Qpra(T31) = —CpBlkypa(r, 1) + ppu(r, t)]u(r, 1) (3.5)

és
Gfra(T,) = —cp(1 = B)kgpal(r, ) + ppa(r, )]v(r, 1) (3.6)
ahol p a surlodasi tényezo, k¢, a kopasi tényezo, cp kisérleti uton meghatarozhaté konstans
(cp < 1). Megmondja, hogy a strlédasi teljesitménynek hany szézaléka alakul hové. A

a
b=ara
mésik testbe (0 < 3 < 1) [34]. Az a' és @* a testek és a kornyezet kozotti feliileti hdatadési
tényezét jelentik. A (3.5)-ben és a (3.6)-ban v(r,t) és p,(r,t) jeloli a testek relativ
sebességét és az érintkezési nyomést a r € A, helyvektori pontban és a ¢ idopillanatban.
A ¢ hofluxus masodik része abbdl szarmazik, hogy a két test AS feliileti hémérséklete
ugyanabban a pontban kiilonbozhet, vagyis a homérséklet mezonek szakadéasa lehet az

A¢-n. Az ebbdl ered6 héfluxus a kovetkezo lesz:

Gea(r t) = G(T°(r, 1) = T (1, 1)) (3.7)

meghatarozza, hogy a keletkezett h6 mekkora része folyik az egyik illetve a

ahol & a testek kozotti feliileti héatadasi tényezo, e és e* pedig a testek sorszama. Ha
e =1, akkor e* = 2 és ha e = 2 akkor e* = 1. A testek az A¢ feliiletiikon keresztiil hot
adnak le a kornyezetiiknek. Az ebbdl ered6 hofluxus az A¢ feliileteken a kovetkezd lesz:

qso = (’I‘,t) = O_‘E(Te(rvt> - TOO) (3'8)

ahol a¢ a testek és a kornyezet kozotti feliileti hoatadasi tényezo, T, pedig a kiilsé kornye-
zet hémérséklete. Az AS és A¢ feliiletek pontos elhelyezkedése és nagysaga az érintkezési
feladat megoldasaval hatarozhaté meg.
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3.3. A hovezetési feladat gyenge alakja

A (3.1) differencidlegyenletet, beleértve a (3.2)—(3.4) alatti kezdeti- és peremfeltételeket is,
végeselem-moddszerrel szeretnénk megoldani. Ehhez el6szor is fel kell irnunk a hévezetés
egyenletének gyenge alakjat, amelyet (3.1)—(3.4)-bél a Galerkin médszer alkalmazasaval
kaphatunk meg. Szorozzuk meg (3.1)-et egy ©¢ = ©°(r,t) (r € V) fiiggvénnyel, amelyet
virtudlis homérsékletnek fogunk nevezni, és amely ugyan azoknak a peremfeltételeknek
tesz eleget, mint a T°(r,t) témérséklet mezd. Integraljunk az igy kapott egyenletet a
VU V? térfogaton:

2
T = 2 / (p°cTe — V - (k°VT®) — Q°)0%dV =0 (3.9)
=y

Alakitsuk at a zardjelben 1év6 kozépsd tagot:
[V - (k°VT9))0° =V - [(k°VT*)O°] — k°VT* - VO°© (3.10)

A (3.10) jobb oldalén 4ll6 elsé tagra alkalmazzuk a Gauss tételt:

/V [(RVT®)O)dV = /(k:eVTe) -nO°dA (3.11)

Ve Ae
Ezzel (3.9)-t a kovetkez6 alakban irhatjuk:
2 .
Z /peceTe@edV + /qfl@edf + /keVTe'V@edV — /Qe@edV =0 (3.12)
= VE

L lye

4

Ae Ve

ahol ¢ = —k°VT* - n® a hofluxus vektor A° felilletre merdleges Gsszetevojének nagységa,
amely pozitiv, ha a ho kifelé folyik a testbol. Az A¢ és A¢ feliileteken keresztiilfolyé hot
a (3.3)—(3.4) peremfeltételekben irtuk elé. A bels héforrasok nincsenek a rendszerben,
ezért Q¢ = 0. Helyettesitsiik ezeket be a (3.12)-be, és fejtsiik ki az Gsszegzést:

/plclTl@ldV +/ E'VT-veldv +/ a'(T" — Ty )O'dA — /cDﬁ(k:ju(pn)? + ppy )OO dA+

\7e! 7g! Al Al
+ / a(T' — T?)O'dA + /p2c2T2@2dv + /k:2(VT2~V®2)dV+
Al V2 V2
+ / GA(T? — T,)0%dA — / en(1 — B)(K2 (pa)? + pipa)vO2dA + / G(T? — TY)OdA = 0.
A A2 A2

(3.13)
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3.4. Végeselemes diszkretizalas

Az (3.1) egyenlet a (3.2)—(3.4) feltételek mellett tetszéleges alaki tartomanyokra nem tud-
juk analitikus médszerekkel megoldani, ezért kozelité médszereket kell alkalmaznunk. A
homérséklet mezo fliggvénye az r helyvektornak és a t idének. A hémérséklet mezé helytol
valé fiiggésének meghatarozasahoz végeselem-moédszert fogunk hasznalni. Az id6tdl vald
fliggés meghatarozasahoz véges differencia modszert alkalmazunk. A matematikai leirds
egyszerusitésének kedvéért a tovabbiakban hengerkoordinatédkra tériink at. A hovezetési
feladatot, hasonldan a rugalmassagtani feladathoz kétdimenziés matematikai modellel
irjuk le. Ez azt jelenti, hogy az alakfiiggvények csak az r és a z koordinatdktdl fognak
fliggeni. A hémérséklet mezot a kovetkezo alakban kozelitjiik:

T¢(r,t) = N°(r, 2)t°(¢) (3.14)
Részletesebben kiirva:
[ Ty(t) 1°
Ty ()
| T
T¢(r,t) = [ Ni(r,z) Na(r,z) Ns(r,z) --- Nu(r,2) ] : (3.15)
| T (1) |

Az N alakfiiggvények csak a helykoordinatatol fliggnek, a T' paraméterek pedig fliggvényei
az id6ének. (3.14) és (3.15)-hez hasonléan kozelithetjitk a ©¢ virtudlis hémérsékletet is.

O°(r, 1) = N°(r, 2)0°(t) (3.16)

Helyettesitsiik be (3.13)-be (3.14)-t és (3.16)-t. Hengerkoorninata rendszerben az infini-
tezimalis térfogatelemet dV = rdrdpdz alakban irhatjuk, ahol r a Jacobi determinans.
Mivel az (3.13) integranduszai fiiggetlenek p-tél, ezért a ¢ szerinti integralast el tudjuk
végezni.

( ﬁlTaNlT ON' ﬂlTaNlT ON?

0=2r / Pt NN rdrds + / k!

or Or 0z Oz

t1> rdrdz+

1 178!

+ / a9 NNt T )rds— / epB(kL (pn) 2+ ppn) o9 N rds+ / a9 NNt - N2¢2)rds | +

Al Al Al

: N2T oN2 N2T oN2
+or /p202192TN2TN2t2rdrdz+ / g 92T N ON o | e ON 0
or Or 0z 0z

t2> rdrdz+
/2 V2

+ / a29? N2 (N2t2— T, )rds— / cpB(E2 (pn) >+ ppn ) 09> N*T rds+ / a2 N2 (N2 - Nt )rds
A2 A2 A2

(3.17)
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Az integréldsi tartomdnyok jelolésénél a felillvonds arra utal, hogy a ¢ szerinti integralds
elvégzése utan a V¢ mar feliileti integralast, az AS és AS pedig vonal menti integralast
jelent. Az infinitezimélis ds hosszt a ds = v/dr? + dz? képlettel szamolhatjuk ki. Vezessiik

be a kovetkez6 jeloléseket:

M = plc1 /NlTNlrdez M®? — pQCQ/NQTNQTdez
/! T T v T T
ON'! 8N1 ON'" ON! ON?" ON?  ON?' ON?
= drdz K k2 drd
< 0z 0z raraz / or 8r+8z 0z raraz
Vi V2
_ =1 1T ng1 ~(2) 9 2T 72
—a/N N-rds C a/N N-rds
A A2
CcW = éz/N1 N2rds Cc® = d/N2 Nlrds
Al A2
(1) #(2) 2 2 oT
' =c ﬂ/ (pn)? + o) VN Lrds " =cp 1—5)/(kw(pn) + ppn) VN rds

A2

(3.18)
Az egyszeriiség kedvéért a kiils kornyezet hémérséklete legyen 7o, = 0°C. Ez a feltevés
az altalanossdgot nem korlatozza, mivel a hévezetés (3.1) egyenletében csak a hémérséklet

véltozasok (derivaltak) szerepelnek, a hémérséklet skéla nullpontjat mi szabhatjuk meg.

Azokra a végeselemekre, amelyeknek egy oldala sem esik az A¢ feliiletre, a C© 6 f’(e)

integrélok nullaval lesznek egyenloek. Hasonldéan nulldt ad a C(e)—t definial6 integral, ha
a végeselem nem az A¢ felilleten helyezkedik el. Az (3.18)-ben definialt jelolésekkel az
(3.17) egyszer(ibb alakban frhaté:

9! <M(1){;1 i K(l)tl + C(l)tl +é(l)tl _é(l)tQ B f'(l)> n
~ = 1
o (M(W + K782 4¢P 4O —CO! - f(2)> —0 (3.19)

A ©! és ©? virtudlis hémérsékletek fiiggetlenek egymadstdl, hiszen kiilonbozé testekhez
tartoznak, értékiik pedig tetszéleges nagysagui lehet. Ezért a (3.19) egyenlet bal oldala
csak gy lehet nulldval egyenld, ha a zardjelekben szerepld kifejezések nullaval egyenléek.

MO+ K(l)tl . C(l)tl +(:3(1),51 _é(l)tQ B f.(l) _ 0o

. . 2
M2 4 KP¢2 4 ¢z 1 6@¢2 _¢@ —FY = (3.20)

A két test az A¢ feliileten kolcsonhatdsban van egymassal, ezért az egyenletek nem lesznek
fliggetlenek egyméstol. A (3.20) egyenleteket osszevonva kapjuk a kovetkezot:
K'Y+ ¢ +co ¢

mM® o T 1E + A 0 (3.21)
0 M®| | c»  KP4+c% e 2] [§? '
A\ 7 AN N ;

M i K t f

=

78



A (3.21) egy elsérendii kdzonséges differenciél egyenlet, kézelité megoldasahoz az igyneve-
zett ¥-mddszert fogjuk haszndlni [14]. A diszkretizdcié elvégzése utdn a hémérséklet
eloszlast idolépésenként tudjuk meghatarozni.

t{nt1} _ ¢{n}
M-—

A TRE 4 (1)) - WE L -ty =0 (3.22)

A (3.22) egyenletben a kapcsos zérdjelben 1évé felsd index az id6lépések sorszamat jeloli.
A 9 értékére egy 0 és 1 kozotti szamot kell valasztanunk. A o vélasztasatol fiiggben nem
mindegy mekkoranak vélasztjuk az id6lépéseket [14]. A ¥ = 0 véalasztds az dgynevezett
explicit sémat eredményezi. Ennél az esetnél a At idélépésnek a kovetkezd feltételt kell
kielégitenie ahhoz, hogy a megoldas numerikusan stabil legyen:

2
At < — (3.23)
Ai
ahol )\; a
Mt +Kt=0 (3.24)

altaldnositott sajatérték feladat sajatértékeit jelenti. Mivel a (3.23) feltételnek barmely
sajatértékre teljesiilnie kell, elég csak a legnagyobb \; sajatértéket megkeresni. A v =1
valasztasa esetén implicit sémarol beszéliink. Ennél a numerikus stabilitds nem fiigg az

id6lépés nagysagatol. A 0 = 3 esetet centralis vagy Crank-Nicolson sémanak hivjdk.
Ez szintén feltétel nélkiil stabil, és mig az el6z6 két séma elsé rendben pontos, addig az

utébbi mésod rendben pontos médszer. Altaldnos esetben elmondhaté, hogy a 0 < ¢ < 5

valasztas esetén a séma a

1—29

1
feltétel teljesiilése esetén stabil, mig ¥ > 3 esetén feltétel nélkiil stabil.
Rendezziik at az (3.22) egyenletet a kovetkezd alakra:
(M+AHKY) $ ) (M= AR (1—9)t M + At " M 1 1—9)f™) =0 (3.26)

_,_/ . ~ v
K t f

Az f vektor csak az n-edik id8lépés hémérséklet eloszlasanak t{™' paramétereit tartal-
mazza. Az ti" értékét ismertnek tételezziik fel, és ebbdl kiindulva hatdrozzuk meg az
n + 1-edik idélépésben létrejovs hémérséklet eloszlas t"™1} paramétereit. Igy a (3.1)
differencial egyenlet megoldasat visszavezettik a

Kt = f (3.27)

linedris algebrai egyenletrendszer megoldésara. Miel6tt azonban nekiallnank megoldani a
feladatot, egy tdjabb problémat kell megoldanunk.
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3.5. Homérséklet paraméterek atszamitasa két vé-
geselem halé kozott

Térjiink vissza egy kicsit az 1. és 2. fejezetben targyalt problémara. Két egymassal
érintkez0, és egymason elcstszd (forgd) gytirti alaku test kopasi folyamatat vizsgaltuk
meg. A kopas hatasdra az érintkezo felilletek nagysaga idében valtozott. Az érintkezési
feladat megoldasa soran a végeselem halé egy csomépontjanak mindig az érintkezési tar-
toméany hatarara kellett esnie, hogy a megoldasban fellépd oszcillaciokat elkertiljiik. Ez
azt jelentette, hogy minden egyes id6lépésben mas és mas végeselem hélé sziikséges a
szamitas pontos elvégzéséhez. Ezt a feladatot most a hovezetés szamitasaval szeretnénk
kibGviteni, azaz szeretnénk figyelembe venni a sturlédas soran keletkezett hét és a hétagulas
okozta valtozast az érintkezési feladat megoldasaban. Az el6z6 pontban lattuk, hogy a
hovezetési feladat végeselemes megoldasa a (3.27) linedris egyenletrendszerre vezet. Az
egyenletrendszer jobb oldalan &all6 f vektor tartalmazza a n-edik idolépésben kialakult
homeérséklet eloszlast, mig a bal oldalon az n + 1-edik idolépéshez tartozé homérséklet el-
oszlas szerepel. A baj azzal van, hogy az fent emlitett okok miatt az n-edik és n + 1-edik
id6lépés paramétereit nem ugyanazon a végeselem hélon értelmezziik, az (3.26) egyenlet-
nek viszont csak akkor van értelme, ha benne azonos halén értelmezett paraméterek sze-
repelnek. A feladat tehat az, hogy a homérséklet mezét at kell szamitani egyik végeselem
hélordl a masikra (lasd 3.2. dbra). A probléma megoldasara szamos maddszer all rendel-

4j halé

régi halo

3.2. abra. A régi és az 1j végeselem halo egy lehetséges egyméashoz viszonyitott elhelyez-
kedése.

kezésre a szakirodalomban (f6ként képlékeny alakvéltozasok szamitasanal fordul el6 ha-
sonl6 probléma), viszont a megoldas dltalaban a h-verzids végeselem-médszeren alapszik.
A végeselem-mddszerben a magasabb foku approximdaciénak két megkozelitése létezik.
Az els6ben Lagrange polinomokkal irjék le a kozelitendé mez6t. A Lagrange polinomok
ugy vannak megkonstrualva, hogy a halé egyes csomoépontjaiban az értékiik zérus, kivéve
egyet, ahol értékiikk egy. Minden csoméponthoz tartozik egy olyan polinom, amelynek
értéke a kérdéses csomoépontban egy. fgy a polinomokhoz tartozé paraméterek mind a
csomoponti értékeket adjak meg. Lagrange polinomokat hasznalva a hémérséklet mezot
konnyen atszamithatjuk az 1j végeselem héléra. Meg kell hataroznunk az 1j csomoépontok
helyén a régi haldval szamitott hdmérséklet értékeket. Ezek lesznek az 1ij halé paraméterei,
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vagy csomoponti értékei. Erre lathatunk példat az [36, 37, 38, 39]-ben.

A masik megkozelitésben, amelyet mi is hasznalunk, a kozelité polinomokat Legendre
polinomokbdl konstrudljuk meg, mint ahogy az a 1.7 pontban meg is tettiikk. Fon-
tos kiemelni, hogy ezeknél a polinomoknal a paraméterek értékei nem egyeznek meg
a kozelitett mezo fizikai értékeivel. Mi négy csomoépontu végeselemeket hasznalunk,
de a kozelités fokszamatdl fliggden négynél akar joval tobb paraméter is tartozhat egy
végeselemhez. A paramétereket harom csoportba sorolhatjuk. Az els6 csoportban az
(1.63)-(1.66) alakfiiggvények helyezkednek el. Ezek kivételt képeznek, mert paramétereik
megegyeznek a kozelitett mezé csoméponti értékeivel. A mésodik csoportban a (1.67)-
(1.70) alakfiiggvények allnak. Ezek a végeselemek oldaléleivel kapcsolatos fliggvények, pa-
ramétereiknek nincsen fizikai jelentése, és nem kothetok csomoépontokhoz, vagy egyéb pon-
tokhoz. A harmadik csoportban 16v6 elemeket az (1.71)-(1.74) képletek definidljak. Ezek
a végeselem ,,belsejében” kiilonboznek csak nullatol, paramétereikhez szintén nem kotheto
semmilyen fizikai mennyiség. Ezek utan belathato, hogy az els6 megkozelitésben hasznalt
modszer itt nem mikodik. Megoldast jelenthet a legkisebb négyzetek modszerének al-
kalmazasa, amelyben linearis algebrai egyenletrendszer megoldasara vezetjiik vissza a
feladatot. Ezt a moddszert sikeresen alkalmaztak h-verzids végeselem-moddszerrel meg-
oldott problémak esetén, ahol biztositani kellett a lokélis vagy globélis egyensily fenn-
tartasat [40], vagy olyan esetekben, ahol kisebb méretii végeselemekrél kellett atszamitani
egy mez6t durvédbb felosztasi hélora [41]. Az emlitett cikkekben leirtakhoz hasonléan
prébaljuk megoldani a probléméat p-verzio esetére is.

A (3.26) egyenletben szereplé hémérséklet paraméterek t{™} és t{"+1} vektorai a kopas
szamitasa utani modositott halén lettek értelmezve, de nekiink az eredeti halon adott
hémérséklet paraméterek vektora all a rendelkezésiinkre, amit £ el fogunk jelolni.
Jelolje T1" az eredeti halén adott hémérséklet mezét, T1 pedig a médositott halén
adott homérséklet mezot. A legkisebb négyzetek mddszerével a kovetkezd alakban fogal-
mazhatjuk meg a homérséklet mezo két hald kozotti atképezésének feladatat:

- 2

/ [T{”}(r, 2) = T e )| drdz = min. (3.28)

(4)
Az A felillet a gytrik és az rz félsik metszetét jelenti. A tengelyszimmetria miatt a
hémérséklet mezo csak az r és a z koordinaték fiiggvénye lesz, az (1.63)-(1.74) alakfiiggvé-
nyek valtozdi viszont a £ és n lokalis koordinatdk. Hogy az integralédst el tudjuk végezni,
at kell térniink a lokalis koordindtédkra. Ez azt jelenti hogy az (3.28) képletben megjelenik
a Jacobi-determinans is:

L or 0z
- 2] 06 0

/ / [N(gme™ = N(E )™ % ey = min. (3.29)
o 0z
-1 -1 87’] 877

Az eredeti hélén a (€, ) koordinétéji pontoknak megfelelé pontokat (€, 77) koordinétéakkal
jeloltiik. Az integraldst Gauss kvadraturaval végezziik el. Ehhez ismerniink kell a hémér-
séklet mez6 értékeit a Gauss pontokban. A hévezetési feladatot az 1j végeselem halén
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szamoljuk, az 10j végeselem hélén 1évé (€,n) koordinatdju Gauss pontok azonban nem
esnek egybe az eredeti halén 1évé Gauss pontokkal.

Az é és n kiszamitasa a kovetkez6 modon torténik. El6szor hatérozzuk meg az r
és z globdlis koordindtédkat. Ehhez sziikségiink lesz a (2.21)-ben szereplé x vektorra,
amely az eredeti halo geometridjat irja le, tovabba tudnunk kell, hogy melyik végeselemen
szamolunk. Ezek az adatok rendelkezésre allnak. A (2.21) segitségével az r és z globélis
koordinatak meghatdrozhaték. Ha ez megvan, akkor meg kell keresniink az r és z ko-
ordinataju pontot tartalmazd végeselemet az eredeti hélém, és ki kell szamolni a neki
megfelel6 §~ és 1 lokalis koordinatakat. A kereséshez nincs semmi tampontunk, elvileg
meg kellene vizsgédlni az Osszes végeselemet. Pontosabban addig kellene egymaés utan
megvizsgalni a végeselemeket, amig meg nem talalnank a r és z koordinataju pontot tar-
talmaz6 elemet. Erre [42]-ben lathatunk példat. Mivel magasabb fokszamui kozelités
esetén egy végeselemen beliil sok integralasi pontban kell szamolni, ennek a keresésnek a
hatékonysaga elég kicsi lenne.

A keresés felgyorsitdsara egy 1j, rekurziv algoritmus dolgoztunk ki. Elészor is 1étrehoz-
tunk egy adatbazist, amely tartalmazza minden egyes végeselem szomszédos végeselemei-
nek sorszamat. Minden végeselemhez négy sorszam tartozik, a négy oldalnak megfelelGen.
Ha egy végeselem a test peremén helyezkedik el, akkor a perem fel6li oldalhoz, amelynél
nincsen az elemnek szomszédja, nullat rendeliink. Ha ez megvan, akkor készitiink egy
listat az Osszes elemrdl, amelyben meg tudjuk jelolni a mar egyszer megvizsgalt elemeket.

Magasabb fokt kozelitésrdl 16vén sz6, nem tudjuk kifejezni a £ és 7 koordindtékat az r
és z koordinatakkal, mivel ez egy magasabb foku algebrai egyenlet megoldasat kovetelné
meg. A megoldast valamilyen kozelito modszer jelenti. Mi a Newton-Raphson maédszert
alkalmaztuk, amelyet a kovetkez6 egyenletrendszer ir le:

or(&, i) or(E, i)

: ; AG| ] ()
R eh N et I el B (3:30)
o o Afj z 2(€, 1)

ahol i az iteracidk szamat jelenti. Az (3.30) egyenletrendszer megolddsai a A& s A
szédmok lesznek. Ezeket hozz4 kell adni a & és 7j* érékeihez, hogy megkapjuk a kivetkezd
iteracio kiindulé értékeit: _ ~ _

§i+1 — éz + Afl

2 2 > 3.31
anrl — 771 + Anz ( )

Az iterdcié akkor 4ll le, ha teljesiil a AE' < Typ és A7 < Typ feltétel.

Az fent emlitett rekurziv algoritmus a kovetkez6 képpen miikodik. Induljuk el egy
tetszoleges elemtSl. Szamoljuk ki a (3.30) Newton-Raphson mddszerrel a € és 71 koor-
dinatakat. Ha valamelyik koordindta kiviil esik a [—1;1] intervallumon, az azt jelenti,
hogy a keresett (r,z) koordinatdjui pont nem ebben az elemben taldlhat6. Ekkor az ele-
met megjeloljitkk, hogy mar megvizsgaltuk egyszer. A kovetkezd megvizsgalandé elem az
el6z6 szomszédai koziil fog kikeriilni. Elsoként azt az elemet vizsgaljuk meg, amelynek
irdnyaba mutat az 1.8. 4bran ldthaté koordinédta rendszerben megrajzolt, (3.30) és (3.31)
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osszefiiggésekkel megkapott & és 7 koordinataju p vektor. Ha a vektor pont egy sarok-
ponton menne keresztiil, akkor a sarokpont melletti barmelyik elemet kivédlaszthatjuk. A
vektor altal kivalasztott elemre, Ujra elvégezziik az vizsgalatot, feltéve, hogy még nem
szerepel a mar megvizsgalt elemek listajaban. Ezt egészen addig ismételjiik, amig meg
nem taldljuk azt az elemet, amelynél a € és 7 koordinatak a [—1; 1] intervallumba esnek.
Ha az Osszes végeselem vizsgalata utdn még mindig nem jutunk eredményre, akkor azt a
€ és 7 koordinatat kell végeredménynek elfogadnunk, amely a legkisebb mértékben esik a
[—1; 1] intervallumon kiviil. Ez abban az esetben kovetkezhet be, ha a keresett pont éppen
a test peremén helyezkedik el, és az approximacié hibaja miatt kiviil esik az 1j végeselem
halé konturjan. Ezzel nagy hibat nem kovetiink el, viszont elkeriilhetjik az algoritmus
,,zsdkutcaba” jutasat. A fent vazolt modszert a 3.3. abra szemlélteti. Ha sikeriilt az al-

(€0) En) (€.n)
i \| /
v
T G
Eredeti halo Modositott hald

3.3. dbra. A P pont globdlis koordindtdi: (r,2). A lokdlis koordinatdk az eredeti végeselem
halén: (£,7), a médositott végeselem halén: (£, 7). Az eredeti hdlon nyilak jelzik a keresés
menetét, amennyiben a bal fels6 elemtél indulunk.

goritmus végigszamolni, eredményként megkapjuk a kopas elotti végeselem halon az r és
=z koordintaknak megfelels elem sorszamat, valamint a & és 7 lokalis koordindtdkat. Az
algoritmus kiilonosen gyors lehet abban az esetben, ha egy elemen beliil sok ponthoz ke-
ressiik meg a & és 7 lokdlis koordinatdkat, ugyanis ha mindig az el6z6ekben megtaldlt
végeselemet vessziik az 1j keresés kiinduld elemének, az esetek nagy tobbségében gya-
korlatilag egy lépésben megkapjuk a keresett elemet az eredeti hdlén, és a hozza tartozé
lokalis koordinatakat.

Most hogy mér ismerjiik a & és 7 lokdlis koordindtakat, és a hozzdjuk tartozé végesele-
met, visszatérhetiink a (3.29) kiszamitdasdhoz. A (3.29) értéke akkor lesz minimalis, ha a
t{"} métrixban 16vé paraméterek szerinti elsé derivaltjai mind nulldt adnak eredményiil.
Végezziik el a derivalasokat, és vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:

1 1
or oz
A= / / NT(f,n)N(f,n)‘ % ‘dﬁdn, (3.32)
on On
15
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és
11

or oz
b= / / NT(e, mNEME™ | % 'dﬁdn (3.33)
on On
—1 —1

A kovetkezo linedris algebrai egyenletrendszert kapjuk eredménytil:
At =b (3.34)

Az igy kapott t{"} paramétereket mér behelyettesithetjiik a (3.26) egyenletbe, és kiszamit-
hatjuk a hovezetési feladatot.
Az ismertetett mdodszer barmilyen skalar mez6 atszamitasara alkalmas.

3.6. Tudomanyos eredmények

A 3. fejezetben a hévezetési feladat végeselemes megoldasat ismertettiik, és kitértiink
az érintkezési feladatnal fellépé problémakra. Az 1j tudoményos eredményt a kovetkezo
pontban fogalmazzuk meg:

1. A p-verzidju szamitashoz rendelt, Legrende polinomokat felhasznalé hémérséklet
mez6 kozelitéséhez, a kopas miatt valtozo haldhoz tartozéan egy eljaras kertilt
kifejlesztésre, a régi halordl az j héléra torténd atszamitdssal jaréo megvaltozott
hémérsékleti sorbafejtési paraméterek meghatarozasara a hibanégyzet minimum elve
alapjan. Az elv barmilyen skalar mez6 atszamitasara alkalmazhatd a p-verziéju
kozelités soran {1}, {5}.

A hévezetési feladatot idolépésenként lehet megoldani. Figyelembe kell venni,
hogy a kopds szamitasanal kopasi iteraciénként a végeselem halé médosul. A
hovezetési feladat megoldasahoz ugyanakkor ugyanazon a végeselem halén kell
megadni a hémérséklet mezét. Emiatt a homérséklet mezdket azonos haléra
kell transzformédlni, atszamitani. Az eljaras soran, amikor a halén egy pont
globalis koordindtaibdl szeretnénk meghatarozni a lokalis koordinatakat és a pon-
tot tartalmazd végeselemet, szintén csak a probalkozasra hagyatkozhatunk. Az
altalunk kidolgozott algoritmus segitségével par 1épésben megtalaljuk a keresett
végeselemet. Az algoritmus nagyon elényts numerikus integralds soran.
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4. fejezet

A csatolt termo-mechanikai feladat
megoldasa

Az els6 harom fejezetben megvizsgaltuk, hogy hogyan oldhaté meg az érintkezési, kopasi
és hovezetési feladat p-verzios végeselem-modszerrel. Ebben a fejezetben a csatolt termo-
mechanikai kopasi feladatot fogjuk megoldani, azaz egyszerre oldjuk meg az els6é harom fe-
jezetben kiilon-kiilon megoldott feladatokat. Egy egydimenzids csatolt termo-mechanikai
kopési feladat megoldasara lathatunk példat az [43] és az [44]-ben. Egy kétdimenzids, az
altalunk targyalthoz hasonlé de a kopast figyelmen kiviil hagyé feladat taldlhaté a [45]
cikkben. Az [46]-ben taldlhaté csatolt feladat csak az érintkezési feladat megolddsédnak
modszerében, valamint a hévezetési feladat megoldasanak egyes részleteiben tér el az
altalunk targyalt feladattol.

4.1. Célkituzések

Az értekezés ezen fejezetében a csatolt termo-mechanikai feladatot szeretnénk megoldani
p-verzids végeselem-modszerrel. Az elvégzendo feladatot a kovetkezo célkitiizésekben fog-
lalhatjuk ossze.

1. A csatolt termo-mechanikai feladat egyenletrendszerének felirdsa, a peremfeltételek
megfogalmazasa.

2. A csatolt termo-mechanikai feladat egyenletrendszerének gyenge alakban torténd
megfogalmazasa.

3. Szamitasi algoritmus kidolgozasa.

4. Szamitogép program készitése, amely segitségével a csatolt termo-mechanikai feladat
numerikusan megoldhato.
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4.2. A kezdetiérték feladat kituzése

A megoldandé feladat kitlizésénél induljunk ki az altalanos esetbdl. Tekintstink egy
mozgo, linedrisan rugalmas testet, amelynek egy adott idépillanatban 7'(r, t) a hémérséklet-
eloszlasa. A test sebessége, gyorsulasa, alakvaltozasi allapota és fesziiltség allapota meg-
hatarozhaté az elmozduldas mez6 ismeretében, illetve a hoéfesziiltségek, hotagulas és a
héfluxus pedig meghatarozhato a homérséklet mezo6 ismeretében. fgy két fizikai mennyiség,
az u(r,t) elmozdulds mez6 és a T'(r,t) homérséklet mez6 segitségével minden szamunkra,
sziikséges mez6 meghatarozhatd. Célszerit bevezetni a v(r,t) sebességmez6t is mint j
valtozdt, ugyanis igy a feladat egy elsorendii differencidlegyenlet rendszer formajaban fo-
galmazhatd meg.

uU="7v
E 1 E
) — A — T+ pk
e 1+y( v vov> AR (4.1)
. aF
pCT:V'(k;VT)—l—Q—l—Tl_ aV-u

ahol F a rugalmassagi modulus, v a Poisson tényez6, « a linearis hétagulasi egytitthato,
p a test slirtisége, ¢ a test anyaganak fajhgje, és V-V = A a Laplace operator. Osszuk
el a masodik egyenlet mindkét oldalat p-val és osszuk el a harmadik egyenlet mindkét
oldalat pc-vel. Az u elmozdulasmezd és a v sebességmez6 koordinatdit valamint a T
homérsékletmezo értékét irjuk be egy oszlopvektorba:

u(r,t)
v(r,t) (4.2)
T(r,t)

z(r,t) =

A (4.2)-ben bevezetett jeloléssel a (4.1) egyenletrendszer a

%z = A(z) (4.3)
egyszerii alakban frhaté. Az A operdtor a (4.1) jobb oldalat jelképezi, amely csak a z
fiiggvénye.

Az altalunk vizsgalt feladat az altalanos esethez képest némi egyszertisitést tartalmaz.
Feltételezziik, hogy a vizsgalt testek pontjainak a gyorsulasa elhanyagolhatdan kicsi, azaz
v = 0. Hengerszimmetrikus testeket vizsgalunk, amelyekben minden fizikai mennyiség,
igy a z oszlopvektor koordinatai is tengelyszimmetriat mutatnak, azaz nem fiiggnek a ¢
koordinatatol. A test pontjai ¢ irdnyban dllandé sebességgel mozognak. Feltételezziik,
hogy r és z iranyban a testek pontjainak sebessége elhanyagolhatéan kicsi, azaz u, =
w, ~ 0. gy a (4.1) harmadik egyenletében 1év6 V - @ nulla lesz:

~ Oug(r, z) N 104y(r, 2) N U (r, 2) N 0, (r, 2)

Vou or r Oy r 0z

=0 (4.4)
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A csatolt termo-mechanika feladat megoldasa soran két testet vizsgalunk. Jelolje az e felso
index az egyes testekre vonatkozé mennyiségeket (e = 1,2). A (4.1) egyenletrendszer
méasodik egyenlete a fent emlitett egyszeriisitések utédn egyenértékii lesz az (1.1)-(1.3)
egyenletekkel.

Ee 1 acE°
Au ©.VoV| - VT + k¢ = 0 45
1+ye< T et Ve ) [—ope vt TP (45)

A (4.5) egyenlethez tartozé peremfeltételek (1.4), (1.5) és (1.8) peremfeltételeknek meg-
felelden a kovetkezok lesznek:

u® = uf rec A
T - n® = p§ r € A (4.6)
—n.,-T'nl=n.T?> n>=p, re A

A sirlédds miatt 75, = (—1)°up, csisztatéfesziiltség is keletkezik (lasd 2.1. dbra), azaz

1 _ 1.1 2 _ 2 2
T = —€o(T" -n' —ppe.), 72, =e, (T n°—pe,)
n'=—-e, n’=e,

A (4.1) egyenletrendszer harmadik egyenletére a (4.4) figyelembevételével a kovetkezd
adddik: .

poctTe =V - (k°VT®) + Q° (4.7)
A kezdeti feltétel a t = 0 id6pillanatban adja meg a homérsékleteloszlast:

T="T ree Ve (4.8)

A hétani peremfeltételek a (3.3)-(3.4) szerint a kovetkezok lesznek:

—k'VTY - nt = —cpBlkt (pn)? + ppulv + &(TH — T?) rt e Al
—k*VT? - n? = —cp(1 — B)K2(pn)? + ppnlv + &(T?* = TY)  r?2 e A2 (4.9)
—k°VT® - n®=a(T° —T) r¢ e AS

4.3. A csatolt termo-mechanikai feladat gyenge alakja

A termo-mechanikai feladatot végeselem-modszerrel szeretnénk megoldani, ehhez azon-
ban sziikségiink lesz a feladat gyenge alakjara. Két gyenge alakot kell felirnunk. Az egyik
a mechanikai rész lesz, a masik a termodinamikai rész. A mechanikai részbél az u® el-
mozdulasvektort tudjuk meghatarozni, figyelembe véve a homérséklet mezével torténo
csatolast is. Ez abban nyilvanul meg, hogy a hétagulas miatt megnovekszik az érintkezo
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felilletek nagysaga, és névekedni fog az érintkezési nyomds is. Az (1.6) és az (1.10) egyen-
letek figyelembevételével a mechanikai rész gyenge alakja a kovetkezd formaban irhato:

2
G(us, T, %) ==Y —/(Te-v+p6ke>-soedv+ /(Te-n@—ps»wm +
e=1
(Ve) (Ap)

+ / pu(@® — ") - n.dA + / ppn(@® — @) -m.dA =0 (4.10)
(Ac) (Ae)

ahol ¢° a virtudlis elmozdulasmez6t jelenti, az m. = t. x n. pedig az rz sikra merdleges
egységvektort . A ¢ egy folytonos fiiggvény, amelyre vonatkozd peremfeltételek meg-
egyeznek az u®-re vonatkozé a (4.6) peremfeltételekkel. A (4.10) utolsé tagjanak jelentése
az, hogy a ¢ irdnyu 7, fesziiltség hatasara a test a forgémozgasnal kissé csavarodik is.
(Az (1.26) alattiak ezt tartalmazzék.)

A termodinamikai rész gyenge alakjabdl a homérséklet mezot hatarozhatjuk meg. Fi-
gyelembe vessziik még, hogy a homérséklet novekedésével a hétagulas miatt megvaltozik
az érintkezo feliiletek nagysaga, és ez befolyasolja a hovezetés egyenletének peremfeltételeit.
A (3.13) egyenlet figyelembevételével a termodinamikai rész gyenge alakja a kovetkezd
forméaban irhaté:

Gr(u®,T¢ 0% = /plclT1®1dV+/k1VT1-V®1dV+/ae(Tl —T,)0'dA—

e Vi Al
— / cpB(ky(pn)® + pupn)vO'dA + / a(T' — T*)O'dA+
Al Al
+ / P*AT?0%dV + / E2(VT?-VOeHdV + / af(T? — T )O*dA—
V2 V2 A2
—/CD(1 — B) (k2 (pn)* + 11pn)vO*dA + /d(T2 —THe%dA=0.
A2 A2

(4.11)

ahol ©¢ a virtualis homérséklet mezdt jelenti.

4.4. A csatolt feladat szamitasanak algoritmusa

A csatolt termo-mechanikai feladat megoldéasat megkaphatjuk gy, hogy a (4.10) és (4.11)
egyenleteket numerikusan megoldjuk. Ha sok ismeretleniink van az egyenletekben, ez a
modszer nem igazan hatékony. Megoldast jelent a problémara, ha az egyes valtozokat,
esetiinkben az u® elmozduldsmezot és a T° hémérséklet mezdét az egyes id6lépésekben
kiilon-kiilon szamoljuk ki. Ezt a mddszert operator hasitasnak is nevezik. A modszer
eredményeként az algoritmuson beliil szétvalasztjuk a csatolt mennyiségeket. Egy idolépés
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’ ’, 7 ’ NS s’ . ’ . . s . . . ,
szamitasa soran az A operatort tisztan mechanikai és termodinamikai operatorokra bont-
juk.

A'(z°) = A)(2°) + A (z°) (4.12)
Egy At id6lépésen beliil ez két részfeladat megoldasat jelenti:
9 e Z A" (z°) (4.13)
ot~ M '
és
9 e Z &S (z°) (4.14)
ot” T '

A (4.13) egyenlet megoldasa a (4.10) funkciondal segitségével az u® elmozduldsmezd meg-
hatdrozasat jelenti rogzitett T¢ homérséklet mellett: Gy (u®, T¢ = allandd, ) = 0.
A (4.14) egyenlet megoldésa pedig a (4.11) funkcionél felhasznaldsaval torténik, amely-
nek sordn az u¢ elmozduldsmezo6t tekintjiik rogzitettnek: Gp(u® = allando, T¢, ©¢) = 0.
Ez tulajdonképpen az 1-2; illetve a 3 fejezetekben targyalt megoldasokat jelenti. Ez-
zel a csatolt termo-mechanikai feladat megoldédsat visszavezettiik az algoritmus szintjén
kiilonall6 mechanikai illetve termodinamikai feladatok megoldasara. Egy idolépésen beliil
a kovetkezo lépéseket kell tenniink. Megoldjuk a mechanikai feladatot egy kiindulo
hémérséklet mezovel, amely az elsé idélépésben a (4.8) egyenlettel eléirt kezdeti feltételben
lett megadva, a tobbi id6lépésben pedig az el6z6 idolépés hémérséklet mezejét hasznaljuk.
Kiszamitjuk a testek kopasit a mechanikai feladat megolddsa soran kapott nyomas el-
oszl4sbdl és érintkezési feliilet nagysagabdl. Ezt a két 1épést addig ismételjiik, mig a (2.16)
feltétel nem teljesiil. Ez egy iteracios ciklust jelent. Ezutan szamitjuk ki a hovezetési
feladatot, ahol most az elmozduldas mezot vessziik allandonak. Ezzel végrehajtottuk
egy ujabb, kiilso iteracids ciklus elsé lépését. A masodik lépésben tjra meg kell olda-
nunk a mechanikai feladatot, de mar az el6z0 iterdcids ciklusban kapott homérséklet
mezével. Kiszamitjuk a kopdst is, és ellenérizziik a (2.16) feltételt. A hémérséklet mez6
szamitasanal az 1j nyomaseloszlassal és érintkezési feliilettel szamolunk. Ezt a kiilso
iteraciot addig folytatjuk, mig a

£ It
Z || +1HteH | || S T (415)

feltétel nem teljesiil. A ||...|| jelolés az oszlopvektor elemeinek négyzetdsszegét jelenti.
Ha a (4.15) feltétel teljesiil, tovabbléphetiink a koévetkezd idélépésre. Az algoritmust
a 4.1. abra szemlélteti.

4.5. Egy szampélda

Ebben a pontban egy szampéldan keresztiil mutatjuk be a csatolt termo-mechanikai kopasi
feladat numerikus megoldasat. Tovabbra is az 1.13. dbran lathaté testeket vizsgdljuk
az 1.14. abran adott peremfeltételek mellett. Az alsé testet ¢ irdnyban is rogzitjik, a
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1
fels6t allando w = 5 — szogsebességgel megforgatjuk. Az egyszeriiség kedvéért a két test
S
késziiljon ugyan abbdl az anyaghél. Legyen a rugalmassidgi modulus értéke E' = E? =
2,1 -10° MPa, a Poisson tényezd v! = 1v? = 0,3, a biinteté paraméter értéke legyen ¢, =

2 W
100E, a kopéasi tényezé kL = k2 = 0,00002 "o, & hévezetési tényezd k' = k? = 55 ——

m°C’
, a két test kozotti

a test és a kornyezet kozotti héataddsi tényezd o! = o? = 44

2
m“°C
e s W o 5 kg
hoatadasi tényezo & = 320 LSt a testek stirlisége p* = p° = 7850 —3, a testek fajhdje
m m

J
ct = 2 = 460 et A (3.22) képletben az id6lépés nagysdga legyen At = 0.0001s, a

g

¥-médszer paramétere pedig legyen ¥ = 0,6. A (3.5) és a (3.6) peremfeltételekben cp
érteke legyen 0,9, azaz a keletkezett hé 90%-a folyjon bele a testekbe, a tobbi pedig egyéb
maédon tavozzon a rendszerbél (pl. hésugdrzdssal). A kezdeti hémérséklet mindkét testben
legyen azonosan nulla, azaz Ty = T¢ = 0. A szdmitds sordn maximum nyolcad foki
polinomokat alkalmazunk. A végeselem felosztast a mechanikai és a hévezetési feladat
megoldasanal egyarant az 1.15. abra szerint végeztilk el. A szamitds elvégzéséhez sajat
fejlesztésti, C nyelven irt programot hasznaltunk. A szamitast 1600 id6lépésre, azaz 0,16 s
idétartamra végeztiik el. A szamitas egy 1,5 GHz-es Pentium 4-es szamitogépen kortilbeliil
két hetet vett igénybe. A hosszu futasido oka a tobb egymasba dgyazott iterdcids ciklusban
keresendo.

A 4.2. dbran minden szazadik id6lépéshez tartoz6 nyoméseloszlas lathatd. A 2.7. abré-
val 6sszevetve lathatjuk, hogy a hotagulas miatt az érintkezési nyomas lassabban csokken.
A 4.1. tdblazatban foglaltuk Ossze az érintkezési tartomany hataranak véltozésat és a
feltileteket Osszeszorité erdket. A tablazat elsé oszlopaban lathatd a szamitas kezdete 6ta
eltelt id6. A masodiktdl az 6todik oszlopig az érintkezési tartomany hatarat tiintettiik fel,
sorrendben az érintkezési tartomany bal oldali hatara a fels6 testen (R{: ), az érintkezési
tartomany bal oldali hatara a als6 testen (Rf), az érintkezési tartomény jobb oldali hatara
a fels6 testen (Rf ), az érintkezési tartomdny jobb oldali hatdra a alsé testen (Rf). A hato-
dik és hetedik oszlopokba a p,, és o, fesziiltségekbél a (2.34) alapjan szamitott, feliileteket
osszenyomo erot irtuk be. Egy id6lépésen beliil a két érték kozotti kiilonbség 1500N koriili-
nek adédik, ami a (2.35) Gsszefiiggéssel szamolva durvan e = 0,3%-os eltérésnek felel meg.
Ez kozel egyezik a 2. fejezetben szamitott hovezetés nélkiili feladat hibdjaval. Végil a
nyolcadik oszlopban a (2.36) képlettel szamitott, felilletek kozti tangencidlis erd lathato.
Ennek értéke elvileg nulla kellene hogy legyen, mivel az érintkezési feladat megoldasanal a
relativ sebesség miatt a 7., fesziiltséget elhanyagoljuk. Az eltérés nagysagrendileg egyezik
az F), — F, hibaval.

A 4.3. abran lathaté az els6 id6lépés utan kialakult hémérséklet eloszlas a testekben.
A 4.4. abrén a szazadik, a 4.5. abran az ezredik id6lépéshez tartozd hémérséklet eloszlas
lathatd. Az elso, szazadik és ezredik id6lépéshez tartozo r illetve z iranyd hémérséklet
gradiensek a 4.6-4.11. abrakon lathatoak. Megvizsgaltuk, hogy az érintkezési feliileteken
a (3.3) hétani peremfeltétel mennyire teljesiil. A 4.12. dbrén egy koordindtarendszerben
abréazoltuk az érintkezési nyomasbdl és szogsebességbdl szamithaté ¢, = qj%r('r‘, t)+q>.(r,t)
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4.1. tablazat.

(t[s] | R} [mm] | R mm] | R/ [mm] | R [mm] |

£y INI

EASEEASE

0.01

92.825415

92.825415

107.246749

107.246751

616171.82

617751.84

1717.97

0.02

92.689529

92.689532

107.393378

107.393383

608147.17

609676.92

2260.17

0.03

92.586816

92.586810

107.502572

107.502580

600940.28

601953.98

2396.82

0.04

92.496440

92.496442

107.598027

107.598032

593416.30

594982.57

2107.67

0.05

92.413739

92.413738

107.684860

107.684863

585983.90

587480.46

2063.32

0.06

92.336708

92.336706

107.765368

107.765366

578640.62

579780.45

1978.57

0.07

92.264112

92.264116

107.840890

107.840897

571743.34

273073.30

2052.72

0.08

92.195155

92.195155

107.912514

107.912512

564668.47

266224.66

2027.45

0.09

92.129256

92.129255

107.980557

107.980565

5957756.91

559323.70

2000.53

0.1

92.066069

92.066066

108.045869

108.045872

551016.30

952068.80

2023.95

0.11

92.005137

92.005136

108.108609

108.108611

544845.05

545941.50

1934.81

0.12

91.946286

91.946279

108.169058

108.169062

537654.87

539809.40

1958.74

0.13

91.889290

91.889285

108.227467

108.227467

531473.04

533272.08

1860.37

0.14

91.834072

91.834066

108.284024

108.284020

525825.37

226787.40

1793.42

0.15

91.780241

91.780242

108.338864

108.338871

519916.89

520602.27

1733.08

0.16

91.727912

91.727912

108.392179

108.392184

513164.83

514934.70

1715.98

héfluxus, és a T hémérséklet mez6bél derivalassal kaphaté ¢, = —k¢VT (r,t)-n° héfluxus.
A két gorbe jo egyezése mutatja, hogy a feladat megoldédsa soran a p = 8 foku elemekkel
valé kozelitéssel kapott eredmények a mérnoki gyakorlat igényét messzemendleg kielégitik.

4.6.

Tudomanyos eredmények

A 4. fejezetben a csatolt termo-mechanikai kopasi folyamat kiszamitasara ismertettiink
egy algoritmust. Az 1j tudoméanyos eredményt a kovetkezé pontban fogalmazzuk meg:

1.

Az operator hasitds moédszerével algoritmus keriilt kidolgozasra a csatolt kopasi-
hovezetési-érintkezési mechanikai feladat p-verzigju végeselem-modszeres megolda-
sara. A szamitds osszehangoltan kezeli az érintkezési feladat megoldasat, a kopas
szamitasat, és a hévezetési feladat megoldasat. Iteracids ciklusok alkalmazasaval
biztositott egy idélépésen beliil az elmozduldsmezo és a homérséklet mez6 konver-

gencidja {3}, {4}, {7}.
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—— Id8lépések (1)
— Hovezetési iteraci6 (i)

— Kopasi iteraci6 (j)
— Kontakt iteraci6 (k)
pp nyomas, u elmozduldsmezo,
C érintkezési tartomany kiszamitasa
a végeselem halé mdédositasa
|r(k*1) ()
Ha % < Top igaz, akkor kilépés az iteraciobdl
rep |
k=k+1
Adott: wj(t:At) ha j#1
vagy
W™ =0 ha j=1
pn§t+At) kiszdmitdsa , v; = rw
w](-t+At) kiszamitasa, kezdeti hézag mddositasa h§t+m) =h+ w§t+At)
/ w](frlAt)dA — / wj(»tJrAt)dA
Ha ) ; (2;) < Ty igaz, akkor J := j, és kilépés
/ w24 az iteraciéhol
. . (AC)
Ji=7+1

RAFAD — 4 w9+At)

A T® hémérséklet mezd atszdmitdsa az 1j végeselem héléra

A T[STFN) hémérsékletet leirdé paraméterek meghatarozasa (s =1,...,n)
ti—1|| — ||t;
Ha W < 7p igaz, akkor kilépés az iteraciobol
i—1
1:=14+1

Gj idSlépés: !l =t + At, 1:=1+1

4.1. abra. A szamitas algoritmusa, ahol ?n az érintkezési nyomas, u az elmozdulas mezo,
i

C a tényleges érintkezési tartomany, r(CB az i-edik iteracids ciklusban az érintkezési tar-

toméany hatardhoz mutaté helyvektor, w](ﬁm), vj €s pn§t+m) a j-edik iteracios ciklusban

a t + At iddpillanathoz tartozé kopds, relativ sebesség és érintkezési nyomés értéke, h a
testek kozotti kezdeti hézag, hH2Y a testek kozotti hézag a t + At id6lépésben, ﬂiﬁJFAt) a
t-+ At idépillanathoz tartozo hémérséklet mezo paraméterek, t; az i-edik iterdciés lépésben
a hémérséklet paraméterek vektora, 7o, T, és 7r pedig az egyes iteracios ciklusokbdl valo

kilépéshez megadott hibakorlatok.
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4.4. abra. A szazadik idolépéshez tartozo homérséklet eloszlas a testekben.

4.5. dbra. Az ezredik idolépéshez tartozd homérséklet eloszlas a testekben.
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4.12. dbra. Az érintkezési nyomas eloszlasabol és a felso test szogsebességébol szamitott
héfluxus (folytonos vonal) és a homérséklet mezé derivalasabdl kaphaté héfluxus (szag-
gatott vonal) dbrazoldsa kozos koordindta rendszerben.
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Eredmények hasznositasa, tovabbi
kutatasi feladatok

A disszertacio p-verziéju végeselem-modszer felhasznédlasaval forgastestek kozotti kopasi
feladatok szimuldcidjara ad elméleti megkozelitést és az elkészitett szamitégépi program
segitségével numerikus tapasztalatokat. A gépészeti berendezések iizemeltetésénél jelent-
kez6 kopasi, hofejlodési folyamatok vizsgalata a gyakorlat szédméara nagy fontossaggal
bir. A szamitogépes vizsgalatok elojelzést adhatnak a szerkezet tényleges viselkedésére.
A dolgozatban targyalt mdédszer alkalmazhatosaganak kibovitéséhez tovabbi vizsgalatok
sziikségesek. Eddig csak homogén, izotrop testeket vizsgaltunk, az anyagtorvény modosita-
saval a médszer kiterjeszthetd ortotrép anyagokra is. A kopds szamitasanal nem vettiik
figyelembe a két érintkezo feliilet kozott mozgd, a kopas soran keletkezett szemcséket.
Ez a feliiletek kozotti anyagréteg modositja az érintkezési feladat és a hovezetési fel-
adat megoldasat. A feladat szamitégépes megoldasa hosszadalmas az egymasba agyazott
iterdcids ciklusok miatt. Erdemes lenne megvizsgalni, hogy parhuzamos programozés al-
kalmazéasaval miként lehetne gyorsitani a feladat numerikus megoldasat.
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(")sszefoglalés

Az értekezésben egy érintkezési feladatot vizsgaltunk meg. A vizsgalat soran figye-
lembe vettiik a feliiletek egymason torténd elcsiszasa soran fellépd kopast és a kelet-
kezett hot, valamint a testek geometridjanak a kopds és hotagulds hatasara bekovetkezett
megvaltozasat. Eloszor kiilon-kiilon szamoltuk ki az érintkezési, kopasi illetve hovezetési
feladatokat, végiil megoldottuk a csatolt termo-mechanikai kopasi feladatot.

Az els6 érintkezési feladatot Hertz oldotta meg 1882-ben. Hertz feltételezte, hogy az
érintkezési tartomany mérete jéval kisebb mint az érintkez6 testek méretei. Az érintkezési
feladatokkal kapcsolatos 1jabb kutatasok a XX. szazad 30-as éveiben kezddédtek el. Az
érintkezési feladattal kapcsolatos variacios elvet Signorini 1959-ben publikélta. Feltételezte,
hogy terhelés hatdsara az érintkezo feliiletek el is tavolodhatnak egymastol. Az elméletet
Fichera fejlesztette tovabb, aki a rugalmas, surlédds nélkiili érintkezési feladat meg-
oldasédnak létezését és egyértelmiiségét is bizonyitotta. Végeselem-maddszert a 70-es évek-
ben alkalmaztak el6szor érintkezési feladatok megoldasara. Ezek az iigynevezett h-verzios
végeselem-maddszeren alapuld szamitasok voltak. A h-verzidos végeselem-mddszerben a
kozelito fliggvények tobbnyire linearisak, esetleg masod foktiak. A mddszer annél ponto-
sabb, minél tobb az ismeretlenek szama, azaz osszességében minél tobb az elemek szdma.
Egy maésik lehetséges megkozelités a p-verzidés végeselem-modszer, azaz a kozelité po-
linomok fokszamanak novelése valtozatlan elemszam mellett. A p-verzids végeselem-
modszerben a kozelité polinomokat kedvez6 tulajdonsidgai miatt a Legendre polinomokbdl
szarmaztatjuk. Az ismeretlen mezoket és a testek geometridjat ugyanazokkal a kozelito
polinomokkal irjuk le. Magasabb foku kozelitést hasznalva a testek geometridja is pon-
tosabban irhato le, igy elvileg az érintkezési feladatot is nagyobb pontossaggal oldhatjuk
meg.

Nehézséget jelent az érintkezési feladat megoldasandl az, hogy az érintkezési nyomas
derivéltjaban szakadas 1ép fel az érintkezési tartomany peremén. Az érintkezési nyomas
az elmozdulasmezobdl szarmaztathatod derivalasok segitségével. Ez azt jelenti, hogy az
elmozduldsmezonek az érintkezési tartoméany peremén nem analitikus pontjai vannak,
amelyeket nem tudunk jol kozeliteni analitikus fliggvényekkel.

Gabbert hNp végeselemeket hasznalt az érintkezési feladat megoldasahoz. Ezek az
elemek az érintkezési feliileten szakaszonként linearis fiiggvényeket tartalmaztak, mashol
viszont magasabb foku polinomokat. Volpert specidlis szingularis fliggvényeket hasznalt a
szamitashoz. Paczelt csomopont pozicionalas modszerével a végeselem héld csomoépontjait
az érintkezési tartomany pereméhez mozgatta. fgy nem volt sziikség specialis fiiggvényekre,
hiszen a csomdépontok nem analitikus pontokként viselkednek. A csomépont poziciondlas
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egy durva és egy finom kozelitésbol allt, melyet kiilonféle hibaindikatorokkal kontrollaltak.
A médszer hatranya az, hogy a végeselem halé tulsagosan torzultta valhat, ami rontja
az eredmények pontossagat. Az értekezésben egy 1j, geometriai alapokon nyugvé eljarast
dolgoztam ki, amelynek segitségével p-verzids végeselem-modszert hasznalva az érintkezési
feladat nagy pontossaggal megoldhaté. A kopas miatti torzulasok a testek idénkénti
ujrahalozasat teszik sziikségessé.

Ha az érintkez6 testek elcstisznak egymason ho keletkezik, és a feliiletek elkezdenek
kopni. A kopés szamitasahoz a médositott Archard kopasi torvényt hasznaltuk. A kopds
miatt a kisebb méreti végeselemek egy id6 utan eltiinnének, ezért a végeselem halo
ujrageneralasara van sziikség az egyes kopas szamitasok utan.

A keletkezett h6 miatt a testek felmelegednek, és kis mértékben kitagulnak. A hotagu-
lasnak hatésa lehet az érintkezési feladatra. A kopas miatt minden idélépésben 1j,
modositott végeselem hélot hasznalunk, a hovezetés szamitasanal viszont egyazon véges-
elem halé van sziikségiink két kiilonbozo idolépéshez tartozé homérséklet értékekre. A
homérséklet mezo atszamitasa két kiillonbozo végeselem héld kozott a p-verzids végesele-
meket haszndlva nem egyszeri dolog. Hasonlé problémék vetddnek fel képlékeny a-
lakvaltozasok szamitasanal, viszont az irodalom csak h-verzids moddszereket emlit. Az
értekezésben egy modszert dolgoztam ki, mellyel az atszamitas hatékonyan végezhetd el.

A csatolt probléma szamitdsanal az elmozdulas mez6 fiigg a homérséklet mezotol és a
hémérséklet mez6 fligg az elmozdulasmezotdl. Az ismeretlen mezok pontos kiszamitasahoz
tobb egymasba agyazott iteracids ciklust hasznaltunk.

Az 1j tudoményos eredményeket roviden a kovetkezokben foglalhatjuk ossze:

1. Az érintkezési tartomany hataranak megkeresésére geometriai alapokon nyugvo 1j
modszer kertilt bevezetésre.

2. Az érintkezési tartomany szélére elhelyezett a hatarpontot kettosen atolelo kisméreti
elemekkel az elvileg nem analitikus megoldashoz tartozo kozelité megoldés igen
kismértéki fesziiltségi oszcillacidt eredményez.

3. A testek kozott kialakuld kopas miatt az érintkezé feliiletek alakja valtozik. En-
nek lefrasara szolgalé Legrende polinomokat felhasznalo sorbafejtés egytitthatéit a
legkisebb négyzetek modszerével hatarozzuk meg biztositva a ténylegesen kialakuld
érintkezési tartomany széli kopas eltlinését és ezzel a kopasi alakot leird fliggvény
oszcillacié mentességét. A kopés a végeselemes haldo médositasat okozza.

4. Az id6ben nemlinearisan lejatszodé kopasi folyamatot idolépésenként alkalmazott
belso iteracidéval oldjuk meg a kopasi kiillonbségekre eléirt korlat betartasaval. Az
idolépés maximalis értéke numerikus kisérletek alapjan nyer meghatarozast.

5. A p-verziéji szamitashoz rendelt, Legrende polinomokat felhaszndlé hémérséklet
mez0O kozelitéséhez, a kopas miatt valtozé halohoz tartozoan egy eljaras keriilt
kifejlesztésre, a régi halérdl az j halora torténd atszamitassal jaré megvaltozott
hémérsékleti sorbafejtési paraméterek meghatarozasara a hibanégyzet minimum elve
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alapjan. Az elv barmilyen skalar mez6 atszamitasara alkalmazhaté a p-verziéju
kozelités soran.

. Az operator hasitas mddszerével algoritmus keriilt kidolgozasra a csatolt kopasi-
hovezetési-érintkezési mechanikai feladat p-verzigju végeselem-modszeres megolda-
sara. A szamitds Osszehangoltan kezeli az érintkezési feladat megoldasat, a kopas
szamitasat, és a hovezetési feladat megoldasat. Iteraciés ciklusok alkalmazasaval
biztositott egy idélépésen beliil az elmozduldsmezo és a homérséklet mezé konver-
gencigja.
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Summary

A coupled thermo-mechanical contact problem has been investigated taking into account
the effects of the generated heat and the geometrical modification due to friction-induced
wear. The mechanical-, contact-, and heat conduction problems have been first solved
separately and then in a coupled fashion.

An early analytical solution of the mechanical contact problem is credited to Hertz
(1882), evoking the presumption that the size of the contact region is significantly smaller
compared to the bodies in contact.

Numerical investigations of the mechanical contact problem were initiated in the 1930s,
with the first variational principle published by Signorini in 1959. A cornerstone of Sig-
norini’s idea was that the contacting bodies, when they are pressed together, can separate
form each other. The theory was further improved by Fichera, who proved the existence
and uniqueness of the solution of the elastic contact problem without friction. Numeri-
cal calculations employing the finite element method (FEM) have first been applied for
solving contact problems in the 1970s. These computations were mostly based on the so
called h-version of the method, where the unknown fields are approximated using first-,
or second-order polinomials and the number of elements are increased to attain higher
accuracy. Another approach is to increase the degree of the approximation polinomials
while keeping the number of elements constant leading to p-version FEM. In numerical
methods, when higher-order polinomials are required, the Legendre polinomials are fre-
quently the functions of choice due to their advantageous properties. An other unique
characteristic of these methods, is that the geometry of the bodies under consideration is
approximated by the same functions as the unknown fields. With the help of higher-order
approximation functions an accurate numerical resolution of the contact problem can be
obtained.

From the numerical point of view, a particular difficulty arising in contact problems
is the discontinuity of the contact pressure derivatives along the boundary of the contact
region. Since the pressure depends on the displacement field, which is approximated by
higher-order polinomials the numerical solution can exhibit unphysical behavior in the
vicinity of contact discontinuities, thus special treatment is required.

Gabbert suggested reverting to linear shapefunctions at discontinuities while keeping
the higher-order approximation at smooth regions. An other technique due to Volpert is
to apply singular functions, while Paczelt employed a node positionig technique without
the need to employ special shape functions. In his work, the positioning process consists
of two stages, a rough and a fine positioning and the desired accuracy is controlled by error
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indicators. However, during node positioning, the finite elements can become distorted
resulting the degradation of accuracy. In the present work, a geometrical method has been
developed, employing p-version FEM and mesh grading near the contact discontinuity.
To avoid the distortion of the elements remeshing has also been employed.

If contacting bodies are sliding on each other, the bodies experience wearing and
heat is generated. The wear of the bodies can be described with the modified Archard’s
equation. Due to wearing the finite element grid is remeshed to avoid the vanishing of
the small elements on the contact surface after a short time.

Due to the friction and the heat generated on the contact area, the bodies warm
up resulting in the expansion of the contacting bodies, which is in turn influences the
solution of the mechanical contact problem. Because of the wearing process the finite
element meshes are regenerated in consecutive time steps, but during the heat conduction
step the meshes remain the same. This gives rise to the problem of interpolation of the
temperature field between different meshes. Several interpolation techniques have been
suggested in the literature, however, employing only h-version FEM. In the present work
such an algorithm has been developed for p-version.

Since the above thermo-mechanical contact problem exhibits a strong coupling between
the temperature and displacement fields, an iterative predictor/corrector procedure has
been followed.

The contributions of the present work can be summarized as follows:

1. A numerical procedure for the solution of the mechanical contact problem employing
the p-version FEM has been developed applying a new geometrical method for node
positioning.

2. The application of graded elements at the problematic contact boundary has been
proven to be successful in significantly reducing spurious oscillations compared with
non-graded meshes.

3. During solution the finite element mesh is regenerated to account for wearing effects.
To further reduce the inaccuracy due to oscillations near the contact boundary,
the method of least squares has been applied to determine the new shape of the
contacting surfaces.

4. An iterative algorithm has been developed to solve the wearing problem. The size
of the timesteps were determined by numerical experiments.

5. A method based on least squares has been developed for transferring the tempera-
ture field between different finite element meshes.

6. An iterative algorithm has been developed to numerically solve a coupled thermo-
mechanical problem applying operator splitting and all of the above techniques. An
advantage of the algorithm is the ability to enforce the convergence of the displace-
ment and temperature fields.
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Témavezetoi ajanlas Pere Balazs:
,,Csatolt termo-mechanikai kopasi
folyamatok vizsgalata hp-verzids
végeselem modszerrel” c.
értekezéshez.

A miszaki gyakorlat, kutatas-fejlesztési faladatok mind gyakrabban vetnek fel olyan
kérdéseket, hogyan lehetne az Osszetett mechanikai, hotani, kopasi folyamatokat szi-
muldlni, hogyan lehetne elorejelzéseket adni a tervezo, az iizemeltetdo mérnok szamara. A
mechanikai- hétani-kopasi feladatok csatolt mezok vizsgalatat kovetelik meg. Ily médon
a mechanika fejlédésének egyik kitiintetett iranyahoz tartozik az értekezés témaja. Egyik
feladat a helyes modell felépitése, méasik a csatolt rendszerre vonatkozo kezdeti-peremérték
feladat pontos megoldasa, ill. a pontossdg noveléséhez sziikséges szamitasi elvek, algorit-
musok kidolgozasa.

Az értekezésben Pere Balazs, nagy szorgalommal és koriiltekintéssel, sok-sok munka
raforditasaval végezte vizsgalatait.

Kutatédsainak egyik iranya érintkezési feladatokkal nagy pontossagu megoldasi algorit-
musanak kidolgozasaval van kapcsolatban, mig masik része a csatolt rendszerre vonatkozo
feladat megoldasaval.

Vizsgalatait forgastestekre végezte el. A felallitott modelleket az un. p- verzids
végeselem-moddszerrel oldotta meg.

Ismeretes, hogy a p-verzioju elemek hasznalatakor a tényleges érintkezési hatar meg-
talalasa nem egyszeri, hisz, kezdetben, az elemkiosztas dltalaban nem olyan, hogy az
érintkezési tartomanyon 1évo elemek valamelyik csomépontja a szamitassal megtalalt
érintkezési hatarral egybeessen. A hatarpontok pozicionaldsa, ill. a megoldas oszcillacié-
janak nagymértékli csokkentéséhez kicsiny méretli elemek elhelyezése sziikséges. A po-
ziciondlasi koordinatak megtaldlasara 1j tipusd, geometriai alapokon megfogalmazott
eljaras nyert kidolgozast.

A testek kozotti forgasbol adodé relativ elcsiszas miatt kopas jon létre, amelynek
sebessége, a gyakorlat altal elfogadott, modifikalt Archard torvény szerint valtozik. A
kopas miatt valtozik a testek alakja, geometridja, ebbol adédoan a végeselemek méretei is
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megvaltoznak, az érintkezési tartomany hatara elmozdul. Kiilon algoritmusnak kell gon-
doskodnia a kopasi folyamat idobeli lefutasanak nyomonkovetésérél. Nagyon fontos a ko-
pott feliilet (perem) folytonos fiiggvénnyel jellemzett lefrésa, erre alapozva a végeselemek
leképezésének kézbentartdsa. Mindezen kérdéseket magas igényességgel oldotta meg a
jelolt.

A kopasnal surlédasi disszipacié 1ép fel, amely a testek hémérsékletének megvaltozasat
okozza. A hotani folyamatot a kopas miatt valtozo elemhélé mellett kell végigkovetni.
Ez egy altalanos kérdést vet fel, hogyan lehet a p-verzids végeselemeknél az egyik halon
kapott skalarmezot atszamitani a kopas miatt megvaltozottra. Hibanégyzet minimum elv
alapjan egy szellemes, nagy hatékonysagu, gyors algoritmus keriilt kifejlesztésre.

Végezetiil a kidolgozott — operator hasitas elvén miikodé — csatolt rendszerre vo-
natkozo algoritmus jésagat a bemutatott szampéldék kellden alatdamasztjak.

Pere Baldzs kutatasi eredményeirdl rendszeresen beszamolt kiillonbozé hazai és nem-
zetkozi forumokon, eleget téve a Salyi Istvan Gépészeti Tudomanyok Doktori Iskola pub-
likacios kovetelményeinek.

A disszertacié nagyon gondos munkat takar, szovegezése érthet6, abrai korrektek,
jol olvashatok. Elvégzett szamitasai, azok bemutatasa a kidolgozott elvek helyességét
aldtamasztjak, bizonyitjak.

Tézisei a PhD cim elnyeréséhez sziikséges kivanalmakat messzemenoen kielégitik.

Miskole, 2005. 10. 05. Prof. Paczelt Istvan
akadémikus
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