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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Binaris keresofak

A binaris fakat lancolt struktiraként abrazolhatjuk, ahol minden cstcs egy 6nallé objektum.

A kulcs mez6 és a kisér6 adatok mellett minden csucs tartalmaz egy bal, egy jobb és egy sziil6 nevii
mezOt is, amelyek rendre a csucs bal- €s jobboldali gyerekére, illetve a sziiléjére mutatnak.

A binaris-keresofa tulajdonsag: Legyen X az adott binaris keres6fa egy tetszdleges csticsa. Ha y az X
baloldali részfajanak egy csucsa, akkor kulcs[y] < kulcs[x], ha pedig y az x jobboldalara esik, akkor
kulcs[y] > kulcs[x].

A kereséfak olyan adatszerkezetek, amelyekre a dinamikus halmazok KERES, MINIMUM,
MAXIMUM, ELOZO, KOVETKEZO, BESZUR ¢s TOROL miuiveleteit értelmezziik, ezért mind
szotarként, mind els6bbségi sorként hasznalhatok.

Binaris keresofak

lra



N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Binaris keresofak
INORDER-FABEJARAS(X)

1 ifx#NIL

2 INORDER-FABEJARAS(bal[x])

3 Ki: kulcs[x]

4 INORDER-FABEJARAS(jobb[x])

Megjegyzés:

m  Egy T binéris keres6fa 6sszes elemének kiirasa az INORDER-FABEJARAS(gy6kér[T]) hivassal
torténhet.

m Az inorder bejaras esetén a fa gyokerében 1évo kulcsot a baloldali részfajaban 1évo értékek utan
¢s a jobboldali részfajaban 1€vo értékek eldtt (azok kozott) irjuk ki.

m A preorder bejaras esetén a gyokér kulcsat a részfainak kulcsai eldtt, mig a posztorder bejaras
eseteben azok utan irjuk ki.

Tétel: Ha x egy n csucsu részfa gyokere, akkor az INORDER-FABEJARAS(x) hivas @(n) ideig tart.
Hatékonysag: Egy n csucsu binaris keresofa bejarasa ®(n) ideig tart.

lra
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Feladatok

m Rajzoljunk 2, 3, 4, 5 és 6 magassagu binaris keresofakat, amelyek az alabbi
halmazban 1év6 kulcsokat tartalmazzak.
s {1,4,5,10,16, 17, 21}
m  Milyen kulcssorozatot irna ki az alabbi binaris keresdfa esetén egy preorder
bejarast koveto algoritmus, €s milyet egy posztorder bejarast kovetd?

lra



N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Binaris keresofak
FABAN-KERES(X, k)

1 ifx=NIL vagy k = kulcs[x]

2 return x

3 ifk <kulcs[x]

4 return FABAN-KERES(bal[x], k)
5 else

6 return FABAN-KERES(jobb[x], k)

FABAN-ITERATIVAN-KERES(X, K)
1 whilex # NIL ¢és k # kulcs[x]

2 if k < kulcs[x]

3 X «— bal[x]
4 else

3) X «— jobb[x]
6 returnx

Hatékonysag: Egy h magassagu binaris keres6faban a keresés O(h) ideig tart.

lra



N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem
Feladatok

m Tegylk fel, hogy egy binaris keresofaban a kulcsok az 1 €s 1000 kozotti egesz
szamok. A 363 értcket akarjuk megkeresni. Az alabbi sorozatok koziil melyek
nem lehetnek keresési sorozatok?

m 2,252,401, 398, 330, 344, 397, 363
m 924,220, 911, 244, 898, 258, 362, 363
m 925,202, 911, 240, 912, 245, 363

lra



N Algoritmuselmelet

Binaris keresofak
FABAN-MINIMUM(x)

1

2
3

while bal[x] # NIL

X «— bal[x]
return x

FABAN-MAXIMUM(x)

1

2
3

while jobb[x] # NIL
X «— jobb[x]
return x

FABAN-KOVETKEZO(X)

1
2
3
4
5
6
7

if jobb[x] # NIL

return FABAN-MINIMUM (jobb[x])

y «— sziilo[X]

whiley # NIL és x = jobb[y]
XYy
Y «— sziilo[y]

returny

Széchenyi Istvan Egyetem

Hatékonysag: Egy h magassagu binaris kereséfaban ezek a miiveletek is elvégezhetok O(h) ido alatt.

N



N Algoritmuselmelet

Binaris keresofak
FABA-BESZUR(T, 2)

1 y< NIL

2 X<« gyoker[T]

3 while x # NIL

4 y «— X

5 if kulcs[z] < kulcs[x]

6 X «— bal[Xx]
7 else

8 X «— jObb[X]
9 sziilo[z] <y

10 ify=NIL

11 gyokeér[T] « z

12 else

13 if kulcs[z] < kulcs[y]
14 bal[y] « z
15 else

16 jobb[y] « z

Széchenyi Istvan Egyetem

Hatékonysag: Egy h magassagu binaris keres6faban ez a muvelet is O(h) idejt.

lra



N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Binaris keresofak

Beszuras binaris keresofaba

10
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem
Feladatok

m  Milyen magas binaris keresdfa ¢€piil fel, ha egy kezdetben tires faba rendre az
alabbi kulcsokat szirjuk be! Hanyadik szintre kertil az utolsé kulcs, ha a
gyokér szintje az elsO szint?

m 2,45 7,/1,6,3

m  Adjuk meg az elobbi kulcsok egy olyan sorrendjét, amely minimalis
magassagu fat eredményez!

m Milyen a FABA-BESZUR eljaras aszimptotikus viselkedése, ha a kezdetben
tires faba n darab egyforma kulcsot szturunk be?

11
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N Algoritmuselmelet

Binaris keresofak
FABOL-TOROL(T, 2)

cO~NO Ol ~WN -

if bal[z] = NIL vagy jobb[z] = NIL
<12

else
y «— FABAN-KOVETKEZO(2)

if bal[y] # NIL

X < bally]
else

X < jobb[y]
if x # NIL

sziil§[X] « sziild[y]
iIf sziild[y] = NIL
gyoker[T] « X

else
if y = bal[szilo[y]]
bal[sziilo[y]] « X
else
jobb[sziilo]y]] <« x
ify #z

kulcs[z] < kulcs[y]
[* y kisér6 adatait is masoljuk */
returny

Széchenyi Istvan Egyetem

Hatékonysag: Egy h magassaga binaris
keres6faban ez a miivelet is O(h) ideju.
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Binaris keresofak

Torlés binaris keresofabaol

lra
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Binaris keresofak

Torlés binaris keresofabaol

lra
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Binaris keresofak

Torlés binaris keresofabaol

15
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Binaris keresofak

Ha egy binaris keresdfa beszurdsok és torlések sorozatdval épiil fel, akkor a fa atlagos magassagarol
keveset mondhatunk, ellenben ha csak beszarasokkal épiil, akkor mar tobbet.

Legyen adva n egymastdl kiilonbozo kulcs, amelyekbol binaris keresofat épitiink ugy, hogy a kulcsokat
valamilyen sorrendben egymas utan beszurjuk a kezdetben iires faba.

Ha itt minden sorrend, vagyis az n kulcsnak mind az n! permutacioja egyforman valdszinii, akkor a
kapott fat véletlen épitésii binaris keresofanak nevezzik.

Tétel: Egy n kiilonb6zo kulcsot tartalmazé véletlen épitésii binaris keresofa varhatdo magassaga O(Ig n).

lra
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

lra

Feladatok

Milyen binaris keres6fat kapunk, ha egy kezdetben lires faba rendre beszurjuk
a4, 10,7,9, 15, 2,5, 8, 6, 1, 3 kulcsokat, majd rendre tordljik az 1, 5, 7, és 4
kulcsokat? Adjuk meg a beszarasuk utan eloallt fat és az egyes torlesek utan
eldallt fakat!

Igaz-e, hogy ha egy binaris keresOfa valamely csucsanak van két gyereke,
akkor a rakovetkez0jének nincs baloldali gyereke €s a megeldzo6jének nincs
jobboldali gyereke?

Egy halmaz elemeit rendezhetjiik ugy 1s, hogy eldszor épitiink egy, a halmaz
clemeit tartalmazo binaris keresofat (az elemeket egymas utan beszurjuk egy
kezdetben iires faba), majd a fa tartalmat az inorder bejarassal kiirjuk. Mi
ennek a rendezési eljarasnak a legrosszabb ¢€s a legjobb futasi ideje?

Igaz-e, hogy a torlés kommutativ abban az értelemben, hogy egy binaris
keres6fabol elobb x-et, majd y-t torolve ugyanahhoz a fahoz jutunk, mint ha
eldbb toroljiik a fabol y-t, és azutan az x-et?

17



N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Piros-fekete fak

A piros-fekete fa olyan binaris keres6fa, amelynek minden csuicsa egy extra bit informaciot tartalmaz,
ez a csucs szine, amelynek értékei: PIROS, FEKETE.

A csucsok szinezésének korlatozasaval biztosithatd, hogy a piros-fekete faban barmely, a gyokértol
levélig vezetd ut hossza nem lehet nagyobb, mint a legrovidebb ilyen at hosszanak kétszerese.

Az ilyen fak megkozelitdleg kiegyensulyozottak, lehetdve teszik, hogy az alapvetd dinamikus halmaz
miiveletek a legrosszabb esetben is O(lg n) idejliek legyenek.

Egy binaris keres6fa piros-fekete fa, ha rendelkezik a kdvetkezo piros-fekete tulajdonsagokkal:

1.  Minden cstucs szine vagy piros, vagy fekete.

2. A gyokércsucs szine fekete.

3. Minden levél (NIL) szine fekete.

4. Minden piros csucsnak mindkét gyereke fekete.

5. Minden csucsra igaz, hogy a beldle kiindulo, levélig vezetd utakon ugyanannyi fekete cstcs van.

Egy X csucs fekete-magassaganak nevezziik az X csucsbol indulo, levélig vezetd uton talalhato, x-et
nem tartalmazo fekete csucsok szamat.

Egy piros-fekete fa fekete-magassaga a fa gyokércsucsanak fekete-magassaga.

Tétel: Barmely n bels cstcsot tartalmazo piros-fekete fa magassaga legfeljebb 21g(n+1).

18
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Piros-fekete fak

Y 2

2 @Al 1 30 1 Wy

19 i 23 1 @4 il 38

Egy piros-fekete fa a fekete magassagokkal

lra
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Piros-fekete fak

nil[T]

Egy piros-fekete fa egy nil[T] 6rszemmel

20
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Piros-fekete fak

26
17 41
14 21 30 47

10 16 19 23 28 38

Egy piros-fekete fa a levelek és a gyokér szuldje nélkul

21

lra



N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem
Feladatok

m Rajzoljuk meg az {1, ..., 15} kulcsokat tartalmazo 3 magassagu teljes binaris
keresdfat! Egészitsiik ki NIL levelekkel €s szinezziik be a csucsokat ugy, hogy
a fa fekete-magassaga 2, 3, ill. 4 legyen!

m Rajzoljuk le azt a binaris fat, amely az €l6z6 dian 1€vd piros-fekete fabol
keletkezik, ha a fat a FABA-BESZUR eljaras a 36 kulccsal boviti! Ha az ]
csucs szinét pirosra allitjuk, piros-fekete fat kapunk-e? Mi a helyzet, ha az j
csucsot feketére szinezziik?

m Hogyan adjunk meg egy n csucsu piros-fekete fat, hogy a lehet6 legnagyobb
legyen a piros €s a fekete belsd csucsok aranya? Milyen fa esetén lesz az arany
a legkisebb, €¢s mi lesz ez az €rték?

22
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Piros-fekete fak
JOBBRA-FORGAT(T, V)
y 3 ‘ o
BALRA-FORGAT(T, X)
o S B 7

Forgatoé miiveletek piros-fekete fakon

23
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Piros-fekete fak

BALRA-FORGAT(T, x)

y < jobb[X]

jobb[x] < bal[y]

if bal[y] # nil[T]
sziilo[bal[y]] < x

sztiloy] « sziilo[X]

if sziil6[x] = nil[T]
gyoker[T] «—y

OO Ol h WON -

else

(o]

If X = bal[szilo[X]]

10 bal[szilo[X]] <y
11 else

12 jobb[szild[x]] <y
13 bal[y] « x

14 sziilo[X] <y

Megjegyzés:
m Az eljaras feltételezi, hogy jobb[x] # nil[T], és a gyokér sziiloje nil[T].
m A JOBBRA-FORGAT miivelet analég mdédon megvalosithato.

Hatékonysag: Mindkét forgatasi miivelet O(1) idéigényti.

N 24



N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Piros-fekete fak

A BALRA-FORGAT(T, x) miikodése

25
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem
Feladatok

m  Rajzoljuk le azt a binaris keresofat, amelyet az e€l6z6 dia als6 binaris
keresofajabol kapunk akkor, ha a gyokércsticsnal balra forgatast vegziink!

m  Milyen fat kapunk akkor, ha a gyokércsucsnal jobbra forgatast végziink!

26
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N Algoritmuselmelet

Binaris keresofak
PF-FABA-BESZUR(T, 2)

1 y« niI[T]

2 X<« gyoker[T]

3 while x # nil[T]

4 Y «— X

5 if kulcs[z] < kulcs[x]

6 X «— bal[Xx]
7 else

8 X «— jObb[X]
9 sziilo[z] <y

10 ify=nil[T]

11 gyokeér[T] « z

12 else

13 if kulcs[z] < kulcs[y]
14 bal[y] « z
15 else

16 jobb[y] « z

17 bal[z] < nil[T]

18 jobb[z] « nil[T]

19 szin[z] < PIROS

20 PF-FABA-BESZUR-JAVIT(T, 7]

N

Széchenyi Istvan Egyetem

27



N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Piros-fekete fak

PF-FABA-BESZUR-JAVIT(T, z)

1 while szin[sziil6[z]] = PIROS

2 if sziilo[z] = bal[sziild[sziilé[z]]]

3 y «— jobb[sziild[sziil6[z]]]

4 if szin[y] = PIROS

5 szin[sziilo[z]] < FEKETE /* 1. eset */
6 szin[y] < FEKETE /* 1. eset */
7 szin[sziild[sziild[z]]] « PIROS /* 1. eset */
8 Z « sziilo[sziilo[z]] /* 1. eset */
9 else

10 if z = jobb[szild[z]]

11 Z « sziilo[z] [* 2. eset */
12 BALRA-FORGAT(T, 2) [* 2. eset */
13 szin[sziilo[z]] < FEKETE [* 3. eset */
14 szin[sziilo[sziild[z]]] < PIROS [* 3. eset */
15 JOBBRA-FORGAT(T, sziild[sziil6[z]]) [* 3. eset */
16 else

17 ugyanaz, mint az igaz ag, csak a ,,bal” és a ,,jobb” felcserélve

18 szin[gyokeér[T]] «<— FEKETE

Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy ha szin[sziil6[z]][=PIROS, akkor 1étezik a sziild[sziilé[z]] csucs.
Hatékonysag: A mivelet elvégezheté O(lg n) idében, ha a fa n cstlicsot tartalmaz.

N 28



N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Piros-fekete fak

A PF-FABA-BESZUR-JAVIT eljaras 1. esete

N 29



N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Piros-fekete fak

) )
o v o v z
o z z Y a ﬁ y p)
B

B Y a

2. eset 3. eset

A PF-FABA-BESZUR-JAVIT eljaras 2. és 3. esete

30

lra



N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Piros-fekete fak

A PF-FABA-BESZUR-JAVIT miikédése

31
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Piros-fekete fak

A PF-FABA-BESZUR-JAVIT miikédése

32
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Piros-fekete fak

A PF-FABA-BESZUR-JAVIT miikédése

33

lra



N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem
Feladatok

m A PF-FABA-BESZUR eljarasban az 0j z cstics szinét pirosra allitjuk. Vegyiik
¢szre, hogy ha z szinét feketere allitanank, akkor teljesiilne a piros-fekete fak
4. tulajdonsaga. Miert nem fekete szint kap az 0j csucs?

m Rajzoljuk le azt a binaris keresofat, amelyet az el6z6 dia legalsé piros-fekete
fajabol kapunk akkor, ha a 3 kulcsu elemet a faba szurjuk! Jelezziik a csucsok
szinét P 1ll. F betlkkel a csucsok mellett! Tiintesstik fel a csicsok mellett a
csucsok fekete-magassagat is!

m Rajzoljuk le azt a piros-fekete fat, amely a kezdetben iires fabol ugy
keletkezik, hogy egymas utan bovitjiik a fat a 15, 20, 25, 18, 12,6, 8, 3,4
kulcsokkal! Jelezziik a csucsok szinét P 1ll. F betlikkel a csucsok mellett!
Mekkora a fa fekete-magassaga?

lra
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Piros-fekete fak

Megjegyzés:

m A piros-fekete fakbol valo torlés (PF -FABQL-TOROL) Iényegében megegyezik a binaris
keres6fakbol valo torléssel (FABOL-TOROL), de ha fekete csucsot kapcsolunk ki a fabol, akkor a
megsériilé piros-fekete tulajdonsagokat helyre kell allitanunk.

m A helyreallito eljaras (PF-FABOL-TOROL-JAVIT) idéigénye O(lg n) és legfeljebb harom
forgatast végez.

Kovetkezmény: A piros-fekete fakbol valo torlés is O(lg n) id6igényii.

35
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Adatszerkezetek kibovitése

m  Algoritmusok tervezése soran gyakran eléfordul egy adott adatszerkezet bovitése. Ezt a
bovitendd adatszerkezetet alap-adatszerkezetnek nevezziik.

Egy adatszerkezet bovitésének 1épései:
1. Az alap adatszerkezet megvalasztasa.
2. Az alap-adatszerkezetben fenntartandd kiegészité informaciok meghatarozasa.

3. Annak igazolasa, hogy a kiegészitd informaciok fenntarthatok az alap-adatszerkezet modosito
miiveletei sordn.

4. Uj miiveletek kifejlesztése.

Példak:
m A piros-fekete fak bovitése tigy, hogy hatékonyan tdmogassak a dinamikus halmazok rendezett
mintara vonatkoz6 miiveleteit.

m A piros-fekete fak bovitése intervallumokat tartalmazo dinamikus halmazok kezelésére.

Tétel: Legyen f piros-fekete fak olyan mezdje, amely bovitése az adatszerkezetnek és teljesiil, hogy f[X]
értéke kiszamithato az x, bal[x] és jobb[x] pontokban 1év6 informaciokbol, beleértve az f[bal[x]] és
f[jobb[x]] értékeket. Ekkor f értéke fenntarthatd a besziras és torlés soran ugy, hogy ezen
miiveletek aszimptotikus hatékonysaga nem valtozik, azaz O(lg n) minden n csucsu fara.

36
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Adatszerkezetek kibovitése

m  Egy neclemi halmaz esetén a rendezett minta i-edik (1< i <n) eleme a halmaz i-edik legkisebb
eleme.

m  Egy nem rendezett halmaz i-edik legkisebb eleme megkeresheté O(n) idejii algoritmussal.
m A piros-fekete fak kibdvitésével ez a feladat megoldhato O(lg n) idében.

m Egy adott elem rangja (a rendezett halmazbeli pozicidja) szintén meghatarozhaté lesz O(lg n)
idében.

A rendezettminta-fa olyan piros-fekete fa, amelynek minden x pontjaban a szokasos mez&kon
(kulcs[x], bal[x], jobb[x], sziil6[x]) kiviil egy kiegészit6 informaciot taroldé mezo, a méret[X] is
szerepel.

Ez a mez6 az x gyokeri részfa (belsd) pontjainak szdmat tartalmazza (beleértve sajat magat is), tehat a
részfa meretét.

Ha a méret[NIL] = 0 definiciot hasznaljuk, akkor méret[X] = méret[bal[x]] + meret[jobb[x]] +1.

Megjegyzés: Azonos kulcsok lehetnek, ekkor egy elem rangja legyen az inorder bejaras szerinti
sorszama (pl. a kovetkez6 dbran a fekete csticsban 1évd 14 kulcst elem rangja 5, mig a piros
csucsbeli¢ 6).

37
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Adatszerkezetek kibovitése

Egy rendezettminta-fa

38
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Adatszerkezetek kibovitése

RM-KIVALASZT(X, i)
r — meéret[bal[x]]+1
ifi=r

return x
else

ifi<r

return RM-KIVALASZT(bal[x], i)

else

coNO O RWNEF

return RM-KIVALASZT(jobb[x], i—7)

Megjegyzés: Egy T rendezettminta-fa i-edik legkisebb elemét az RM-KIVALASZT(gyokér[T], i) hivas
adja.
Hatékonysag: Az eljaras O(lg n) id6igényii, minden n elemii dinamikus halmazra.
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem
Feladatok

m Melyik csucsot adja eredményiil a példabeli T rendezettminta-fa esetén az
RM-KIVALASZT(gyokér[T], 7) hivas?

m Milyen csucsokat érintiink az RM-KIVALASZT(gyokér[T], 16) hivas hatasara
ugyanebben a T faban?

lra
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Adatszerkezetek kibovitése

RM-RANG(T, x)

1 r <« méret[bal[x]]+1

2 y«X

3 whiley # gyokér[T]

4 if y = jobb[sziild[y]]
5 r — r+ meéret[bal[szilo[y]]]+1
6 Y «— sziilo[y]

7 returnr

crr

inorder bejarasaval kapott sorozatban.

Hatékonysag: Az eljaras O(lg n) id6igényii, minden n elemii dinamikus halmazra.
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem
Feladatok

m Milyen eredményt ad a példabeli T rendezettminta-fa és a 19-es kulcsu csucs
eseten az RM-RANG fiiggvény?

m  Milyen csucsokat e€rintiink az RM-RANG fiiggvényben ugyanezen T fa és a
35-0s kulcsu csucs esetén?
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Adatszerkezetek kibovitése

A részfak méret tulajdonsaga fenntarthat6 a beszaras €s torlés soran ugy, hogy a miiveletek
aszimptotikus 1ddigénye nem valtozik.

A BALRA-FORGAT eljaras végére beszurando az alabbi két sor:

15 meret[y] < meret[X]

16 meéret[X] < meret[bal[x]]+ méret[jobb[x]]+1

A JOBBRA-FORGAT eljaras modositasa a szimmetrianak megfeleléen torténik.

JOBBRA-FORGAT(T, y)

BALRA-FORGAT(T, )

A méret informacio fenntartasa

lra
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Adatszerkezetek kibovitése

Feladat: Piros-fekete fak kibdvitésével készitsiink intervallumokat tartalmazo adatstruktarat, amelyek
tamogatjak a dinamikus halmaz miiveleteket!

Alkalmazas: Intervallumokkal kényelmesen abrazolhatok események, amelyek idében egy folytonos
szakaszt képeznek, igy pl. kérdéseket tehetiink fel:

= Az intervallum adatbazisban mely események torténtek egy adott intervallumon beliil?
m Van-e az adatbazisban egy adott intervallummal atfedd intervallum?

Zart intervallumon egy [t;, t,] rendezett valds szampart értiink, ahol t; <t,. A [t;, t,] intervallum tehat
a{t e R: t; <t<t, } halmazt abrazolja.

Nyitott, ill. félig nyitott intervallum esetén mindkét, ill. valamelyik végpont nem szerepel a
halmazban.

Egy [t;, t,] intervallumot abrazolhatunk egy olyan i objektummal, amelynek két mezdje van, az
intervallum két végpontja: also[i]= t; (alsé végpont) és felso[i]=t, (felsé végpont).

Az iés i’ intervallumok atfedik egymast, ha az i i’ halmaz nem iires, vagyis also[i] < felso[i’] és
also[i’] < felsdli].
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Adatszerkezetek kibovitése

Barmely két, i és i’ intervallum teljesiti az intervallum trichotémia tulajdonsagot, azaz a kovetkezo
allitasok koziil pontosan egy teljesiil rajuk:

m  Aziési’ intervallumok atfedik egymast,
m felso[i] < also[i],
m felso[i’] < also[i].

v

v

Intervallum trichotomia
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Adatszerkezetek kibovitése

Az intervallum-fa olyan piros-fekete fa, amely lehetové teszi olyan dinamikus halmaz kezelését,
amelynek minden x eleme tartalmaz egy int[x] intervallumot.

Az intervallum-fak a kovetkezé miiveleteket tamogatjak:

m  INTERVALLUMOT-KERES(T, i): eredményiil egy olyan X csticsra mutatdo mutatot ad a T
faban, amelyre teljesiil, hogy int[x] atfedi az i intervallumot, ill. nil[T] az eredmény, ha nincs
a faban ilyen pont.

= INTERVALLUMOT-BESZUR(T, X): béviti a T intervallum-fat az x csticcsal, amelynek int
mezaoje egy intervallumot tartalmaz.

s INTERVALLUMOT-TOROL(T, X): torli a T intervallum-fabol az X csticsot.
Az adatszerkezet bovitésének 1épései:
1. Az alap-adatszerkezet: olyan intervallum-fa, amelyben minden x elem kulcsa az also[int[x]].

2. Kiegészité informacio: max[x], az x gyokeri részfaban 1évo intervallumok végpontjainak a
maximuma.

3. Fenntarthatosag: mivel max[x]=max(felso[int[x]], max[bal[x]], max[jobb[x]]), ezért (a korabbi
tétel alapjan) ez a tulajdonsag fenntarthato az alap-adatszerkezet modosité miiveletei (beszlras,
torlés) soran.

4. Azuj mivelet: INTERVALLUMOT-KERES(T, 1).
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Adatszerkezetek kibovitése

26 H 26
25 F—— 30
19 H 20
17 — 19
16 — 21
5123

8 H 9
6 /10
5 ——— 8
0 —— 3
\ \ >
0 5 10 15 20 25 30

[16,21]

[25,30]
30

[17,19] [26,26]

[19,20]
20

Egy intervallum-fa
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Adatszerkezetek kibovitése

INTERVALLUMOT-KERES(T, i)
1 X<« gyoker|[T]
2 while x # nil[T] és i nem fedi at int[x]-et

3 if bal[x] # nil[T] és max[bal[x]] > alsd[i]
4 X «— bal[Xx]

5 else

6 X «— jobb[x]

7 return x

Hatékonysag: Az eljaras O(lg n) id6igényii, minden n elemii dinamikus halmazra.

Megjegyzés: A keresésnél elegendd egyetlen, gyokértdl indul6 utat vizsgalni.
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Adatszerkezetek kibovitése

i
- |
EERA ] ] |
A bal 4gon nem lehet, ezért Ha a bal 4gon nem talaljuk, akkor
a jobb agon keressiik a jobb agon se lett volna

Az INTERVALLUMOT-KERES helyessége
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem
Feladatok

m Milyen eredményt ad a példabeli T intervallum-fa és az i=[4, 7] intervallum
esetén az INTERVALLUMOT-KERES fiiggvény?

m  Milyen csucsokat €rintiink az INTERVALLUMOT-KERES fiiggvényben
ugyanezen T fa és az i=[11, 14] intervallum esetén?

m Hogyan véltozna meg az INTERVALLUMOT-KERES fiiggvény, haa T
faban levo intervallumok nyitottak?

m  Melyik atfedo intervallumot adja eredményiil az INTERVALLUMOT-KERES
fliggveény? Mi lenne, ha az atfedd intervallumok koziil azt kellene eredmenytil
adni, amelynek alsé végpontja a legkisebb?

50

lra



N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem
B-fak

m A B-fak olyan kiegyensulyozott kereséfak, amelyeket ugy terveztek, hogy hatékonyan lehessen
alkalmazni 6ket magneslemezeken (vagy mas, kozvetlen hozzaférésii masodlagos tarolod
berendezéseken).

m A B-fak hasonloak a piros-fekete fakhoz, de a lemezen kevesebb beviteli és kiviteli miiveletet
igényelnek.

m A B-faban a csticsoknak sok gyerekiik lehet, a gyerekek szdma néhanytol tobb ezerig terjedhet,
azaz a B-faban az ,,eldgazasi tényezd” igen nagy lehet, amire a felhasznalt magneslemez jellemzdi
egy felsd korlatot adnak.

m Egy n-csucst B-fa magassaga O(lg n) igy a B-fakkal megvalositott dinamikus halmazmiveletek
szintén O(lg n) idejtiek.

m A B-fak tipikus alkalmazasaiban a kezelt adatmennyiség akkora, hogy rendszerint nem fér el
egyszerre a fomemoriaban. A B-fa algoritmusok csak azokat a blokkokat olvassak be a

magneslemezrél a memoridba, amelyekre sziikség van, €s csak a megvaltoztatott tartalmu
blokkokat irjak vissza a memoriabol a magneslemezre.
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem
B-fak

Egy objektummal kapcsolatos miivelet tipikus mintaja a kovetkezo:

1 X« az objektum mutatdja

2 LEMEZROL-OLVAS(X) [* Ha x mar a memoriaban van, akkor itt ,,no-operation” torténik */
3 azok a miiveletek, amelyek az x mezdit olvassadk vagy mddositjak

4 LEMEZRE-IR(X) [* Kimarad, ha az x egyik mezdje sem valtozott meg */

5 tovabbi olyan miiveletek, amelyek az X mezdit csak olvassak, de mar nem mddositjak
Megjegyzés:

m A B-faegy csticsdnak nagysaga rendszerint a magneslemez egy blokkjanak a nagysagaval egyezik
meg, ezért a B-fa egy csucsaban a gyerekek szamat a magneslemez blokkmérete korlatozhatja.

m A futési 1dOt két f6 dsszetevOre bontjuk:
m alemezelérések szamara, és
m  a kozponti egyseg (szamolasi) idejere.
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem
B-fak

AT gyokeres fa B-fa, ha rendelkezik a kdvetkezo tulajdonsagokkal:
1. Minden x cstcsnak az alabbi mez6i vannak:
m n[x] az x csacsban tarolt kulcsok darabszama,
m az n[x] darab kulcs, amelyeket nemcsdkkend sorrendben tarolunk:
kules, [X] < kules,[x] < ... <kules,[x], €s
m [evél[x], amelynek értéke IGAZ, ha X levél és HAMIS, ha X egy bels6 csucs.

2. HaXegy belsd csucs, akkor tartalmazza a Cy[X], C,[X], ..., Cqpyq41[X] mutatokat, amelyek x gyerekeire
mutatnak. A levél csicsoknak nincsenek gyerekeik, ezért a levelek ¢; mezdi definidlatlanok.

3. Akulcs;[x] értékek meghatarozzak a kulcsértékeknek azokat a tartomanyait, amelyekbe a részfak
kulcsai esnek. Ha k; egy olyan kulcs, amelyik a ¢;[x] gyokeri részfaban van, akkor:
ky < kules, [X] <k, < kules,[x] < ... <kules,[X] < Knpger-

4. Minden levélnek azonos a mélysége, ez az érték a fa h magassaga.

5. A csucsokban tarolhato kulcsok darabszamara adott egy also és felso korlat. Ezeket a korlatokat egy
rogzitett t egész szammal (t > 2) lehet kifejezni, és ezt a szamot a B-fa minimalis fokszamanak
nevezzuk:

®m  Minden nem gyokér csucsnak legalabb r—1 kulcsa van. Minden nem gyokér belsé csticsnak
legalabb t gyereke van. Ha a fa nem iires, akkor a gyokércsticsnak legalabb egy kulcsa van.

m  Minden cstcsnak legfeljebb 27—1 kulcsa lehet, tehat egy belsé csticsnak legfeljebb 2t gyereke
lehet. Azt mondjuk, hogy egy cstcs telitett, ha pontosan 2¢/—1 kulcsa van.
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem
B-fak

Megjegyzés: A legegyszeriibb B-fara t=2. Ekkor minden belsé csticsnak 2, 3 vagy 4 gyereke van, ezért
ezt a fat 2-3-4 fanak nevezziik. A gyakorlatban azonban enné¢l sokkal nagyobb t értékii fakat
hasznalnak.

Tétel: Han > 1 és T olyan n-kulcsos B-fa, amelynek magassaga h és minimalis fokszama t > 2, akkor
h <log, (n+1)/2).

Kovetkezmény: A legtobb miivelet a B-fak esetén legalabb (Ig t)-szer kevesebb csucsot vizsgal meg,
mint a piros-fekete fak esetén. Mivel egy csucs vizsgalata rendszerint egy lemezhozzaférést igényel,
ezért a lemezhozzaférések szama jelentésen csokken.
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

B-fak

gyoker[T]
//M\\
D H QTX
BC F G JKL N P RS vV W Y'Z
Egy B-fa
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Feladatok

m  Milyen t értékre lesz B-fa az el6z6 dian szereplo fa?

®m A minimalis fokszam miért nem lehet 17

m  Adjuk meg az 0sszes olyan B-fat, amelynek a minimalis fokszama 2, és az
{1, 2, 3,4, 5} halmazt abrazoljak!

m Milyen az a 3 magassagu B-fa, amelyik a leheto legkevesebb kulcsot
tartalmazza? A gyokércsiics magassaga 0.
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

B-fak
gyoker|[T]
1000 1 csucs,
/) 1\ 1000 kulcs

W\
1000 1000 o 1000 1 001 cstcs,
[\ [ ]\ [ | 1 001 000 kulcs
1001 1001 1001

1000 1000 . 1000 1 002 001 csucs,

1 002 001 000 kulcs

Egy 2 magassagu B-fa tobb, mint egymilliard kulccsal

57

lra



N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem
2

B-fak
gyoker(T] mélység csucsok
\ szama
1 0 1
t—1 t—1 1 2
t t
t—1 t—1 t—1 t—1 2 2t
t-1 |--- t-1 t-1 |--- t-1 t-1 |--- t-1 t—1 |- t-1 3 212
Egy 3 magassagu B-fa a lehet6 legkevesebb kulccsal
I]! 58
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem
B-fak

A B-fak alapmiiveleteinél feltessziik, hogy:

m A B-fa gyokere mindig a fémemoriaban van, ezért a gydkércsucsra a LEMEZROL-OLVAS
miiveletet sohasem kell végrehajtani, a LEMEZRE-IR miivelet azonban kell, ha a gyokércsiics
megvaltozott.

m  Minden olyan csticsra, amelyet paraméterként adunk at, mar végrehajtottunk egy LEMEZROL-
OLVAS miiveletet.
m A CSUCSOT-ELHELYEZ segédeljaras O(1) id6 alatt lefoglalja az 0j csucsnak a lemez egy blokkjat.

Nincs sziikség a LEMEZROL-OLVAS meghivasara, hiszen ehhez a csticshoz semmilyen
informécidt nem taroltunk még a lemezen.

lra
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem
B-fak

B-FABAN-KERES(X, k)

1

while i < n[x] és k > kulcs;[X]
| —i+1

if i <n[x] és k=kulcs;[x]
return (x, 1)

if levél[X]
return NIL

else

© 00 N O O A WO DN -

LEMEZROL-OLVAS(c,[X])
10 return B-FABAN-KERES(c;[x], k)

Hatékonysag: O(h) lemezmiivelet és O(th) kozponti egység id6 kell, ahol h=log;n a B-fa magassaga,
¢s n a kulcsok szama.
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem
Feladatok

m Hogyan lehet egy B-faban a minimalis kulcsot, és hogyan lehet egy adott
kulcsot megel6zo kulcsot megkeresni?
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem
B-fak

B-FAT-LETREHOZ(T)

1 X<« CSUCSOT-ELHELYEZ()
levél[x] < IGAZ

n[x] < 0

LEMEZRE-IR(x)

gyoker[T] <« X

o b~ w DN

Hatékonysag: Az eljarashoz O(1) lemezmiivelet és O(1) kézponti egység 1d0 kell.
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N Algoritmuselmelet
B-fak

B-FA-VAGAS-GYEREK(X, i, Y)
z < CSUCSOT-ELHELYEZ()
levél[z] « levélly]
n[z] < -1
forj«—1,t-1
kulcs;[z] < kulcs,[y]
if nem levélly]
forj—1,t

G[z] « Cjudly]

cONOO1T B~ WDN P

O

nfy] < t—1

10 forj<« n[x]+1,i+1,—-1
11 Cis1[X] < ¢[x]
12 ¢ q[X] «z

13 forj«n[x],i,—1

14 kulcs;,[x] < kulcs;[x]
15 kulcs;[x] « kulcs[y]
16 n[x] « n[x]+1

17 LEMEZRE-IR(y)

18 LEMEZRE-IR(Z)

19 LEMEZRE-IR(X)

Széchenyi Istvan Egyetem

Hatékonysag: Az eljarashoz O(1) lemezmiivelet és O(t) kozponti egység id6 kell.

Feltétel: Az x belso cslics nem telitett, az y az X telitett gyereke, és y= ¢;[x].

N
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N Algoritmuselmelet
B-fak

kulcs,—1[X]
kulcsi[x]
x
o N W ..
y=Ci[x]

PQR S TUV

CTTTTTT

Ty Ty T3 Ty Ts Te T7 Tg

Széchenyi Istvan Egyetem

kulcs,—1[X]
kulcsi[x]
kulcsis1[X]
. NSW ..
y=ci[x] / \ Z=Ci+1[X]

IP\Q\R\ \T\U\V\
IR R
T, T, T3 Ty Ts Te T7 Tg

Egy csUcs szétvagasa (t = 4)

lra
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem
B-fak
B-FABA-BESZUR(T, k)
1 1« gyoker[T]
2 ifn[r]=2t-1
3 s « CSUCSOT-ELHELYEZ()

4 gyoker[T] < s

5 levél[s] «— HAMIS

6 n[s] < 0

7 Cy[S] < r

8 B-FA-VAGAS-GYEREK(s, 1, 1)

9 NEM-TELITETT-B-FABA-BESZURC(S, K)
10 else

11 NEM-TELITETT-B-FABA-BESZUR(r, K)

Hatékonysag: Az eljaras miiveletigényét a meghivott eljarasok miiveletigénye adja, hiszen azok csak
O(1) lemezmuvelettel és O(1) kdzponti egység idovel boviilnek.
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem
B-fak

ayokeér[T]
s
gyokér([T] H_
a SN
ADFHLNP :> ‘A‘D‘F‘ ‘L‘N‘P‘
ERRRARE! T T
Ty Ty T3 T4 T T T7 Ty T, T, T3 Ty Ts Te T7 Tg

A gyokércsucs szétvagasa (t = 4)

lra
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N Algoritmuselmelet

B-fak
NEM-TELITETT-B-FABA-BESZUR(X, k)
1 1< n[x]
2 If level[X]
3 while i > 1 és k < kulcs;[x]
4 kulcs,,,[x] < kulcs;[x]
5 l—i-1
6 kulcs;,,[x] < k
7 n[x] < n[x]+1
8 LEMEZRE-IR(X)
9 else
10 while i > 1 és k < kulcs;[]
11 i—i—1
12 | —i+1
13 LEMEZROL-OLVAS(c;[X])
14 if n[c;[x]] = 2t—1
15 B-FA-VAGAS-GYEREK(x, i, ¢;[x])
16 if k > kulcs;[x]
17 i —i+1
18 NEM-TELITETT-B-FABA-BESZUR(c;[x], K)

Széchenyi Istvan Egyetem

Hatékonysag: O(h) lemezmiivelet és O(th) kozponti egység id6 kell, ahol h=log;n a B-fa magassaga.
Feltétel: Az X cstcs nem telitett.

N
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- Algoritmuselmélet Széchenyi Istvan Egyetem
B-fék A kezdeti fa | G M P X

‘ACDE"JK“NO“RSTUV“YZ‘
B beszlrasa utan | GMPX
‘ABCDE"JK“NO“RSTUV“YZ‘

Q beszarasa utan G MPTX

“ascoe| [ax | [wo|[aRrs|[uv] [vz]

L beszurasa utan

ABCDEHJKLHNO‘ ‘QRS“UV“YZ‘

F beszhirasa utan

‘AB“DEF“JKL“NO‘ ‘QRS“UV“YZ‘

Kulcsok beszurasa egy B-faba (t = 3) 68
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem
Feladatok

m  Milyen B-fat kapunk eredményiil, ha egy kezdetben iires B-faba az alabbi
kulcsokat szarjuk? A B-fa minimalis fokszama legyen 3.

m FS5SQKCLHTVWMRN,PABXY,D,ZE
m  Milyen B-fat kapunk eredményiil akkor, ha a B-fa minimalis fokszama 2?
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