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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Mintaillesztés

m A mintaillesztési probléma

Tegyiik fel, hogy a szoveget, amelyben keresiink a T[1..n] tombben, a mintat pedig, amit a szovegben
keresiink a P[1..m] tombben taroljuk, ahol m < n ¢s mindkét tomb elemei a ). véges abécé jeleli.

Lehetséges abécék pl: Y={0, 1}, >={a, b, ..., z}.

e re s

illeszkedik), ha 0 <s <n—més T[s+1..s+m]=P[1..m] (azaz T[s+j]=P[j], 1 <j <m).
Ha P el6fordul s eltolassal T-ben, akkor s érvényes eltolas, ellenkezo esetben S érvénytelen eltolas.

Feladat: Egy adott P minta 0sszes érvényes eltolasat megtalalni egy adott T szovegben.

T szoveg a/blcla|blaja/bjc|a|bja c

s=3
P minta »a | bl al|a

A mintaillesztési probléma

lra



N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Mintaillesztés

m Fogalmak ¢s jelolések
Jelolje a > abécé jeleibol képzett Gsszes véges hosszusagh sorozatok halmazat Y .
A nulla hosszq, iires sorozat jele ¢, > " eleme.

Az x és y sorozatok konkatenacioja, jele xy, egy olyan sorozat, amelyben x jeleit y jelei kovetik, és a
hossza | x |[+| v |.

A w sorozat az x sorozat prefixe, jele w = x, ha van olyan y € > " sorozat, hogy x=wy.
A w sorozat az x sorozat szuffixe, jele w 33 x, ha van olyan y € > " sorozat, hogy x=yw.

Pl: ab = abcca, cca 1 abcca.

Jelolje Py a P[1..m] minta k hosszisagu P[1..k] prefixét. Ekkor P, = ¢ és P, = P[1..m] = P.
Jelolje T, a T[1..n] szoveg Kk hosszsagh T[1..K] prefixét.

A mintaillesztési probléma (ezekkel a jelolésekkel): megtalalni az 6sszes olyan s eltolasi értéket a
0 <s <n—m tartomanyban, amelyre P 1 T, teljestl.

lra
~



N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Mintaillesztés

EGYSZERU-MINTAILLESZTO(T, P)

1 n <« hossz[T]

2 m <« hossz[P]

3 fors«0,n—m

4 if P[1..m] = T[s+1..s+m]

5 Ki: ,,A minta illeszkedik az”, s+1, ,,. poziciéra”

Hatékonysag: O((n—m+1)m) (ez az illesztési id6, mivel eléfeldolgozas nincs).

Ez a brute-force algoritmus egy adott eltolas esetén nem hasznalja azokat az informacidkat, amelyeket
a korabbi eltolasok soran mar felderitett. P1. ha P = aaab és s = 0 érvényes eltolas, akkor az 1, 2, és
3 értéki eltolasok egyike sem lehet érvényes (hiszen P[4] = b).

A késobbiekben feltessziik, hogy azonos méretii sorozatok egyenldségének vizsgalata megengedett, un.
primitiv miivelet.

Ha a sorozatokat balrol-jobbra haladva hasonlitjuk 6ssze, és megallunk amikor két jel nem egyezik,
akkor a vizsgalat idejét az egyez0 jelek szamanak linearis fiiggvényekeént kapjuk.

Pontosabban, az x=y feltétel vizsgalatanak ideje ®(t+1), ahol t a leghosszabb olyan z sorozat hossza,
amelyre z= xészy.

lra



N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

- - V 4
Mintaillesztes

alc|lalal|bl|c a/clalalb c alclalal|b]|c a/clalalb]|c
s=0 s=1 s=2 s=3

ala|b — alalb — alal|b — % alalb

Az EGYSZERU-MINTAILLESZTO miikédése

lra



N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Feladatok

m Legyen T=000010001010001, a minta P=0001. Milyen érvényes S eltolasi
értékeket kapunk az EGYSZERU-MINTAILLESZTO algoritmus végrehajtasa
soran?

m Tegyik fel, hogy a P minta 0sszes jele kiillonb6zd. Hogyan gyorsithato fel az
EGYSZERU-MINTAILLESZTO algoritmus ugy, hogy a futasi ideje O(n)
legyen, ha a T szoveg hossza n?

lra



N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Mintaillesztés

Tegylik fel, hogy > ={0, 1, 2, ..., 9}. Ekkor egy k hosszlisagu jelsorozatot tekinthetiink egy K jegyt
decimalis szdmnak.

Egy adott P[1..m] minta decimalis értékét jeloljik p-vel, és egy T[1..n] szoveg T[s+1..s+m] m
hosszisagl részsorozatanak decimalis értékét t-sel, barmely s=0, 1, 2, ..., n—m esetén.

Ekkor t.=p akkor ¢s csak akkor, ha T[s+1..s+m] = P[1..m], azaz s akkor és csak akkor érvényes eltolas,
ha t.=p.

A p értéke kiszamithato ®(m) idében a Horner-séma segitségével:
p=P[m]+10(P[m—1]+10(P[m—2]+...+10(P[2]+10(P[1])...).

A t, értéke hasonldan meghatarozhato T[1..m] segitségével ®(m) id6 alatt.

At, b, ...t _, értékek O(n—m) idoben kiszamithatok, hiszen:
t.,;= 10(t,—10m1T[s+1])+T[s+m+1].

A P[1..m] minta 0sszes el6fordulasa tehat megtalalhatd a T[1..n] szovegben ®(m) eléfeldolgozasi és
O(n—m+1) illesztési ido alatt.

Példa: Legyen m=5 és t;=31415. Ha ki szeretnénk 1éptetni a legmagasabb helyiértékti T[s+1]=3
szamjegyet, ¢€s beléptetni egy Uj (pl. T[s+5+1]=2 szamjegyet a legalacsonyabb helyiértékre, akkor
t..,= 10(31415-10000-3)+2 = 14152,

lra



N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Mintaillesztés

Probléma: p és t, értékek nagyok is lehetnek.
Megoldas: A p és t, értékeket modulo g szamitjuk, ahol q egy alkalmas modulus.

Altalaban, amikor az 4bécé jeleinek szama d, és ezeket a {0, 1, ..., d—1} értékekkel azonositjuk, akkor
q értékének olyan primszamot valasztunk, amelyre dq még abrazolhato a szamitogépen.

Szamolas:
t..,= 10(t,—10m T[s+1])+T[s+m+1] (10-es szamrendszerben)
t.,,= (d(t,;—T[s+1]h)+T[s+m+1]) mod q, (d alapti szamrendszerben q modulussal)
ahol h =d™ 1 (mod q), egy m szélességii ablak legmagasabb helyiértékén szerepl6 ,,1”-nek megfeleld
érték.

Probléma: A t,=p (mod q) fennallasabol nem kovetkezik a t.= p teljesiilése, viszont ha a kongruencia
nem teljesiil, abbol kovetkezik, hogy t.# p, azaz s érvénytelen eltolas.

Megoldas: Minden olyan s eltolasi érték, amelyre t, = p (mod q) fennall, tovabbi ellenérzésre szorul,
hogy eldonthessiik s valoban érveényes, vagy csak egy hamis talalatot hataroz meg.

Ha q kelléen nagy szam, akkor varhatoan ritkan 1épnek fel hamis talalatok, igy az extra ellendrzes
koltsége alacsony.

lra



N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Mintaillesztés
RABIN-KARP-ILLESZTO(T, P, d, q)

1 n <« hossz[T]

2 m <« hossz[P]

3 h«<d™lmodq

4 p<—0

5 t,<0

6 fori—1m [* Eléfeldolgozas */
7 p < (dp+P[i]) mod g

8 t, < (dt,+T[i]) mod q

9 fors«<0,n—m /* Illesztés */

10 ifp=t,

11 if P[1..m] = T[s+1..s+m]

12 Ki: ,,A minta illeszkedik az”, s+1, ,,. pozicidra”
13 if s<n—m

14 t..; < (d(t,—T[s+1]h)+T[s+m+1]) mod g

Hatékonysag: Az eléfeldolgozas ®(m), az illesztés O((n—m+1)m) ideji.
Megjegyzés: Ha az érvényes eltolasok szama varhatoan alacsony (O(1)) €s g-nak a minta hosszanal
nagyobb primet valasztunk, akkor az illesztés varhat6 ideje O(n).

10

lra



N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Mintaillesztes

] J J' mod 13

8191311101784 510117 ]9 11

valodi hamis
illeszkedés talalat
régi Uj régi uj
legmagasabb legalacsonyabb legmagasabb legalacsonyabb
helyiértéki helyiértéki helyiértéki helyiérték
jeg)& jegy jegy \ léptftés jegy
31114111512 14152 = (31415 — 3 - 10000) - 10 + 2 (mod 13)
=(7-3-3)-10+2 (mod 13)
J' =8 (mod 13)
71 8
I\ A RABIN-KARP-ILLESZTO miikodése 11
i



N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem
Feladatok

m FElhagyhatok-e a t értékek indexei a RABIN-KARP-ILLESZTO
algoritmusban?
= Mi alegrosszabb eset a RABIN-KARP-ILLESZTO algoritmusnak?

m Legyen T=314159265, a minta P=26, ¢s g=11. Mennyi a hamis talalatok
szama a RABIN-KARP-ILLESZTO algoritmus végrehajtasa soran?

12

lra



N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Mintaillesztes

Egy M véges automata egy rendezett 6tos, (Q, 4y, A, X, J), ahol

m  Q véges halmaz, az allapotok halmaza,

do € Q a kezdéallapot,

A c Q a végallapotok (vagy elfogadé allapotok) halmaza,

Y véges halmaz, a bemeneti jelek halmaza (vagy bemeneti abécé),
0:Q x X — Q az automata atmeneti fiiggvénye.

A véges automata mikodése:

m Kezdetben az automata a q, allapotban van.

m Az automata egyesével olvassa a bemeneti sorozatrél a jeleket.

m Haaz automata a g allapotban az a jelet olvassa be, akkor ,,atmegy” a d(q, @) allapotba.
]

Ha az automata aktualis allapota végallapot, akkor M elfogadja az addig beolvasott sorozatot,
kiilonben elveti azt.

13
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Mintaillesztes

Az M véges automata meghataroz egy o végallapot fiiggvényt:

o:.X" — Q, egy W sorozat esetén o(W) az az allapot, amelybe M keriil w elolvasasa utan.
M akkor és csak akkor fogad el egy w sorozatot, ha o(w) € A.
A o fiiggvény rekurziv definicidja:

o(g) = o,

o(wa) = d(a(w), a) (we X acl).

A 0 atmeneti fliggvény Az allapot-atmenet diagram
bemenet
b a
allapot a b
SRON
0 110
1 010
b

Egy egyszeri, kétallapotu véges automata

14

lra



N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Mintaillesztes

Minden P mintahoz létezik mintaillesztd automata, amelyet az alabbi médon konstrualhatunk meg:
m  Meghatarozzuk a P[1..m] mintahoz tartozo o szuffix fiiggvényt:

m o:X — {0,1,...,m}, és o(x) a leghosszabb olyan P-beli prefix hossza, amely szuffixe x-nek:
a(X) = max{k: P, = x}.

= Pl: Ha P=ab, akkor o(¢)=0, o(ccaca)=1, o(ccab)=2.

= Tulajdonsagok:
Egy m hosszusagli minta esetén o(X)=m akkor és csak akkor, ha P =1 x.
Ha x 3y, akkor o(x) < o(y).

m Az allapotok halmaza, Q, legyen {0, 1, ..., m}. A g, kezdéallapot legyen 0, és az egyetlen
végallapot m.

m TetszOleges q allapotra és a jelre, a 0 atmeneti fiiggvényt az alabbi egyenldség adja meg:
(g, a) = o(P,a)

Megjegyzés: a fenti valasztast az indokolja, hogy a o(T;) = o(T;) egyenldség fennall az automata
miikodése soran.

15

lra



N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Mintaillesztes

ATMENETI-FUGGVENY-SZAMITAS(P, 3)
1 m <« hossz[P]

2 forq«0,m

3 for minden a €  jelre

4 k «<— min(m+1, q+2)
5 repeat

6 Kk «— k-1
7 until P, P, a

8 0(q, a) — k

9 returno

Hatékonysag: A repeat ciklus legfeljebb m+1 iteraciot hajt végre, a P, 1 P a feltétel eldontésehez m
jel 6sszehasonlitasara lehet sziikség, igy kaphat6 az O(m3>)).

Megjegyzés: 6 meghatarozhat6 O(m|}’|) idében is (ha kihasznalunk bizonyos, a P mintara
kiszamolhat6 informaciokat).

16
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem
Feladatok

m  Adjuk meg a P=aabab mintdhoz tartozé mintaillesztd automata ¢ atmeneti
fliggvényét (tablazattal) és allapot-atmenet diagramjat, ha > ={a, b}!

17
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Mintaillesztés
VEGES-AUTOMATA-ILLESZTO(T, 6, m)

1 n <« hossz[T]

2 q<0

3 fori<—1,n

4 q < 4(q, T[i])
5 ifg=m

6

Ki: ,,A minta illeszkedik az”, i—m+1,”. poziciora”
Hatékonysag: Egy n hosszusagu szoveg esetén az illesztési idé O(n).

Osszegezve: Egy m hosszisagn minta sszes eléfordulasa egy n hosszasagu, Y jeleibdl allé sorozatban
megtalalhato O(m|>]|) eléfeldolgozasi id6 és O(n) illesztési 1d0 alatt.

18
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem
2

Mintaillesztes

bemenet b

allapot a b ¢ P
0 1100 ] a
1 112101 b
2 31700 a

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
3 11410, b

T[] a b a b a b a c¢c a b a
4 510110 a

T-'11t01234545623

5 146 ¢ o(Ty) dllapo
6 71011 0] a
7 11210

Egy mintailleszté6 automata

lra
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Mintaillesztés

lra

Hogyan tudnénk gyorsitani az egyszerli mintaillesztést?
m Lehetdleg ne egyesével 1éptessiik a mintat a szovegen, az €érvénytelen eltolasokat eleve ugorjuk
at!
®m A mar egyszer megvizsgalt ¢és egyez0 jeleket ne vizsgaljuk meg egy Ujabb eltolas vizsgélata
esetén!
Altalaban az alabbi kérdésre kellene ismerni a valaszt:

m Haaminta P[1..q] jelei illeszkednek a szoveg T[s+1..s+q] jeleire, mi a legkisebb olyan s’>s
eltolas, amelyre fennall, hogy

P[1.k]=T[s’+1..s’+K], ahol s’+k=s+q?
Mas szavakkal, ha tudjuk, hogy P, 3 T, akkor tudni szeretnénk, hogy mi az a leghosszabb P,
valodi prefixe Py -nak ami szintén szuffixe T, -nak.
m S’=s+g—k az elsd s-nél nagyobb eltolas, amely nem feltétleniil érvénytelen.
m A legjobb esetben k =0, azaz s’=s+q, igy az s+1, s+2, ..., s+¢g—1 eltoldsok azonnal kizarhatok.

m Az’ eltolasra felesleges ellendrizniink a P minta elsé k jelének illeszkedését, mert azok
egyeznek a szoveg megfeleld jeleivel.

Kiszamitjuk és felhasznaljuk a minta prefix fiiggvényét, amely megadja, hogyan illeszkedik a minta
onmaga eltoltjaira.

20



N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Mintaillesztes

A 7 fiiggvény a P[1..m] mintahoz tartozo prefix fiiggvény, haz: {1,2,...,m} — {0, 1, ..., m—1} és
m[q] = max{k: k<qés P, 3 P}
Szavakban: z[q] a leghosszabb olyan P-beli prefix hossza, amely valodi szuffixe Py-nak.

PREFIX-FUGGVENY-SZAMITAS(P)
m «— hossz[P]
n[l] < 0
k<0
forq«— 2, m
while k > 0 és P[k+1] # P[q]
kK — z[k]
if P[k+1] = P[q]
k «— k+1
r[q] —k
10 returnz

© 00 N O O A WO DN -

Hatékonysag: ©®(m), mivel a belsé ciklus O(1) ideju (lasd jegyzet, amortizald elemzés).

N 21



N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Mintaillesztes

Plil] |a|b a|bjajc|a

#li] |00 | 1|23 ]0]|1 a bjla/bja c|ja| P

s'=s+2

s'=s+(¢—x[q])

A 7 prefix fuggvény és hasznalata

lra
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem
Feladatok

m  Adjuk meg a P=ababbabbababbababbabb mintdhoz tartozo6 z prefix
fliggvényt, ha > ={a, b}!

23
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Mintaillesztés
KMP-ILLESZTO(T, P)

1 n <« hossz[T]

2 m <« hossz[P]

3 7« PREFIX-FUGGVENY-SZAMITAS(P)

4 q<0 I* Az illeszked¢ jelek szama */

5 fori<1,n /* A szoveg ellendrzése balrdl jobbra */
6 while q > 0 és P[q+1] # T[i]

7 q <« z[q] I* A kovetkezo jel nem illeszkedik */
8 if P[q+1] = TJi]

9 q«— g+l I* A kovetkezo jel illeszkedik */

10 ifg=m I* A teljes minta illeszkedik? */

11 Ki: ,,A minta el6fordul az”, i—-m+1, ,,. pozicion”

12 q « 7[q] /* A kovetkezd illeszkedés keresése */

Hatékonysag: Elofeldolgozas (7 kiszamitasa) ®(m), az illesztés ®(n) idejii (mivel a belso ciklus O(1)
idej itt is).
Megjegyzés: A KMP roviditést a Knuth-Morris-Pratt nevek kezddbetiii adjak.

24
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem
Feladatok

m Milyen értékeket vesz fel rendre a q valtozé a KMP-ILLESZTO algoritmus

futasa sordn, a T=bbababababba szoveg, ¢s a P=ababa minta bemend
adatokra, ha Y={a, b}?

25
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem
2

Mintaillesztés
Algoritmus Eléfeldolgozasi ido  Illesztési ido
Egyszeri 0 O((n—m+1)m)
Rabin-Karp ®(m) O((n—m+1)m)
Véges automata om[>)) O(n)
Knuth-Morris-Pratt O(m) O(n)

A mintailleszté algoritmusok hatékonysaga

lra
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