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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Dinamikus programozas

m Az oszd meg és uralkodj modszer a megoldando feladatot fiiggetlen részfeladatokra osztja,
amelyeket megold és a részfeladatok megoldésait az eredeti feladat megoldasa céljabol egyesiti.

m A dinamikus programozas

m A feladatot szintén részfeladatokra valo osztdssal oldja meg. Akkor alkalmazhatd, ha a
részfeladatok nem fiiggetlenek, azaz k6z0s részproblémak vannak.

m  Minden egyes részfeladatot pontosan egyszer old meg, az eredményt egy tabladzatban tarolja,
igy elkeriilhetd egy részfeladat ismételt kiszamitasa.

= Optimalizalasi feladatok megoldasara hasznaljuk. Altaldban sok megengedett megoldas
létezik amelyek mindegyikének van értéke.

m (¢l az optimdlis (minimalis vagy maximalis) értékii megoldds megtalalasa, amelyet egy
optimalis megoldasnak neveziink.

Egy dinamikus programozasi algoritmus kifejlesztése az alabbi 1épesekre bonthato:
1. Jellemezziik az optimalis megoldas szerkezeteét.

2. Rekurziv médon definidljuk az optimalis megoldas értekeét.

3. Kiszamitjuk az optimalis megoldas értékeét alulrdl felfelé torténd modon.

4. A kiszamitott informacidk alapjan megszerkesztiink egy optimalis megoldast.
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Matrixok véges sorozatainak szorzasa
MATRIXSZORZAS(A, B)

1 if oszlop[A] # sor[B]

2 error ,,nem Osszeillo dimenzi6”

3 else

4 for i < 1, sor[A]

5 for j < 1, oszlop[B]

6 C[i,j] <0

7 for k < 1, oszlop[A]

8 CIi, j1 < CIi, j]+Al[i, k] B[k, j]
9 return C

Megjegyzés: Az A ¢és B matrixot csak akkor szorozhatjuk 0ssze, ha A oszlopainak szama egyenld B
sorainak szamaval. Ha A egy p X g méretli matrix, B pedig q X r méretli, akkor eredményiil kapott
C matrix mérete p Xr.

Miiveletigény: A C kiszamitdsahoz sziikséges 1d6 dontd része a 8. sorban talalhaté skalar szorzasok
mennyisege, ami pPgr. A kovetkezOkben a szamitasi 1dOt a skalar szorzasok szamaval fejezziik ki.

lra
RN
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Matrixok véges sorozatainak szorzasa

Tegylik fel, hogy adott n matrix A;, A,, ... , A, és ezek A; A, ... 4, szorzatat akarjuk kiszamitani.
A matrixok szorzasa asszociativ, igy barmilyen zargjelezés ugyanazt az eredményt adja.

Matrixok egy szorzata teljesen zarojelezett, ha vagy egyetlen matrix, vagy két zargjelbe tett teljesen
zarojelezett matrixszorzat szorzata.

Példa: ha a sorozat A;, A,, A;, A,, akkor az A; A, A; A, szorzat teljes zarojelezései:
(A (Az (A3 Ag))),
(A1 (A2 Ag) Ag)),
(A1 (A2 A5)) Ay),
(A1 A)(AzA,)),
((ALA2) A Ay).

Egy szorzat zargjelezése alapvetoen befolyasolja a kifejezes kiértekelésének koltségét.
Példa: Legyen n=3 és az A;, A,, A; matrixok mérete rendre 10 X 100, 100 X 5 és 5 X 50.
Az ((ALA,) Ay) zarodjelezés szerint: 10-100-5+10-5-50=5000+2500=7500 szorz4s.

Az (A (A, Ay)) zarojelezés esetén 100-5-50+10-100-50=25000+50000=75000 szorzas.

lra
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Matrixok véges sorozatainak szorzasa

A véges sok matrix osszeszorzasanak problémaja:

Adott matrixoknak egy A;, A,, ..., A, véges sorozata, ahol az A; matrix mérete p; ; X p;
(i=1,2,...,n).

Keresend6 az A,A, ...4, szorzat azon teljes zardjelezése, amely minimalizalja a szorzat
kiszamitasdhoz sziikséges skalar szorzasok szamat.

Megjegyzés: A teljes zarojelezések szama exponencialis n-ben.

A dinamikus programozasi megoldas 1épései:

1.

lra

Az optimalis megoldas jellemzése:

Jelolje A; jaz Aj Ay, ...4j szorzat eredmenyét. Az optimalis zarojelezés kettévagja az AjAi,; ... 4
szorzatot valamely A, és A, matrix kozott, ahol i <k <].

Ekkor az optimalis zarojelezés koltsége az A; | €s Ay, ; matrixok kiszamitasanak ¢s ezek
0sszeszorzasanak egylittes koltsege.

Vegyiik €szre, hogy az A; | €s Ay, j részsorozatok zarojelezésenek is optimalisnak kell lennie!

A veéges sok matrix 0sszeszorzasa problémajanak optimalis megoldasa minden esetben tartalmazza
a részfeladatok optimalis megoldasat.

Ez a tulajdonsag, az optimalis megolddson beliili optimalis részszerkezet, altalanosan jellemzi a
dinamikus programozas alkalmazhatosagat.
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Matrixok véges sorozatainak szorzasa

2. Az optimalis érték kifejezése a részproblémak optimalis értékeinek segitségével:
A részprobléma az A; A, ...4; szorzat optimalis zarojelezésének meghatarozésa, ahol 1<i<j<n.

Legyen mli, j] az A; ; matrix kiszamitasahoz minimalisan sziikséges skaldr szorzasok szdma, igy az
A, , kiszamitasanak lehetséges legkisebb koltsége m[1, n].

Ha i=j, akkor A, ;=A,, azaz nincs sziikség szorzasra a szorzat meghatarozasahoz.

Ha i<j, akkor tegyiik fel, hogy az optimalis zarojelezés az A, €s A, matrixok kozott vagja szét az
AiAi.q ...4; szorzatot, ahol i <k <j.

Mivel az A; matrixok mérete p; y X p;, az A, y €s Ay, j szorzat kiszamitasa p; ; py p; szorzast
igényel, ezért azt kapjuk, hogy:

mfi, jI= m[i, K]+ m[k+1, j]+ p;; P p;
Az i <k <] miatt csak j—i kiilonboz6 értéke lehet k-nak (k=i, i+1, i+2, ..., j—1), ezért:

m[i, j]= 0, ha i=],

mfi, j]= min ;o . Am[i, K]+ m[k+1, j]+ p;1 P P ha i<].

Megjegyzés: Az optimalis megoldas eldallitasa érdekében definidljuk az S[i, j] mennyiségeket,
amelyek azt a k indexet adjak, ahol az optimalis zarojelezés kettévagja az AjA;,; ...4; szorzatot,
azaz amelyre m[i, j]= m[i, k]+ m[k+1, j]+ p; ; py p; teljesil.

lra
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Matrixok veéges sorozatainak szorzasa

3. Az optimalis megoldas értékének meghatarozasa alulrdl felfelé torténd megkozelitéssel:

MATRIX-SZORZAS-SORREND(p)
n <« hossz[p]—1
fori<—1,n
m[i, i] —0
forl < 2,n
fori<—1,n-/+1
je—i+l-1
m[i, J] « o
fork —i,j-1
q < m[i, KJ+m[k+1, j]+ pi_y P P;
if g <mli, |]
m[i, j] —q
12 s[i, J] <k
13 returnm,s

O© 00 NO O~ Wik

=
=

Megjegyzés: | azt mutatja, hogy milyen hosszl szorzatok minimalis koltségeit szamoljuk éppen.
Hatékonysag: Az algoritmus O(n?) futasi id6t és ®(n?) memoriat igényel.

N 8
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Matrixok véges sorozatainak szorzasa

A;:30%x35

A,:35%15 m[2, 2]+m[3, 5]+p, p, ps=0+2500+35-15-20=13000,
A;:15%X5 m[2, 5]=min{ m[2, 3]+m[4, 5]+p, p;Ps=2625+1000+35-5-20=7125, =7125.
A,:5x%10 m[2, 4]+m[5, 5]+p, p, Ps=4375+0+35-10-20=11375
A;:10x20

Ag: 20X 25

A MATRIX-SZORZAS-SORREND eljaras

lra
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Matrixok veéges sorozatainak szorzasa

4. Az optimalis megoldas eldallitdsa a szamitott informacidk alapjan:

MATRIX-LANC-SZORZAS(A, s, i, )

1 ifj>i

2 X «— MATRIX-LANC-SZORZAS(A, s, i, s[i, j])

3 Y «— MATRIX-LANC-SZORZAS(A, s, s[i, j1+1, j)
4 return MATRIXSZORZAS(X, Y)

5 else

6 return A,

Megjegyzés: Az eléz6 matrixokkal a MATRIX-LANC-SZORZAS(A, s, 1, 6) hivas a matrixok
szorzatat a ((A;(A, A))((A, As) Ag)) zardjelezés szerint szamitja.

OPTIMALIS-ZAROJELEZES-NYOMTATASCS, i, j)

ifj=1i
Ki ”A”,

else
Ki: ”(”
OPTIMALIS-ZAROJELEZES-NYOMTATAS (s, i, s[i, j])
OPTIMALIS-ZAROJELEZES-NYOMTATAS (s, s[i, j]+1, j)
Ki: ”)”

~NOo ok~ WD

10
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Feladatok

m  Hany skalar szorzast végziink legjobb ¢€s hanyat legrosszabb esetben az alabbi
méretekkel megadott matrix sorozat szorzatmatrixdnak kiszamitasakor?

m (5,234
m  Keressik meg azon matrixok dsszeszorzasanak optimalis zardjelezesét, ahol a
meéretek sorozata az alabbi!

m (52,342

m  Adjuk meg a MATRIX-SZORZAS-SORREND(p) eljaras m és s
eredménytombjeit az alabbi p bemend tomb esetén!

m p=(52, 3542

11

lra
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Matrixok véges sorozatainak szorzasa
REKURZIV-MATRIX-LANC(p, i, j)

1 ifi=j

2 return 0

3 mfi,j]

4 fork<—i,j—1

5 g < REKURZIV-MATRIX-LANC(p, i, k) +
REKURZIV-MATRIX-LANC(p, k+1, j)+ piy Py P;

6 if g <m[i, j]

7 m[i, j] <—q

8 return mli, j]

Hatékonysag: Az algoritmus szdmitasigénye n-ben legalabb exponencialis.

12

lra
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Matrixok véges sorozatainak szorzasa

A REKURZIV-MATRIX-LANC(p, 1, 4) rekurziés faja

lra

13
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Matrixok véges sorozatainak szorzasa

FELJEGYZESES-MATRIX-LANC(p)
1 n<« hossz[p]-1

2 fori<—1,n

3 forj<i,n
4 m[i, J] «

5 return LANCOT-KERES(p, 1, n)

LANCOT-KERES(p, i, j)
it m[i, j] <
return mli, j]

1

2

3 ifi=j

4 mli, j] < 0

5 else

6 fork «—i,;—1

7 g — LANCOT-KERES(p, i, k) +LANCOT-KERES(p, k+1, j)+ pi_; P P;
8 if g <mli, j]

9 m[i, j] < g

1

0 return m[i, j]

Hatékonysag: Az algoritmus O(n?) futasi id6t és ®(n?) memoriat igényel.

14

lra
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A leghosszabb k0z0s részsorozat

Egy sorozat részsorozata egy olyan sorozat, amit az adott sorozatbol néhany (esetleg nulla) elem
elhagyasaval nyertink.

Formalisan, ha az adott sorozat X=(Xy, X, ... , X,), akkor egy masik Z=(z,, z,, ... , z,) sorozat akkor
részsorozata X-nek, ha létezik X indexeinek egy szigoraan névo (iy, iy, ... , 1,) Sorozata, hogy
minden j=1, 2, ..., k esetén xij =z

Példa: Z=(B, C, D, B) részsorozata az X=(A, B, C, B, D, A, B)-nek, és ekkor az indexek megfeleld
sorozata (2, 3, 5, 7).

Adott két sorozat X és Y. Azt mondjuk, hogy egy Z sorozat kézos részsorozatuk, ha Z részsorozata X-
nek is és Y-nak is.

Példa: Ha X=(A, B, C, B, D, A, B) és Y=(B, D, C, A, B, A), akkor a (B, C, A) k6z6s részsorozata X-nek
és Y-nak. Azonban (B, C, A) nem a leghosszabb k6zos részsorozat, mert (B, C, B, A) ill. (B, D, A,
B) is k6z0s részsorozat, amelyek hossza 4.

A leghosszabb kozos részsorozat probléma:
m  Adott két sorozat X=(Xy, X9, ... , Xir), €S Y=(Y1, Yo -ev s Yp)-
m Feladat: megtaldlni a leghosszabb k6zos részsorozatukat.

Megjegyzés: A leghosszabb koz0s részsorozat kifejezést LKR-ként roviditjiik.

N 15
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A leghosszabb k0z0s részsorozat

Egy X=(X{, X5, ..., X;,) sorozat i-edik prefixe az X;=(xy, X,, ..., X;) sorozat, ahol i=0, 1, ..., m.
Példa: ha X=(A, B, C, B, D, A, B), akkor X,=(A, B, C, B), és X, az lires sorozat.

Tétel: Legyen X=(Xy, X5, ... , Xp)> €8 Y=(Y1, Yo, ..., V) két sorozat és Z=(z,, Z,, ... , Z,) ezek egy
LKR-je. Ekkor igazak a kovetkezo allitasok:

1. Ha x,=vV,,akkor z=x,=VY,, és Z,_, az X,,_; és Y, _, egy LKR-je.
2. Ha Xx,#Y,,akkor z, # X, esetén Z az X, _; és Y egy LKR-je.
3. Ha Xx,#Y,,akkorz, #y, esetén Zaz X és Y, _, egy LKR-je.

Kovetkezmény: Mivel az LKR rendelkezik az optimalis részstruktira tulajdonsaggal, igy hatékonyan
megoldhat6 a dinamikus programozas modszerével.

Legyen c[i, j] az X; és Y; LKR-jének hossza. Ekkor (az el6z0 tétel szerint):

c[i, j]= 0, ha 1=0 vagy j=0,
cli, j]=c[i—1, j—1]+1, hai, j >0 és x=Y;,
cli, j]= max{c[i, j—1], c[i—1, j]}, hat, j >0 ¢és X #Y;.

16
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N Algoritmuselmelet

A leghosszabb k0z0s részsorozat

LKR-HOSSZ(X, Y)

m «— hossz[X]

n < hossz[Y]

fori<—1,m
c[i,0] <0

forj<—0,n
c[0,]j] « O

fori<—1,m

©OCoo~No ok~ wpdNEk

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19 returnc, b

forj<—1,n

ifx; =y,

else

o[i, j] — c[i-1, j-1]+1
o[, j] — N7

if c[i—1,j] >c[i, j—1]
cli, j] < c[i—1, ]
b[i, j] < ,,1”
else
cli, j] < c[i, j-1]
b[i, j] « ,,<”

Széchenyi Istvan Egyetem

Hatékonysag: Az algoritmus O(mn) futasi id6t és @(mn) memoriat igényel.

N

17



N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem
A leghosszabb k0z0s részsorozat

] 0 1 2 3 4 5 6

i y B D C A B A

O .
Xi 0 0 0 0

1 A + + R o\
0 0 0 0 1] «1 1
0 « 1] «1 1 “ 2

3 C + R + +
0 1 1 21 « 2 2 2

; B < i
0 1 1 2 2 3] «3

5 D I RN + + + +
0 1 2 2 2 3 3

6 A + + R R
0 1 2 2 3 3

7 B o\ + + e +
0 1 2 2 3 4 4

Az LKR-HOSSZ mikodése

18
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A leghosszabb k0z0s részsorozat
LKR-NYOMTAT(b, X, i, j)

1 ifi=0vagyj=0

2 return

3 ifb[i,j]=,~\"

4 LKR-NYOMTAT(b, X, i—1,j-1)

5 Ki: X

6 else

7 ifb[i,j] =17

8 LKR-NYOMTAT(b, X, i—1,j)
9 else

10 LKR-NYOMTAT(b, X, i, ]—1)

Megjegyzés: A kezdeti hivas: LKR-NYOMTAT (b, X, hossz[X], hossz[Y]).

Hatékonysag: Az algoritmus futasi ideje O(m-+n).

19

lra
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Feladatok

lra

Hatarozzuk meg az alabbi sorozatok egy LKR-jét!

= (1,0,0,1,0,1,0,1),(0,1,0,1,1,0,1,1,0)
Adjuk meg az LKR-HOSSZ(X, Y) eljaras c és b eredmény témbjeit és LKR-jét
az alabbi bemend sorozatok esetén!

= X=(1,0,0,1,0)

= Y=(0,1,0,1)
Megirhaté-e az LKR-HOSSZ algoritmus a b tomb nélkiil? Mi lesz ekkor az
LKR-NYOMTAT eljarassal?

Csokkentheté-e a @(mn) memoriaigény, ha csak az LKR hosszara vagyunk
kivancsiak (és magara az LKR-re nem)?

20
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Moho algoritmusok

Sok optimalizalasi probléma esetén a dinamikus programozasi megoldas tal sok esetet vizsgal meg
(alulrol-felfelé haladva) annak érdekében, hogy az optimalis valasztast meghatarozza.

A moho algoritmusok mindig az adott [épésben optimalisnak latsz6 dontést hozzak abban a
reményben, hogy a lokalis optimumok majd a globalis optimumhoz vezetnek.

A moho stratégia altalaban feliilrdl-lefelé halad, az egyes valasztasok fligghetnek az addig elvégzett
valasztasoktol, de nem fligghetnek a késdbbi valasztasoktol, a részproblémak megoldasatol.

A moho-valasztasi tulajdonsag: globalis optimalis megoldas elérhetd lokalis optimum (mohd)
valasztasaval.

Az optimalis részproblémak tulajdonsag: az optimalis megoldas felépithetd a részproblémak
optiméalis megoldasabol.

A moho algoritmusok nem mindig adnak optimalis megoldast, sok esetben csak kozelitik azt.

21
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Moho algoritmusok

m  Moho stratégia, vagy dinamikus programozas?

A 0-1 hatizsak feladat

Adott n darab targy, az i-edik targy hasznalati értéke v;, a sulya pedig w;, ahol v; és w; egész szamok.

Feladat: Kivalasztando a targyaknak olyan részhalmaza, amelyek hasznalati értékének 0sszege a lehetd
legnagyobb, de a stilyuk nem nagyobb, mint a hatizsak W kapacitasa, amely egész szam.

A toredékes hatizsak feladat csak abban kiilonbozik az el6z6t61, hogy a targyak toredéke is valaszthato.

Tulajdonsagok:

Mindkét probléma teljesiti az optimdlis részproblémak tulajdonséagot.

A 0-1 feladat nem teljesiti a moho valasztasi tulajdonsagot, igy nem oldhaté meg moho stratégiaval,
viszont dinamikus programozassal igen.

A toredékes feladat teljesiti a moho valasztasi tulajdonsagot, igy megoldhaté a moho stratégiaval (a
hasznalati érték per suly hanyados (v;/w;) szerinti moho vélasztassal).

22
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Moho algoritmusok

r r
20
, = goFt
Y
> targy 30 | 120Ft 30
2. ta - D
e 50 .\ 30 | 120 Ft
1. trgy . - 20 | 100 Ft ) 20| 100 Ft
20 20| 100Ft p— 1 — —q
10| 60Ft |10| 60Ft 10| 60 Ft
N N N N
60Ft 100Ft 120Ft hatizsik =220 Ft =160 Ft =180 Ft =240 Ft

A 0-1 és a toredékes hatizsak feladat

lra

23



N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Moho algoritmusok

m Az esemény-kivalasztasi probléma

Adott események egy S={a,, a,, ..., a,} n elemili halmaza, amelyek egy kdzos er6forrast (pl. egy
eldaddtermet) kivannak haszndlni, amit egy idében csak az egyik hasznalhat.

Minden a; eseményhez adott az S; kezdé idépont ¢s az f, befejezé idépont, ahol 0 <s; < f; < .

Ha az a; eseményt kivalasztjuk, akkor ez az [s;, f;) félig nyitott idGintervallumot foglalja le.

Az ; ¢s a; események kompatibilisek, ha az [s;, ;) €s [s;, fj) intervallumok nem fedik egymast (azaz ha
S; > fj vagy s; > f.).

Feladat: Kivalasztando kolcsondsen kompatibilis események egy legnagyobb elemszamu halmaza.

24
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Moho algoritmusok

MOHO-ESEMENYKIVALASZTO(S, f)

1
2
3
4
5
6
7
8

n «— hossz[s]

A —{a;}
1
form«2.,n
if s, >f,
A—AU{a.}
| <—m
return A

Feltétel: Az s ¢s f adatokat tomb abrazolja és a bemeneti események a befejezd idopont szerint

rendezettek, azaz f, <f,... <f,.

Megjegyzés: Mivel az eseményeket a befejezd 1dOpontok szerint nemcsdkkend sorrendben vizsgaljuk,

igy f. mindig az A-beli események befejez6 idopontjainak maximuma, vagyis f; = max{f,: a, € A}.

Hatékonysag: Az események n elemi S halmazat az algoritmus ®(n) id6 alatt iitemezi.

Tétel: Tekintsiink egy S; nem {ires részproblémat €s legyen a, a legkisebb befejezési idejii esemény

S, -ben, azaz f,, = min{ f, : a, € S;}. Ekkor a,, eleme S; valamely maximalis elemszamu, kdlcsondsen
kompatibilis eseményekbdl alld részhalmazanak.

Kovetkezmény: A MOHO-ESEMENYKIVALASZTO algoritmus maximalis elemszama megoldasat

N

adja az esemeny-kivalasztasi problémanak.
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Moho algoritmusok

KZ
1
—_ 3

i s f

1
T 1 4 /4

1
2 3 5 PR

1 4
3 0 6

1\6
4 5 7 1 4
K7

5 3 8 1 4
6 5 9 /'8

1 4
7 6 10 9

1 4 8
8 8 11 0

1 4 | s—
9 8 12

/11
10 2 13 1 4 8
11 12 14 1 1 3 1
» idd

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

A MOHO-ESEMENYKIVALASZTO miikodése
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem
Feladatok

m  Melyik eseményeket valasztja ki a MOHO-ESEMENYKIVALASZTO
algoritmus az alabbi s és f tombok esetén?

m s=< §, 3, 5 12, 3, 6,10, 6,17 >
m f=<12, 6, 8,14, 7, 9,15, 7,20>
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Moho algoritmusok

m Binaris karakterkod tervezése

Hogyan taroljunk egy karakterekbdl allé adatallomanyt tomoritetten Gigy, hogy minden karaktert egy
binaris jelsorozattal dbrazolunk?

Prefix-kédnak nevezziik az olyan kodolast, amelyben egyik kodszo sem kezddszelete egy masiknak.

Allitas: A karakterkoddal elérhetd optimalis adattomorités mindig megadhato prefix-koddal is.

A prefix-kodok elényosek, mert egyszerisitik a kodolast (tomorités) és a dekddolast.

A dekodolashoz sziikség van a prefix-kod olyan alkalmas abrazolasara, amely lehet6vé teszi, hogy a
kodszot konnyen azonositani tudjuk. Az olyan binaris fa, amelynek levelei a kodolando karakterek,
egy ilyen abrazolas. Az egyes karakterek kodjat az adott karakterig vezetd ut adja.

Allitas: Egy adatallomany optimalis kodjat mindig teljes binaris fa adja, azaz olyan fa, amelyben
minden nem levél pontnak két gyereke van.

Kovetkezmény: Ha C az az dbécé, amelynek elemei a kddolando karakterek, akkor az optimalis
prefix-kod fajanak |C| levele €s pontosan |[C|-1 bels6 pontja van.

Feladat: Meghatarozandé egy adott C abécéhez (az egyes karakterek gyakorisaganak ismeretében) az
optimalis prefix-kod.
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Moho algoritmusok

a b C d e f
Gyakorisag (ezrekben) 45 13 12 16 9 5
Fix hosszu kédszo 000 001 010 011 100 101 (300 000 bit)
Valtozo6 hosszu kodszo 0 101 100 111 1101 1100 (224 000 bit)

a:45

d:16

A karakter kédolasi probléma

lra
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Moho algoritmusok

HUFFMAN(C)

1 n<|C|

2 Q<C

3 fori—1,n-1

4 Z < egy Ujonnan létrehozott cslics
5 X « bal[z] «— KIVESZ-MIN(Q)

6 y « jobb[z] «— KIVESZ-MIN(Q)
7 f[z] < f[x] + f[y]
8 BESZUR(Q, z)
9 return KIVESZ-MIN(Q)

Megjegyzés: Minden ¢ € C karakter gyakorisaga az f[c] érték.

Hatékonysag: Ha a Q elsobbségi sort binaris kupaccal valdsitjuk meg, akkor a 2. sor O(n) ideju (lasd
KUPACOT-EPIT), az elsébbségi sorok miiveletei (KIVESZ-MIN, BESZUR) O(lg n) idejiiek, igy
a Huffman algoritmus O(n Ig n) idejii, minden n karaktert tartalmazé C halmazra.
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Moho algoritmusok

£5 9 12| | b13| | d&16| | a4s 12| | b3 d:16 || a45
0 1

a:45

@ d:16 a:45
0 1 0 1 0 1

f:5 e9 c:12 b:13 c:12 b:13

d:16

a:45

a:45

d:16

A HUFFMAN algoritmus miikodése

lra
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem
Feladatok

m  Milyen fat allit el6 a HUFFMAN algoritmus az alabbi karakterek ¢s
eldfordulasi darabszamok esetén?

m a:23,b:15,c¢:12,d:13,e:6,f:10,9: 4, h: 17
m A fix hosszi kodolashoz képest hany szazalékos lesz a megtakaritas a teljes
szoveg kodolasakor?

m  Mi az optimalis Huffman-kodja annak az abécének, ahol a karakterek
gyakorisagat a Fibonacci szamok adjak, azaz:

m oa:l,b:1,c:2,d:3,e:5,1:8 ¢g: 13, h: 21, ...
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Moho algoritmusok

m Kozelitd algoritmusok

Az optimalishoz kozeli megoldast ado algoritmust kozelité algoritmusnak nevezziik.

Tegyiik fel, hogy egy optimalizalasi probléma minden lehetséges megoldasanak pozitiv koltsége van.
Optimalis megoldas: minimalis vagy maximalis koltséggel rendelkezd megoldas.

Egy kozelito algoritmus hibakorlat-fiiggvénye p(n), ha az altala adott megoldas C kdltsége — minden n
méretii bemenetre — az optimalis megoldas C” koltségének legfeljebb p(n)-szerese, ill. legalabb
p(n)-ed része, azaz:

max(C/C”, C*/C) < p(n).

Ha egy algoritmus biztositja a p(n) hibakorlat-fiiggvény betartasat, akkor p(n)-kozelité algoritmusnak
nevezziik.

Megjegyzés: Ha a hibakorlat-fiiggvény fliggetlen n-t6l, akkor p hibakorlatrol és p-kozelitd algoritmusrol
beszeliink (pl. egy 1-kozelitd algoritmus optimalis megoldast ad).
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Moho algoritmusok

m A halmazlefogasi probléma

Adott egy X véges, nem lires halmaz, ¢s X részhalmazainak egy olyan 7 0sszessége, hogy X minden
eleme legalabb egy _#-beli részhalmazhoz tartozik, azaz:
X=Us #S.

Azt mondjuk, hogy egy S €_# lefogja/lefedi az elemeit.

Feladat: Meghatarozandé egy olyan minimalis méretli €’ < _# részhalmaz, amelynek tagjai lefedik X-
et, azaz X=Us _~S.

Példa: Tegyiik fel, hogy X olyan képességek halmazat jeldli, amelyek sziikségesek egy probléma
megoldasahoz, és adott azon emberek halmaza, akik a probléméan dolgozhatnak. Kivalasztando6 egy
minimalis 1étszamu bizottsag ugy, hogy X minden képességéhez legyen (legalabb) egy ember a
bizottsdgban, aki rendelkezik azzal a képességgel.
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Moho algoritmusok
MOHON-HALMAZT-LEFOG(X, %)

1 U«X

2 C+—0

3 whileU+#0

4 valasszunk ki egy olyan (S € _#)-et, amelyre | SN U | maximalis
5 U—U-S

6 C — CU{S}

7 return C

Hatékonysag: A ciklus legfeljebb min(|X|, |_#])-szer fut le, és a ciklusmag megvalosithatd O(|X||_#1)
1d0 alatt, azaz az algoritmus polinomidlis futasi idejii.

Jelolés: jelolje H(d) a d-edik harmonikus szamot, azaz H(d)=}_;=; 4 1/i.
Tétel: A MOHON-HALMAZT-LEFOG polinomialis p(n)-kozelitd algoritmus, ahol
p(n)=H(max{[S|: S € 7}).
Kovetkezmény: Mivel ¥ .-, 4 1/i<Ind+1, ezért a MOHON-HALMAZT-LEFOG algoritmus
polinomialis (In |X|+1)-kozelito algoritmus.
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Moho algoritmusok

N N N

. | . 3
anAns
o - S S.

A lefogasi probléma egy esete
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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem
Feladatok

m  Mi a minimalis méreti halmaz lefedés az el6z0 dian szerepld adatok esetén és

milyen megoldast ad (mely halmazokat valasztja ki és milyen sorrendben) a
MOHON-HALMAZT-LEFOG algoritmus?

m Az alabbi szavakat betiik halmazanak véve milyen megoldast ad a MOHON-
HALMAZT-LEFOG algoritmus, ha a holtversenyt annak a szonak a javara
dontjiik el, amelyik elobb jelenik meg a szotarban.

m {arid, dash, drain, heard, lost, nose, shun, slate, snare, thread}

37

lra



