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N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem

Dinamikus halmazok

A szamitastechnikaban hasznalatos, idében valtozo, véges halmazokat dinamikus halmazoknak

nevezzik.

A dinamikus halmazok objektumaiban szerepelhet egy (gyakran azonositoként is hasznalt) kulesmezo

ill. az objektumoknak lehetnek kiséro adatai is.

Dinamikus halmazokon értelmezett muveletek:

KERES(H, k) Egy k kulcsti elem megkeresése a H halmazban. Az eredmény egy
olyan elem x mutatdja, amelyre kulcs[x]=k, ill. NIL ha nincs ilyen elem.

BESZUR(H, x) A H halmaz bévitése az X altal mutatott elemmel.

TOROL(H, x)  Térli az x altal mutatott elemet a H halmazbol.

MINIMUM(H) A H halmaz legkisebb kulcsértékli elemének a mutatdjat adja.
MAXIMUM(H) A H halmaz legnagyobb kulcsértékii elemének a mutatodjat adja.

KOVETKEZO(H, x) Annak az elemnek a mutat6ja, amelynek kulcsértéke kozvetleniil az X
elem kulcsertéke utan kovetkezik a teljes rendezes szerint, ill. NIL, ha
X a legnagyobb kulcsu elem H-ban.

m ELOZO(H,x)  Annak az elemnek a mutatéja, amelynek kulcsértéke kozvetleniil megelézi az X
elem kulcsértékét a teljes rendezeés szerint, 1ll. NIL, ha X a legkisebb kulcst elem.

Megjegyzés:

m Az els6 harom miiveletet megvalositdo dinamikus halmazokat szotaraknak nevezziik.

lra

A tobbi muvelet feltételezi, hogy a kulcsok egy teljesen rendezett halmazbol valok (ahol teljesiil a
trichotémia, azaz a ¢és b eclemek esetén a<b, a=b, a>b esetek koziil pontosan egy teljesiil).
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Vermek

URES-VEREM(V)

1 iftets[V] =0

2 return IGAZ
3 else

4 return HAMIS

VEREMBE(V, X)
1 tets[V] < tetd[V]+1
2  V[teto[V]] « x

VEREMBOL(V)
1 if URES-VEREM(V)
error ,,alulcsordulas”
else
teto[V] « tets[V]—-1
return V[teto[V]+1]

Ok~ owbdN

Megjegyzés: A vermeken értelmezett BESZUR miivelet neve VEREMBE, a TOROL miivelet neve
pedig VEREMBOL.

Hatékonysag: Mindharom miivelet O(1) idejti.

lra
RN
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Vermek

teto[V]=4

1 2 3 4 5 6 7

VI]i15/6 29 |17] 3

3
tet6[V]=6

1 2 3 4 5 6 7

VIi15/6 |2 |9 17| 3

3
tet6[V]=5

AV verem tombos abrazolasa

lra



N Algoritmuselmelet Széchenyi Istvan Egyetem
Feladatok

m  Milyen allapotu vermet kapunk a VEREMBE(V, 4), VEREMBE(V, 1),
VEREMBE(V, 3), VEREMBOL(V), VEREMBOL(V) és VEREMBE(V, 8)
hivasok utan, ha a vermet az V[1..6] tombben taroljuk, ¢s a verem kezdetben
tires? Mcekkora a tet6[V] értéke?
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Sorok
SORBA(S, )
1 S[vege[S]] <« x
2 if vége[S] = hossz[S]

3 vege[S] «— 1

4 else

5 vege[S] < vége[S]+1
SORBOL(S)

1 x < S[fej[S]]
2 if fej[S] = hossz[S]

3 fej[S] < 1

4 else

5 fej[S] < fej[S]+1
6 returnx

Megjegyzés: A sorokon értelmezett BESZUR miivelet neve SORBA, a TOROL miivelet neve
SORBOL. A fej[S] mutatja a sorban 1év6 elsé elem helyét, a vége[S] pedig az elsé szabad helyet.
Kezdetben fej[S]=vége[S]=1. Az alul- és tulcsordulast a hivo kezeli.

Hatékonysag: Mindkét mivelet O(1) ideju.

N 7



N Algoritmuselmelet

Sorok

lra

5 6 7

10

11

12

Egy sor megvalésitasa az S[1..12] tombbel

Széchenyi Istvan Egyetem

15| 6 8 | 4
T T
fej[S]=7 vege[S]=12
2 3 4 5 6 7 8 10 11 12
5 15| 6 8 | 4 |17
T T
vege[S]=3 fej[S]=7
2 3 4 5 6 7 8 10 11 12
5 15| 6 8 | 4 |17
T T
vege[S]=3 fej[S]=8
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Feladatok

m  Milyen allapotu sort kapunk a SORBA(S, 4), SORBA(S, 1), SORBA(S, 3),
SORBOL(S), SORBOL(S) és SORBA(S, 8) hivasok utan, ha a sort az S[1..6]
tombben taroljuk, és a sor kezdetben ilires? Mekkora a fej[S] és a vége[S]
értéke, ha kezdetben fej[S]=vége[S]=5?

m Haegy sort az S[1..n] témbbel valositunk meg, akkor a sor miért csak n—1
elemet tartalmazhat n elem helyett?

lra
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Lancolt listak

LISTABAN-KERES(L, k)

1 x <« fej[L]

2 while x # NIL és kulcs[x] #k
3 X «— kov[X]

4 return x

LISTABA-BESZUR(L, X)
kov[x] < fej[L]

2 if fej[L] # NIL

3 elozo[fej[L]] < X
4 fej[L] < x

5  eldz6[x] < NIL

|

Hatékonysag: Egy n elemi lista esetén a keresés legrosszabb esetben ®(n), a beszuras O(1) idejt.

10

lra
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Lancolt listak

LISTABOL-TOROL(L, X)

1 if el6z6[x] # NIL

2 kov[el6zo[x]] < kov[X]
3 else

4 fej[L] — kov[x]
5 if kov[x] # NIL

6

elozo[kov [X]] « el6zo][X]

Hatékonysag: Egy n elemil lista esetén a torlés O(1) idejii, ha azonban egy adott kulcst elemet
szeretnénk tor6lni, akkor ehhez legrosszabb esetben ®(n) id6 sziikséges.

11

lra



N Algoritmuselmelet

Lancolt listak

fej[L]

fej[L]

fej[L]

lra

Széchenyi Istvan Egyetem

elozo kulcs kov
\ \ /
| 9 16
. 25 9
e 25 9

4 1]/
16 4 1|/
16 1/

Dinamikus halmaz abrazolasa egy kétszeresen lancolt L listaval

12
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Feladatok

m  Megvaldsithato-e a dinamikus halmazokra értelmezett BESZUR miivelet
egyszeresen lancolt listdkra O(1) idében? Mi a helyzet a TOROL miivelettel?

m  Adjunk olyan nemrekurziv eljarast, amely ®(n) idében megfordit egy n elemt,
egyszeresen lancolt listat! Az eljaras konstans méretli segédmemoriat
hasznalhat.

13
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Mutatok és objektumok abrazolasa

L 7
i W —
kov 30/ 2 5
kulcs 4 |1 16 9
elozo 51 2 7 /
+ T\—T
L |19
+ - \ - |
A 47131 /|4 16| 4 |19 o |13 /
| T\ /
kulcs | el6z6
kov

Objektumok abrazolasa tombokkel

14
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Feladatok

m  Adjuk meg az alabbi kulcsokat tartalmaz6 kétszeresen lancolt lista tobb-
tombos abrazolasat igy, hogy a tombok 10 elemiek €s az elemek rendre a
paratlan tombpoziciokba kertilnek!

m <548,21>

m  Adjuk meg az alabbi kulcsokat tartalmazo kétszeresen lancolt lista egy-tombos
abrazolasat Gigy, hogy a tomb 15 eleml €s az elemek a tombot elolrdl kezdve
folyamatosan toltik fel!

m <6,2,53>

15

lra
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Mutatok és objektumok abrazolasa

OBJEKTUMOT-LEFOGLAL()
if szabad = NIL
error ,,nincs szabadhely”

1

2

3

4 X «— szabad
5 szabad <« kov[X]

6 return x
OBJEKTUMOT-FELSZABADIT(X)
1 kov[x] < szabad

2 szabad < x

16
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Mutatok és objektumok abrazolasa

szabad | 4
L[ < | | & L
kov /131 /1821|516
kulcs 4 11 16 9
elozé 51 2 7 /
szabad | 8
L4 < | & \
kov /131 / |72 1]5]6 Az OBJEKTUMOT-LEFOGLAL() hivas
kulcs 411 125116 9 (ami 4-et ad vissza),
kulcs[4] beallitasa 25-re, és a
elozg 512/ 17 4 LISTABA-BESZUR(L, 4) végrehajtasa utani allapot
szabad | 5
< v 17 \
LA ke T3] Tsla]z2]6

A LISTABOL-TOROL(L, 5) és az
OBJEKTUMOT-FELSZABADIT(5) végrehajtasa
elézé 7020/ 4 utéani allapot

kulcs 4 |1 |25 9

Objektumok helyfoglalasa és felszabaditasa

lra
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Feladatok

m Vegyiik fel az elobbi L listaba a 12-es kulcsu €s 8 kulcst elemet, majd toroljik
a 3-as indext elemet! Milyen allapotot kapunk?

18
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Gyokeres fak abrazolasa

gyoker[T]

Ny
g

~
~
~
~

Binaris fa abrazolasa

19
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Gyokeres fak abrazolasa

Bal-gyermek, jobb-testvér reprezentacié

20
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Hasito tablazatok

Feladat: Szotar megvaldsitasa tomb segitségével.

Azokat a dinamikus halmazokat, amelyek csak a BESZUR, KERES és TOROL miiveleteket
tamogatjak, szotaraknak nevezzik.

Kozvetlen cimzés: akkor alkalmazhat6, ha lefoglalhatunk akkora tombot, amelyben minden lehetséges
kulcsnak megfelel egy tombelem.

Hatékonysag: Minden szotarmiivelet O(1) idejt.

Hasito tablazatok: akkor alkalmazzuk, ha a tarolt kulcsok szama a lehetséges kulcsokhoz képest
viszonylag kicsi.
Az adatok tarolasara a tarolt kulcsok szdmaval aranyos méretli témbdot hasznalunk.

A tomb elemeinek kozvetlen cimzésére a kulcs helyett egy, a kulcsbol kiszamitott értéket hasznalunk,
amelyet hasité fiiggvénnyel szamolunk ki.

Hatékonysag: Minden szotdrmuvelet atlagosan O(1) idejti.

21
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Hasitoé tablazatok
Feltétel: A tarolandd kulcsuniverzum U = {0, 1, 2, ..., m—1}, ahol m nem tul nagy, és nincs két
egyforma kulcst elem.

Megvalositas: Egy T [0.. m—1] tomb, amelyet kozvetlen cimzésii tablazatnak neveziink. A
tablazatban minden hely (mas néven rés) megfelel az U univerzum egy kulcsanak.

T
/ 0
) 1 kulcs kisérd adatok
, \ /
2] |
3
EI
/ 4
(aktualis -
kulcsok) / ¢
5 / 7
9
/

Dinamikus halmaz megvalésitasa kozvetlen cimzésii tablazattal

lra
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Hasito tablazatok

KOZVETLEN-CIMZESU-KERESES(T, k)
1 return T [K]

KOZVETLEN-CIMZESU-BESZURAS(T, X)
1 T [kulcs[x]] < x

KOZVETLEN-CIMZESU-TORLES(T, X)
1 T [kules[x]] < NIL

Hatékonysag: Mindharom mitivelet O(1) idejt.

lra
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Hasito tablazatok

A hasito fiiggvény: h: U — {0, 1, ..., m—1}
Megvalésitas: Egy T [0.. m—1] tomb, amelyet hasit6 tablazatnak neveziink. A K kulcst elem a
tablazat h(k) résére képzodik le (vagy mas szavakkal h(k) a k kulcs hasitott értéke).

Probléma: Tobb kulcs is leképzddhet ugyanarra a résre, azaz iitkozés torténik.

h(k)
h(ka)

(aktualis
kulcsok)

h(k2)=h(ks)

h(ks)

Hasité tablazat réseire val6 leképezés hasité fiiggvénnyel

24
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Hasito tablazatok

m A hasito fliggvények fajtai:
m  Osztasos modszer: h(k)=k mod m

Jo értékek m szdmara: 2 hatvanyokhoz nem tal kozeli primek.

Pl. n=2000 elemiink van, akkor az m=701 valasztassal a sikertelen keresések atlagosan 3
elemet vizsgéalnak meg.

m Szorzasos modszer: h(k)=|m(kA — [KA])]

A egy konstans a (0, 1) intervallumbol.

Az m értéke nem kritikus, altaldban valamilyen 2 hatvany.
m Univerzalis hasitasi technika:

A hasit6 fliggvényt egy alkalmas fiiggvényosztalybol a futas soran véletlenszerlien
valasztjuk ki.

25
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Hasito tablazatok

Utkozésfeloldas lancolassal: Az ugyanarra a résre leképzdd elemeket dsszefogjuk egy lancolt listaba.

T
/
ko]
/
/
/
oadls Sk el A/
/
k] k]
/

Utkozésfeloldas lancolassal

lra
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Hasito tablazatok

LANCOLT-HASITO-KERESES(T, k)
1 akkulcst elem keresése a T [h(k)] listaban

LANCOLT-HASITO-BESZURAS(T, X)
1 xbeszurasa a T [h(kulcs[x])] lista elejére

LANCOLT-HASITO-TORLES(T, X)
1 xtorlése a T [h(kulcs[x])] listabol

Hatékonysag: A beszlras ideje O(1), a torlés kétszeresen lancolt listak esetén O(1), a keresés €s az
egyszeresen lancolt listakbodl valod torlés legrosszabb esetben a lista hosszaval aranyos.

Ha egyszeru egyenletes hasitast alkalmazunk (azaz minden elem egyforma valdszinliséggel képzodik
le barmely résre, fliggetleniil attol, hogy a tobbiek hova kertiltek), €s a hasitd tablazat réseinek
szama aranyos a tablazatbeli elemek szamaval, akkor a keresés atlagos ideje O(1).

lra
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Feladatok

m Milyen hosszu lesz a leghosszabb lista €s hany ilyen hosszisagu listat kapunk
az alabbi kulcsok beszlrasa utan, ha a rések szdma 9 €s a hasito fliggveny

h(k)= k mod 9 ?
m <5, 28, 19,15, 20,33,12,17,10>

28
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Hasité tablazatok

A nyilt cimzés az litkozések kezelésének egy masik modszere.

A keresést €s beszurast a hasito tablazat réseinek egymas utani kKiprobalasaval végezziik. Az elemeket
magaban a hasité tablazatban taroljuk.

A Kkiprobalando pozicidk sorrendje a fix 0, 1, ..., m—1 helyett (ami ®(n) keresési idore vezetne) a
beszurando kulcs és a kiprobalasi szam fiiggvénye.

A hasité fiiggvény: h: U x {0,1,...,m-1}— {0, 1, ..., m—1}

Feltétel: minden k kulcsra a <h(k, 0), h(k, 1),..., h(k, m—1)> kiprébalasi sorozat a <0, 1,..., m—1> egy
permutacidja legyen.

HASITO-BESZUR(T, k)

1 1«0

2 repeat

3 j<—h(k, 1)

4 if T [j] = NIL

3) T[] <k

6 return

7 else

8 | «— 1+1

9 wuntili=m

10 error ,hasito tablazat tulcsordulas”

29
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Hasito tablazatok
HASITO-KERES(T, k)

until T [j] = NIL vagy i =m
return NIL

1 1«0

2 repeat

3 j<—h(k, 1)

4 ifT[j]=k

5 return j
6 | —i+1

7

8

Megjegyzés: Ha torolniink is kell elemeket, akkor az iitk6zések feloldasara legtobbszor nem is a nyilt
cimzeést, hanem a lancolast hasznaljuk.

Hatékonysag: Ha egyenletes hasitast alkalmazunk (azaz minden régzitett k kulcs esetén a <h(k, 0),
h(k, 1),..., h(k, m—1)> kiprobalasi sorozat egyforma valoszintiséggel lehet a <0, 1,..., m—1>
barmelyik permutacidja), akkor egy a=n/m<1 kitoltottségi arannyal rendelkez6 nyilt cimzéses
hasité tablazatban a beszaras és a sikertelen keresés varhatd probaszama legfeljebb 1/(1—a ), a
sikeres keresésé pedig (1/ o) In (1/(1—a)).

Pl. a=1/2 esetén 2, ill. 1.38, a=9/10 esetén 10, ill. 2.55.

30
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Hasité tablazatok
Legyenh’: U — {0, 1, ..., m—1} egy kozonséges hasitd fliggvény és 1 =0, 1, ..., m—1.

Linearis kiprobalas
h(k, 1) = (h’(k)+ i) mod m

Megjegyzés: A kezdeti probapozicid meghatarozza az egész kiprobalasi sorozatot, ezért csak m
kiprobalasi sorozat fordul eld. Hosszu, elemek altal teljesen kitoltott sorozatok jonnek 1étre.

Négyzetes kiprobalas
h(k, i) = (h’(K)+ c,i+ c,i?) mod m

Megjegyzés: c, és C, #0 segédallandok. Ahhoz, hogy a tdblazatot teljesen kihasznaljuk megkotéseket
kell tenniink a c,, C, és m értékekre. Itt is csak m kiilonb6z6 kiprobalasi sorozat van hasznalatban.

Dupla hasitas
h(k, 1) = (hy(k)+ 1h,(k)) mod m

Megjegyzés: A h,(K) értéknek relativ primnek kell lennie a tablazat m méretéhez képest. Itt mar m?
kiilonbozo kiprobalasi sorozat van hasznalatban. (Az idealis egyenletes hasitashoz m! kéne).

31
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N Algoritmuselmelet

Hasito tablazatok

10

11

79

69

98

72

14

50

Széchenyi Istvan Egyetem

h(k, i) = (h,(k)+ ih,(k)) mod m
m=13
h,(k) = k mod 13
h,(k) = 1+(k mod 11)

Beszuras dupla hasitas esetén

lra
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Feladatok

m  Milyen hasito tablazatokat kapunk az egyes nyilt cimzési modszerek esetén, ha
egy ures hasito tablazatba a kovetkez6 kulcsokat szurjuk be rendre?

m <10, 22,6 31,4,15,28,17, 88, 59 >
m Linearis kiprobalas (m=11)
= h(k, i) = (’(K)+ i) mod m
m h’(k) =k modm
m Négyzetes kiprobalas (m=9, ¢,=1, ¢,=3)
= h(k i) = (W"(K)+ c,i+ c,i%) mod m
m h’(k) =kmodm
m Dupla hasitas (m=11)
= h(k i) = (h,(K)+ ih,(k)) mod m
m hy(k)=kmodm
= h,(k) = 1+(k mod (m—1))

33
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