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N Kombinatorikus optimalizé Széchenyi Istvan Egyetem

Utazo iligynok probléma

m Az utaz6 liigynok probléma

Adott n szamu varos és az azokat 6sszekoto utak, amelyeknek ismert a hossza. Adott tovabba egy
igynok, akinek adott varosbodl kiindulva, minden varost végig kell latogatnia ugy, hogy minden varost
pontosan egyszer €rint, €s az ut befejeztével visszatér a kiindulasi varosba.

Feladat: Hatarozzuk meg az ligynok legrovidebb ttjat.
Megjegyzés: A feladat NP-teljes probléma.

m Jelolések

A varosokat jeloljik az 1, 2, ..., n szamokkal.

Egy tetszbleges Q C {1, ..., n} halmazra jeldlje Q az {1, ...,n}\Q halmazt.

c;j :azivarosbodl aj varosba vezetd Ut hossza (ha nincs ilyen 1t, akkor legyen ¢;; = W, ahol
W egy megfeleléen nagy szdm).

o = 1, haaziigynok az i varosbol a j varosba megy,
Y 0 kiildnben.

Megjegyzés: A C™*™ matrix nem feltétleniil szimmetrikus.

N



N Kombinatorikus optimaliz Széchenyi Istvan Egyetem

O
Heurisztikak

Az NP-nehéz problémak esetén nem ismeretesek polinomkorlatos miiveletigényti megoldo eljarasok.

A rendelkezésre all6 algoritmusok miiveletigénye altalaban exponencialis fiiggvénye a probléma
méretének, igy a nagyobb méretli feladatok megoldasa esetenként nem realizalhato, azaz sziikség van
kozelitd eljarasokra.

Az optimalishoz kozeli megoldast ado algoritmust kozelité algoritmusnak vagy heurisztikanak
nevezziik.

Tegyiik fel, hogy egy optimalizalasi probléma minden lehetséges megoldasanak pozitiv koltsége van.

Optimalis megoldas a minimalis vagy maximalis koltséggel rendelkezé megoldas.

Egy kozelito algoritmus hibakorlat-fiiggvénye p(n), ha az altala adott megoldas C koltsége — minden n
méretli bemenetre — az optimalis megoldas C* koltségének legfeljebb p(n)-szerese, ill. legalabb p(n)-ed
része, azaz:

max(C/C”, C*/C) < p(n).

Ha egy algoritmus biztositja a p(n) hibakorlat-fiiggvény betartasat, akkor p(n)-kozelité algoritmusnak
nevezzik.

Ha a hibakorlat-fliggveény fliggetlen n-t6l, akkor p hibakorlatrol, ¢s p-kozelito algoritmusrol beszéliink.
Megjegyzés: A p hibakorlatot approximaciés hanyadosnak is nevezik.
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N
TSP heurisztikak

m A TSP heurisztikadk csoportositasa
1. Koruatepitd eljarasok,
2. Korut javitasat szolgalo algoritmusok,
3. Kombinalt eljarasok (1. és 2. kombinacioi).

Jelolés: Az egyszeriség kedvéért a tovabbiakban jeldlje N az {1, ..., n} halmazt.

A koratépito eljarasokban a szamitasokhoz egy olyan tavolsagvektort fogunk hasznalunk (v,.), amely
minden iteracios 1épésben () megadja az aktualis részkoraton kiviili varosoknak a részkoruttol vald
tavolsagat.

Egy varos tavolsagat a részkorattol az adott varos és a hozza legkdzelebb eso részkorutbeli varos
tavolsaga adja.

Az elso iteracios 1épésben ez a C matrix els6 sorvektora az (1, 1) indexii elem kivételével (mivel az 1
varos a kiindulo varos).
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O
TSP heurisztikak: Nearest addition

m  Elokészito rész

Legyenr =1, . = {1}, E, = {(1,1)}. (Az 1. varos lesz az indul6 részkorut).
Folytassuk az eljarast az iteracios résszel.

m [teracios rész (r. iteracid)

Ha r = n, akkor vége az eljarasnak, az E,.-beli élekbdl allo korat az eljarassal szolgaltatott
lehetséges megoldas.

Ellenkezd esetben (r < n) hatarozzunk meg egy olyan j € I, k € N\, indexpart, amelyre
Cjk = MiNey\ {min{cs:s € I.}}

Legyen I,,; = I U {k}. Mivel j € I, ezért pontosan egy olyan j' € I. index van, amelyre
(,j') €E, (r =1eseténj =j').

k
Legyen Ery = (EA(GD UG, G0~

j >
Legyen r = r + 1, majd folytassuk az eljarast a kovetkez0 iteracios 1épéssel.

Az aktualis részkorutat tehat a koruthoz legkozelebb eso, a koraton kiviili varossal bovitjiik.

Hatékonysag: Az algoritmus miiveletigénye O(n?), igy altalanos esetben nem varhat6é hozza konstans
approximacios hanyados.

N
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N
Pelda

A Nearest addition algoritmus miikodése:

/W 2 11 10 8 7 6 5 r Vy (. k) részkorut
6 W 1 8 8 4 6 7 1 (-2%11,10,8,7,6,5) (1,2 (1,2)
5 12 W 11 8 12 3 11 )
11 9 10 w 1 9 8 10 2 (--1,88,46,5 (2,3 (1,2,3)
1 11 9 4 W 2 10 9 3 (--,-8,843,5 (37 (1,2,3,7)
12 8 5 2 11 W 11 9 .
\10 11 12 10 9 12 W 3 4 (--884-3) (7,8 (1,2,3,7,8)
7 10 10 10 6 3 1 W 5 (---8,63,--) (8,6) (1,2,3,7,8,6)
6 (——-—-2,6,——-) (6,4) (1,2,3,7,8,6,4)
7 (_9 _9 _9 _9 1*9 _3 _’ _) (4’ 5) (1’ 2’ 37 7’ 81 6! 41 5)

A tablazatban az aktualis részkorutat ciklikus permutacioként adtuk meg.
A kapott koruthoz tartozo célfiiggvényértek:
Cipg +Cy3+C37+Crg+cCggtCoqatCys+cs51 =2+1+3+3+3+2+1+11=26.

Megjegyzés

m Az eljaras most éppen egy optimalis megoldast adott.
m A kivalasztott varos most éppen mindig az aktudlis részkorat vegere kertilt.

N 7
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N
Feladatok N

m Milyen korutat ad a Nearest addition algoritmus az alabbi TSP feladatra és
mennyi a korut koltseége? Adjuk meg az egyes iteracios I€épesekhez tartozo
adatokat (részkorut, tavolsagvektor, kivalasztott €l) 1s! (Ha egy 1épésben tobb
,,JO valasztas” 1s lehetséges, akkor valasszuk a ,,legkisebb indextt™!)

lra



N Kombinatorikus optimaliz Széchenyi Istvan Egyetem
N

TSP heurisztikak: Nearest insertion

m  Elokészito rész

Legyenr =1, . = {1}, E, = {(1,1)}. (Az 1. varos lesz az indul6 részkorut).
Folytassuk az eljarast az iteracios résszel.

m [teracios rész (r. iteracid)

Ha r = n, akkor vége az eljarasnak, az E,.-beli élekbdl allo korat az eljarassal szolgaltatott
lehetséges megoldas.

Ellenkez6 esetben (r < n) hatarozzunk meg egy olyan j € I, k € N\I,- indexpart, amelyre
Cjic = Mingewy, (minfeg:s € )}

Legyen I,.,4 = I, U {k}, majd valasszunk egy olyan (u, v) € E, ¢€lt, amelyre
Ouvy = Cuk + Cry = Cyp = MIN{Cs + Cr — Cs¢ = (5, 1) € Er}.

Legyen Ery1 = (E-\{(w, v)}) U {(w, k), (k, v)}.

Legyen r = r + 1, majd folytassuk az eljarast a kovetkez0 iterdcios 1épéssel.

Az eljaras hasonl6 az el6z6hoz, csak itt az aktudlis részkoruthoz legkdzelebb 1évd k véarost nem a hozza
legkozelebb esé részkorutbeli varos utan szarjuk be, hanem megvizsgaljuk k lehet6 legjobb (legkisebb

koltseggel jaro) beszurasat a részkorutba, €s azt hajtjuk végre.

Hatékonysag: Az algoritmus miiveletigénye O(n?).

Megjegyzés: Olyan TSP feladatokra, amelyek koltségmatrixa szimmetrikus €s teljesiil ra a haromszog-
egyenlOtlenség, az algoritmus approximacios hanyadosa 2.

Egy matrixra teljesiil a haromszog-egyenlotlenség, ha c,,,, < c,,,, + c, Minden u, v, w csticsra.

N
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|
Pelda

A Nearest insertion algoritmus miikddése:

w2
(6 w
5 12
11 9
11 11
12 8
\10 11
7 10

11
1
w
10
9
5
12
10

6 5
6 7
3 11

A kapott koruthoz tartozo célfiiggvényérték:
C12+C26+C64+C45+C53+C37+C78+C81 =24+4+2+14+9+34+3+7=31.

lra

Vr
(-, 2% 11, 10, 8, 7, 6, 5)
(-,—, 1%,8,8,4,6,5)
(-,—,—,8,8,4,3,5)
(-,—,—8,8,4,—,3
(-,-,-8,6,3,—-,-)
(-—-—25,6,——-)
-1 =0)

O B~ OO 00 N W N X

Széchenyi Istvan Egyetem

(u,v)
1, 1)
(2, 1)
3. 1)
(7, 1)
(2,3)
(6, 3)
(4,3)

§UV

0
8
0
8
7
0

részkorut
(1,2)
1,2,3)
(1,2,3,7)
1,2,3,7,8)
(1,2,6,3,7,8)
(1,2,6,4,3,7,8)
(1,2,6,4,5,3,7,8)

10



N Kombinatorikus optimaliza Széchenyi Istvan Egyetem

N
Feladatok AN

m  Milyen korutat ad a Nearest insertion algoritmus az alabbi TSP feladatra és
mennyi a korut koltsége? Adjuk meg az egyes iteracios I€pesekhez tartozo
adatokat (részkorut, tavolsagvektor, kivalasztott varos, kivalasztott €l,
minimalis beszurasi koltseg) 1s! (Ha egy 1€pésben tobb ,,j0 valasztas™ 1s
lehetseges, akkor valasszuk a ,,legkisebb indexiit™!)

w 2 4 2

2 W 2 3

ISP 1 2 W 4
3 2 4 W

m Megjegyzeés

Ket €l esetén a ,,kisebb indexli” legyen az, amelyiknél a kezd6pont indexe kisebb!

11
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N

TSP heurisztikak: Farthest insertion

Az eljaras hasonlo az el6z6hoz, csak itt az aktudlis részkoruttdl legtavolabb 1év0 k varost
valasztjuk ki, €s ezt szarjuk be a lehet6 legkisebb koltséggel a részkorutba.

A Farthest insertion algoritmus miikodése:

/W 2 11 10 8 7 6 5 r Vv, K (u,v) o, részkorut
6 w 1 8 8 4 6 7 1 (-2,11%,10,8,7,6,5 3 (1,1) - 1, 3)
5 12 W 11 8 12 3 11 )
1 9 10 W 1 9 8 10 2 (-2,-,10,8,7,3,5 4 (1,3) 9 (1,4,3)
11 11 9 4 W 2 10 9 3 (_’ 2’ - =, 1, 7*’ 3’ 5) 6 (1’ 4) _1 (1’ 6, 4’ 3)
12 8 5 2 11 W 11 9 )
\10 11 12 10 9 12 W 3 4 (-2,--1,-35) 8 (1,6) 1 (1,8,6,4,3)
7 10 10 10 6 3 1 W 5 (-2,--1-1,-) 2 (43 0 (1,86,4203)
6 (_7_9 B 1*3 R 19 _) 5 (41 2) 3 (11 81 61 41 51 21 3)
7 (------1L-) 7 (1,8 4 (1,7,8,6,4,5,2,3)

A kapott koruthoz tartozo célfiiggvényérték:
C17+C78+C86+C64+C45+C52+C23+C31 =6+3+3+2+1+11+1+5=32.

12
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N Kombinatorikus optimaliza Széchenyi Istvan Egyetem

N
Feladatok BAN

m  Milyen koérutat ad a Farthest insertion algoritmus az alabbi TSP feladatra és
mennyi a korut koltsége? Adjuk meg az egyes iteracios I€pesekhez tartozo
adatokat (részkorut, tavolsagvektor, kivalasztott varos, kivalasztott €l,
minimalis beszurasi koltseg) 1s! (Ha egy 1€pésben tobb ,,j0 valasztas™ 1s
lehetseges, akkor valasszuk a ,,legkisebb indexiit™!)

w 2 4 2

2 W 2 3

ISP 1 2 W 4
3 2 4 W

13
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|

TSP heurisztikak: Cheapest insertion

Széchenyi Istvan Egyetem

Az aktualis részkorutat azzal a k varossal bovitjiik, amely minimalis besztrasi koltségli az 6sszes
lehetséges részkoraton kiviili varost €s azok beszarasait figyelembe véve.

A Cheapest insertion algoritmus miikddése:

w 2
[6 w
5 12
11 9
11 11
12 8
\10 11
7 10

A kapott koruthoz tartozo célfiiggvényérték:

11
1
w
10
9
5
12
10

NV SRk oo

~N oo o AW DN P

o N b~ OO W N X

(u,v)
1, 1)
(2, 1)
(2,3)
(2, 6)
(2, 5)
(2, 4)
(2,7)

6UV

0
8
6
1
8
2

részkorut
1.2
(1,2,3)

(1, 2,6,3)
(1,2,5,6,3)
1,2,4,5,6,3)
(1,2,7,4,5,6,3)
1,2,8,7,4,5,6, 3)

C12+C28+C87+C74+C45+C56+C63+C31=2+7+1+10+1+2+5+5=33.

Hatékonysag: Az algoritmus miiveletigénye O(n3).

Megjegyzés: Olyan TSP feladatokra, amelyek koltségmatrixa szimmetrikus €s teljesiil ra a

haromszog-egyenldtlenség, az algoritmus approximacios hanyadosa 2.

N
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N Kombinatorikus optimaliza Széchenyi Istvan Egyetem

N
Feladatok

m  Milyen korutat ad a Cheapest insertion algoritmus az alabbi TSP feladatra és
mennyi a korut koltsége? Adjuk meg az egyes iteracios I€pesekhez tartozo
adatokat (részkorut, kivalasztott varos, kivalasztott ¢l, minimalis beszurasi
koltség) 1s! (Ha egy 1épésben tobb ,,j0 valasztas™ is lehetseges, akkor valasszuk

a ,,legkisebb indexiit”!)

w 2 4 2

2 W 2 3

ISP 1 2 W 4
3 2 4 W

15
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N
TSP heurisztikak

Tekintettel arra, hogy az ismertetett eljarasok mindegyike igen gyors, tovabba az eldallitott korut fiigg
a kiindul6 varostol (mi ezt rendre 1-nek valasztottuk), ezért a heurisztikakat tobbszor 1s végre lehet
hajtani mas és mas kiinduld varosokkal, majd az el6allo korutak koziil venni a legjobbat. Ilyenkor az
illeto eljaras all cities valtozatarol beszéliink.

Az alabbi tablazat adatai 5 darab 100 X 100-as euklideszi TSP-re vonatkoznak. (A varosok egy
euklideszi tér valamely sikjdban vannak, €s tdvolsaguk a pontok tdvolsadga.) A szamok azt fejezik ki,
hogy a kozelitd megoldas hany szazaléka az optimum értékének.

Nearest insertion (all cities) 118 117 118 114 120
Farthest insertion (all cities) 105 106 103 101 107
Cheapest insertion (all cities) 112 111 120 112 112

Az alabbi tablazatban a feladatok mérete rendre n = 20, 27, 42, 57, 120.

Nearest addition (one city) 186 113 111 114 121
Nearest insertion (one city) 138 106 110 109 117
Farthest insertion (one city) 128 100 101 101 103

16
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N Kombinatorikus optimaliza Széchenyi Istvan Egyetem
|
TSP heurisztikak: 2-patching

Tekintsiink két részkorutat. Jeldlje I, | az egyes részkorutakban szerepld varosok halmazat, tovabba
tetszOleges k varosra jelolje k' a k-t kovetd varost a k-t tartalmazo részkoratban.

Legyeni € [ ésj € J. TorGlve a részkorutakbol az (i,i"), (j,j') éleket, és felvéve aaz (i,j'), (j,i")
¢leket, olyan részkorutat kapunk, amely az I U J-beli varosokat tartalmazza.

; ] J
7 o

A két kor Osszeflizesevel keletkezo koltseg: ¢; ;7 + ¢jir — ¢;;r — ¢j;7. Vegytk ezeket a koltségeket az
Osszes i € I és j € | indexparra, majd képezziik ezek minimumat. Az igy kapott koltséget 2-patching
koltségnek, a részkorutak megfeleld osszekapcsolasat 2-patching miiveletnek nevezziik.

17
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N Kombinatorikus optimalizal Széchenyi Istvan Egyetem
|
TSP heurisztikak: 2-patching

m  Elokészito rész

m  Oldjuk meg az A(C) hozzarendelési feladatot. Ha A(C) optimalis megoldasa kortt, akkor
vége az eljarasnak. Ellenkez6 esetben folytassuk az eljarast az iteracios résszel.

m [teracios rész

m  Vilasszunk ki két, legkisebb varosszamu részkorutat €s kapcsoljuk 6ssze oket egy alkalmas
2-patching miivelettel. Ha az el6allo megoldas (hozzarendelés) korut, akkor vége az
eljarasnak. Ellenkezd esetben térjlink rad a kovetkezd iterdciora.

18

lra



= Kombinatorikus optimalizé
|
Pelda

A 2-patching algoritmus miikodése:

[

\

w
6
5

11
11

12
10
7

2 11 10 8 7
w 1 8 8 4
12 w 11 8 12
9 10 W 1 9
11 9 4 W 2
8 5 2 11 W
11 12 10 9 12
10 10 10 6 3

6 5
6 7
3 11
8 10
10 9
11 9

w 3
1 W

Széchenyi Istvan Egyetem

O

A hozzarendelési feladat optimalis megoldasa a fenti harom részkorutbol all. Valasszuk ki a 2. és 3.

részkorutat €s szamoljuk ki a 2-patching koltséget.

-

-~ -

co

koltség

© L O _ 0 _ O

Ca8 ~ G5 T Crg
Ci7 + Cg5 — Cag — Ca
c5s +Crg — Csg — Crg.
¢y +Cgg — Cs¢ — Ca

0) 0) (0) (0)
Ceg T C74 —Coq — Crg

(0) (0) (0) (0)
Ce7 1T Cgy —Coq — Cgy

(0)

=10+9-1-3=15
=8+6—-1—-1=12
=9+4+12-2-3=16
=10+3-2-1=10
=9+4+10-2-3=14
=11+10—-2-1=18

A 2-patching koltség 10. A megfelelé 2-patching
mivelet soran az (5,7) és (8,6) ¢leket kell
felvenni, és az (5,6), (8,7) ¢leket kell tordlni. Az
1) megoldas az alabbi két részkorutbol all:

N TN
/

4
1 3 R

6 8

_

~_ 7

19



N Kombinatorikus optimalizala Széchenyi Istvan Egyetem
N
Pelda

A 2-patching algoritmus miikodése:

9%
~__ 7

\_/

Kiszamitva a fenti két korre a 2-patching koltséget, az i = 3, j = 5 esetben kapjuk a minimumot.
Torolve a (3,1), (5,7) éleket, valamint felvéve a (3,7), (5,1) éleket, az alabbi korutat kapjuk, amely

éppen egy optimalis megoldas.
N
2 7

Megjegyzés: A harom részkorut (hasonlé elgondolason alapuld) egyesitésével, azaz a 3-patching
miveleten alapulo algoritmus is készithetd.

N 20



N Kombinatorikus optimali Széchenyi Istvan Egyetem
N
TSP heurisztikak

Az alabbi tablazat adatai 100-100 darab TSP-re vonatkoznak, ahol a célfiigvény egyiitthatok egyenletes
eloszlas mellett generalt véletlen egész szdmok a [0, 100] intervallumbdl.

Average ratio: az adott eljarassal kapott célfiiggvényértékek ¢s az optimumértékek hanyadosanak atlaga.
Average sec.: az adott eljaras atlagos futasi ideje (az alsé négy modszernél all cities valtozat).
Best value: az adott eljaras hanyszor szolgaltatta az optimum értéket (a B&B mindig optimumot ad).

k: A patching eljarasoknal a hozzarendelési feladatok megoldasa soran az indulé fiiggetlen 0-rendszerek
meghatarozasakor az oszlopokat véletlenszerlien valasztva, az eldallt optimalis megoldast hasznélva a
tovabbi eljarasban, mindezt k -szor végrehajtva, végiil az el6alléo megoldasokbol véve a legjobbat.

n=100 n=250
Average Average Best Average Average Best
ratio sec. value  ratio sec. value
B&B 1.000 40.78 - 1.000 320.9 -

3-patching (k=5) 1054 1953 88  1.059  370.8 80
3-patching (k=1) 1069 384 55 1134 726 24
2-patching (k=5) 1.090 1114 33 1101 1583 37
2-patching (k=1) 1108 221 21 1177 315 12

Cheapest insertion 4.654 7.77 0 18.11 175.4 0
Nearest insertion 4.392 9.19 0 18.60 205.1 0
Farthest insertion 4.534 8.76 0 18.60 205.3 0
Nearest addition 18.43 7.09 0 98.43 149.7 0

21
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N Kombinatorikus optimaliza Széchenyi Istvan Egyetem
|
TSP heurisztikak: 2-optimalis eljaras

Feltétel: A TSP feladat koltségmatrixa szimmetrikus (azaz c; i=¢gini=1.,mj=1..,n, ami
megfelel az iranyitatlan grafok esetének.)

Eszrevétel: Ha egy korat két nem szomszédos é1ét toroljiik, akkor a korat két diszjunkt Gtra esik szét,
¢s egyertelmiien 1étezik két €1, amelyekkel bovitve a két Gtbol allo grafot, az eredmény egy masik korut

lesz.
1 301 301 3
k 5 4) k 5 4/ k 5 4)
~__
Egy X korut szomszédjanak neveziink minden olyan kdrutat, amely eldall X-bél két él torlésével, és
két 0j €l felvételével.

Megjegyzés: X" szomszédjainak szdma n(n — 3)/2.

lra
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N Kombinatorikus optimaliz Széchenyi Istvan Egyetem
|
TSP heurisztikak: 2-optimalis eljaras

m  ElOkészitd rész
m Hatirozzuk meg valamilyen eljarassal a feladat egy X korutjat.
= Legyen X® =X, r = 0, és folytassuk az eljarast az iteracios résszel.
m [teracios rész (r. iteracio)
1. Hatarozzuk meg X" 6sszes szomszédjat. Ha X™ minden X szomszédjara Z()_((r)) < z(X)

teljesiil, akkor vége az eljarasnak, X(") az eljarassal elballitott korut. Ellenkezd esetben a 2.
1épés kovetkezik.

2. Jeloljon X az X™ szomszédjai koziil egy olyan korutat, amelyen a z fliggvény a
szomszédokra vonatkozéan minimalis értéket vesz fel. Legyen X =X, r =r + 1, és
folytassuk az eljarast a kovetkezo iteracios 1épéssel.

Megjegyzés: Kézenfekvd a 2-optimalis eljards olyan altalanositasa, amikor a tekintett korutbol k
szamu paronként nem szomszédos €lt torliink, majd a keletkez6 utakbol k €l felvételével 0y kort
alakitunk ki, ahol k > 1, rogzitett egész. Az ilyen heurisztikat k-optimalis eljarasnak nevezziik.

lra
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. V 4
Peéelda

Széchenyi Istvan Egyetem

A 2-optimalis algoritmus mitkodése (a torolt éleket (u, v) alakban irjuk, ahol u<v):

Legyen X(@:1-2-3-4-5-1, ekkor z(X®) = 20.

Torolt élek
(1, 2), (3,4)
(1, 2), (4,5)
(2,3), (4,5)
(2,3),(1,5)
(3,4), (1,5)

Tehat XM:1-4-3-2-5-1,2z(XD) = 14.

lra

3

4 1 2
2 5 3
6 2
7

X szomszédjai

z(X)
20
14
18
23
15
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[]
Példa
XMW:1-4-3-2-5-1,2(X®) =14. Tordlt élek X® szomszédjai z(X)
(1, 4), (2, 3) 1-3-4-2-5-1 20
(1, 4,25 1-2-3-4-5-1 20
(3,4),(2,5) 1-4-2-3-5-1 12
(1,5),(3,4) 1-3-2-5-4-1 17
(2,3),(1,5 1-4-3-5-2-1 15
X@:1-4-2-3-5-1,2(X®) =12. Torolt élek X® szomszédjai z(X)
1,4),(2,3) 1-2-4-3-5-1 18
(1, 4), (3, 5) 1-3-2-4-5-1 20
(2,4),(3,5 1-4-3-2-5-1 14
(2,4),(1,4) 1-4-5-3-2-1 15
(2,3),(1,5 1-4-2-5-3-1 15

X®@) minden X szomszédjara Z()_((Z)) < z(X) teljesiil, igy vége az eljarasnak, a heurisztika ltal kapott
megoldas az (1, 4, 2, 3, 5, 1) korut.

25
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N
Feladatok AN

m  Milyen korutat ad a 2-optimalis algoritmus az alabbi TSP feladatra és mennyi
a koruat koltsége? Adjuk meg az egyes iteracios 1épésekhez tartozo adatokat
(torolt €lek, szomszédok, célfiiggvényértékek) iIs! Az indulo korat legyen az
1-2-3-4-5-1 korut! (Ha egy 1épésben tobb ,,j0 valasztas™ is lehetseges, akkor
valasszuk a ,,legkisebb indexiit™!)

2 4 2 1

2 3 4

TSP 4 5
3

m Megjegyzeés
Két €l esetén a ,,kisebb index(i” legyen az, amelyiknél a kezd6pont indexe kisebb! Ha
ezek megegyeznek, akkor dontson a végpontok indexe!

Két €lpar esetén ,,kisebb index(i” legyen az, amelyiknél a ,,legkisebb indexi €1 szerepel.
Ha ez az ¢l mindket élparban szerepel, akkor dontson az élparok masik ¢le!

26
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N
Feladatok

m  Mit mondhatunk a 2-optimalis algoritmus miiveletigényérol?

27
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N

TSP heurisztikak: Christofides eljarasa

m Az eljarashoz sziikséges fogalmak

Egy G = (V, E) parost multigrafnak neveziink, ahol V a graf csucspontjainak véges, nem lires
halmaza, E pedig a V x V\I, -beli élek véges rendszere, tovabba, ha (u, v) € E, akkor (v,u) € E
teljestil E-re.

Megjegyzés: Az I, a V halmaz feletti egyenldség relaciojat jeloli, azaz a (v, v) (v € V) hurokéleket.

A multigraf tehat csak annyiban kiilonbozik az irdnyitatlan graftol, hogy bizonyos csticsparokat egynél
tobb éllel 1s Ossze lehet kotni.

Példa: Legyen G = ({1,2,3,4},{(1,2),(1,2), (2,3),(3,4)}). Mivel az (1,2) él kétszer szerepel az E-ben,
ezért G multigraf, )

3
Vegylik egy iranyitatlan graf vagy multigraf csucsainak egy olyan vy, ..., v, 41 sorozatat €s a graf
tovabba legyen v; = vp41.
Az ilyen élsorozatot a graf Euler korének nevezzik, és azt mondjuk, hogy a graf Euler-féle, ha létezik
Euler kore.

Segédtétel: Egy iranyitatlan G graf vagy multigraf akkor és csak akkor Euler-féle, ha G 6sszefiiggd és
minden cstcsanak paros a fokszama.
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N

TSP heurisztikak: Christofides eljarasa

m Euler-kor készités egy Euler-féle gratban

1. Induljunk egy v csticsbdl egy illeszkedo €len és haladjunk addig, ameddig lehet még be nem
jart éleken, kdzben sorszamozzuk a bejart ¢leket. Csak v-ben akadhatunk el, mivel minden
csucs fokszadma péros.

2. Ha minden élt bejartunk, akkor vége az eljarasnak, a sorszamozott élsorozat Euler-kor.
Ellenkez6 esetben a 3. 1€pés kovetkezik.

3. Van olyan be nem jart él, amely valamely bejart u ponthoz illeszkedik mivel G 6sszefiiggo.
Folytassuk innen a bejarast a be nem jart ¢leken u 0jboli eléréséig, és irjuk at a sorszamozast
ugy, hogy v-t6l u-ig maradnak a sorszamok, aztan u-to6l u-ig majd u-t6l v-ig sorszamozunk.
Ezutan folytassuk a 2. 1épéssel.

Megjegyzés: Euler 1736-ban oldotta meg a konigsbergi hidak problémajat multigrafokkal.

Egy Euler-féle multigraf Euler korének a roviditésén pontoknak azt a sorozatat értjiik, amelyet ugy
kapunk, hogy a korben minden csucsnak csak az els6 el6fordulasat hagyjuk meg, a tobbi eléforduléasat
toroljiik a pontok listajabol.

Pl: (1,6,5,4,3,2,5,2, 1) roviditése az (1, 6, 5, 4, 3, 2).

Megjegyzés: Egy Euler kor roviditése a pontok egy sorbarendezeset adja, amelybdl egy korutat
kapunk, ha a kezddpontot 0sszekotjiik a végponttal.
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TSP heurisztikak: Christofides eljarasa
Egy G = (V, E) iranyitatlan graf vagy multigraf eqy G’ = (V', E") részgrafjat feszitéfanak nevezziik,
haG' faésV' =V,
Tekintsiink egy G = (V, E) 0sszefiiggd, iranyitatlan grafot vagy multigrafot, amelyre |V| = n és |E]|
m. Tovabba tegylik fel, hogy G minden e; € E éléhez adott egy w, . valos szam, az €l hossza.
Egy feszitéfa hosszan a benne szerepld ¢lek hosszainak dsszeget értjiik.
Feladat: Hatarozzuk meg G egy minimalis hosszusagu feszit6fajat.

m  Kruskal eljarasa

1. LegyenT = @, j = 1 és rendezziik G ¢éleit hosszaik szerint névekvd sorrendbe. Az
eredmény legyen

We, <" S We
ahol w, jeloli az e € E €l hosszat.
2. Ha|T| = n — 1, akkor vége az eljarasnak, 7= (V,T) egy minimalis hosszisagu feszitofa.
Ellenkez6 esetben (ha |[T| <n—1¢ésj <m)legyenT' =T U {eij}.
Ha T' nem tartalmaz kort, akkor legyen T = T' (egyébként T ne valtozzon) .
Legyen j = j + 1 és ismételjiik meg a 2. 1épést.

lra
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N

TSP heurisztikak: Christofides eljarasa

Feltétel: A TSP feladat koltségmatrixa szimmetrikus €s teljesiil rd a haromszog-egyenldtlenseg.

m Christofides eljarasa

1. Hatarozzunk meg a feladatot leiré G halozatban egy minimalis hosszisagu feszitofat Kruskal
algoritmuséval. Jeldlje ezt a fat 7.

2. Legyen G' az a részgrafja G-nek, amelynek a pontjai 7 paratlan fokszamu pontjai, és az élei G
azon ¢lei, amelyek ezen pontok kozott mennek.

Hatarozzuk meg G’ egy minimalis koltségii teljes parositasat.
Egészitsiik ki a parositasban szerepl6 élekkel a T fat.
3. Az igy kapott multigratban hatarozzunk meg egy Euler kort.

4. Vegylk a kapott Euler kor roviditését. A roviditéshez tartozé korut a heurisztikaval eléallitott
megoldas.

Tétel: Christofides heurisztikus algoritmusa 3/2-approximacios algoritmus.

31
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Példa

A Christofides algoritmus miikodése:

2 4 4 4 1 5
5 5 3
C= 5 4
6

Elsoként hajtsuk végre Kruskal algoritmusat. Az algoritmus a kovetkez6 éleket valasztja ki a megadott
sorrendben (1, 2), (2, 5), (1, 3), (1, 4). A kapott feszitéfa hossza 13.

A feszitéfaban a paratlan fokszamu pontok 1, 3, 4, 5. Megoldva ezen pontokbol €s a kozottiik futd
¢lekbdl allo grafra a parositasi problémat, azt kapjuk, hogy a minimalis koltségili teljes parositas az
(1,4) és (3, 5) ¢leket tartalmazza, €s a parositas koltsége 8. Tehat a 3. 1épésben vizsgalt multigratnak az
¢lei (1, 2), (1, 3), (1,4), (1, 4), (2,5), (3, 5).

Az Euler kort kereso algoritmus a kovetkezd pontsorozatot adja vissza: 1, 2, 5, 3, 1, 4, 1. Ezen Euler
kornek a roviditése az 1, 2, 5, 3, 4 sorrendje a pontoknak, igy a Christofides algoritmus altal adott korat
azl—-2—-5-3-4-1, amely korutnak a koltsége 18.
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