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N Kombinatorikus optimalizé Széchenyi Istvan Egyetem
N

Jelolésmod

m Az algoritmusokat szovegesen vagy pszeudokoddal adjuk meg.
®= A megoldasi Iépeseket sorszamozzuk.
m A jelolesek kovetik a két ajanlott irodalom jeloléseit
A pszedokoddos jelolésiink ,,egyszeriisitett”.
m Szoveges megadas

m Matematikai jeloléseket hasznalunk
Pl.L.e,g,c, U, N\ |]9,...
A halmazokat a { } zargjelparral jeloljik, pl. {1, 2, 3}
A vektorokat a () zardjelparral jeloljik, pl. (1,0, 1, 1)
m A valtozokat kisbetlivel vagy nagybetiivel, dolt kiemeléssel irjuk
Pl.r, L
m A vektorvaltozokat kisbetiivel, a matrixvaltozokat nagybetiivel, felkovér
kiemeléssel irjuk
Pl x, b, A, C(0xn)
m Az értékadas jelolése
PlLi=i+1
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N Kombinatorikus optimaliz: Széchenyi Istvan Egyetem
N

Jelolésmod

m Pszeudokddos megadas

lra

Az algoritmusokat szubrutinok (eljarasok, fiiggvények) formajaban adjuk meg.
A tagolas a blokkszerkezetet tiikkrozi.
Egy sorba legfeljebb egy utasitast irunk.
Az értékadas, tobbszoros ertékadas jeldlese
PlLi—1+1
Pl. i « ] « k értékadas ekvivalens a j < K, és az ezt kdveto | « | értékadassal.
Egy tomb elemeire [ | zardjellel hivatkozunk.
PI: A[i] jelenti az A egydimenzios tomb i-edik elemét.
Pl: B[2, j+1] jelenti a B kétdimenzios tomb masodik soranak j+1-edik elemét.
Pl: A[1..j] jelenti az A[1], A[2], ..., A[j] elemekbdl all6 résztombot.
Egy egydimenzios tomb megadasa
Pl:A=<5,3,8,1,9,7,2,6, 4>
Az Osszetett adatok (objektumok) esetén a tulajdonsagok (mezok) elérése
Pl: hossz[A] jelenti az objektumként kezelt A tomb elemeinek szamat.
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N

Jelolésmod

m Pszeudokddos megadas (folyt.)
m Programma iras

A paraméteratadas az egyszerii adatoknal értékszerinti, az dsszetett adatoknal
cimszerinti.

A valtozok a szubrutinok lokalis munkavaltozoi.
= A mutatok konstansa: NIL (az abrakon / jeloli).
m A logikai miiveletek gyors kiértékeléstiek.
= A megjegyzéseket /* ¢s */ jelek kozé tessziik.

m A feladatokat tartalmazo6 didk jobb felsé sarkaban szereplé 1\ ikon azt jelzi,
hogy az a feladattipus szerepelni szokott a vizsgan.



N Kombinatorikus optimaliza Széchenyi Istvan Egyetem
N

Jelolésmod

m Pc¢lda szovegesen megadott algoritmusra (fak szélességi bejarasa)

m Adatszerkezet
Input: a fa a gyokérpontjaval azonositva.
Output: a fa, minden pontjan az elérésre jellemzo6 tavolsagokkal.
Segédszerkezet: sor.

m Algoritmus

Tegylik a sor vegere a gyokérpontot, a tavolsaga legyen 0.
Ha a sor iires, vége.
Vegyiik ki a sor elejérdl a soron kovetkezd pontot.

el

A kivett pont minden gyereket tegylik a sor végere, a tavolsaguk legyen a kivett
pont tavolsaga +1.

5. Ujra a 2. 1épés kovetkezzen.

lra



N Kombinatorikus optimalizala Széchenyi Istvan Egyetem
N

Jelolésmod

m P¢lda pszeudokodddal megadott algoritmusra (fak inorder bejarasa)

INORDER-FABEJARAS(X)

1 ifx#NIL
2 INORDER-FABEJARAS(bal[x])
3 Ki: kulcs[x]

4 INORDER-FABEJARAS(jobb[x])

lra
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Vezeérloszerkezetek (pszeudokod)

m Szekvencia

m Szelekcio

if f,

Tl
else if f,

T2

else if f_
T

n

lra

m Eloltesztelo iteracido

while f

m Hatultesztelo iteracio
repeat

until f

m Novekmenyes iteracio

for cv < ke, ve, le
T

Széchenyi Istvan Egyetem



N Kombinatorikus optimalizalas Széchenyi Istvan Egyetem
N
Feladatok

m Irjuk ki a paros szamokat 1-t61 10-ig mindharom ciklusfajtaval! A kiirast az
alabbi utasitassal végezziik!
m  Ki: kifejezéslista
m Pl: Ki: ”Az eredmény:”, er



N Kombinatorikus optimaliz: Széchenyi Istvan Egyetem

O
Algoritmusok hatékonysaga

m Algoritmus

m Fogalma

Olyan egyértelmii, véges szadmu tevékenységbdl all6 miiveletsor, amely az adott
problémakor Osszes feladatat megoldja (teljes).

m Megadasa
Szoveges leiras, pszeudokod, folyamatabra, D-diagram, struktira diagram, ...
m Hatékonysag
m Elemi mivelet (utasitas, Iépes)
Végrehajtasi ideje nem fiigg a végrehajtasban szerepld adatok nagysagatol.
Megadhat6 egy olyan korlat, amely mindig nagyobb, mint a miivelet végrehajtasi ideje.
m Egy algoritmus elemi muiveleteinek szdma

Becsiilhetd, az aktualis feladat méretétdl (a feladatban résztvevd elemek szamatol)
fliggden.

Megadasa altalaban az algoritmusra jellemz6 O ((nagy) ordd) fliggvénnyel torténik.
m Hatékonysagok

Atlagos hatékonysag, legrosszabb eset hatékonysag, optimalis eset hatékonysag

10
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N Kombinatorikus optimalizé Széchenyi Istvan Egyetem

O
Filiggvények novekedése

c29(n) cg(n)

f(n) f(n) f(n)
c1g(n) cg(n)
> n > n > n

Ng No
f(n) = ©(g(n)) f(n) = O(g(n)) f(n) = Q(g(n))

Aszimptotikus jelolések

O(g(n))={f(n): 1éteznek c,, Cc, pozitiv allandok és n, tigy, hogy n > n, esetén 0 < c,g(n) < f(n) <c,g(n)}.
O(g(n))={f(n): 1étezik c pozitiv allando és n, Ggy, hogy n > n, esetén 0 < f(n) < cg(n)}.

Q(g(n))={f(n): 1étezik c pozitiv allandod és n, ugy, hogy n > n, esetén 0 < cg(n) <f(n)}.

o(g(n))={f(n): minden c pozitiv allandéhoz létezik n,>0 ugy, hogy n > n, esetén 0 < f(n) < cg(n)}.
@(g(n))={f(n): minden c pozitiv allandohoz létezik ny>0 Ggy, hogy n > n, esetén 0 < cg(n) < f(n).

O®: aszimptotikusan éles korlat, 0, w: aszimptotikusan nem éles korlatok.
0, Q: ¢éles vagy nem ¢les korlatok.
®(1), O(1) a konstans fliggvényeket jelolik.

1N 11
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. ry mm ry
Fuggvenyek novekedeéese
m Megjegyzes
m Egy k-adfoku polinom O(n¥) nagysagrendii.
= Minden c> 1 és k> 1 egész esetén c"=Q(nk).
m Ig(nH)=06(nlIg n)

m  NP-teljes problémak
m Még nem ismeriink polinomialis hat€konysagu algoritmust a megoldasukra.

m Ha barmelyik NP-teljes problémat sikeriilne polinomialis idében megoldani, akkor
az 0sszes tobbi 1s megoldhato lenne polinomialis id6ben.

12
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N Kombinatorikus optimalizal Széchenyi Istvan Egyetem
N
Feladatok N

m |gazak-ec vagy sem az alabbiak?
s 0.1n°-3n+1=0(n?)
m 2n=0(n?)
m 2n=Q(n?)
m 2n=0(n?)
= 2n=0(n)
m 2n%=w(n)
m 2"1=0(2")
m 22'=0(2")
= n!=Q(n").
= nl=Q(2".
m f(n)=0(g(n)) akkor és csak akkor, ha f(N)=0(g(n)) és f(n)=Q(g(n)).
m f(n)=0(g(n)) akkor és csak akkor, ha g(n)=0(f(n)).
m f(n)=0(g(n)) akkor és csak akkor, ha g(n)=Q(f(n)).
m f(n)=0(g(n)) akkor és csak akkor, ha g(n)=Q(f(n)).
m 0(f(n)) N w(f(n)=0

13
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N Kombinatorikus optimalizalas Széchenyi Istvan Egyetem

. V 4
Grafok
m  Grafon bizonyos elemek (pontok) és a koztiik fennallo kozvetlen kapcsolatok
(élek) halmazat értjiik.

Altalanos graf Fa

14
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N Kombinatorikus optimaliz Széchenyi Istvan Egyetem
|
Grafok

m  Alapfogalmak
m Iranyitott grafrol akkor beszeliink, ha az élekhez iranyitast rendeliink.

m  Egyszeri graf az olyan graf, amelyben barmely két pont kozott egy iranyban
legfeljebb egy ¢l van €s nincs hurokél (egy pont 6nmagaval vett kapcsolata).

m  Teljes graf az olyan graf, amelyben barmely két pont kozott van €l.
= Ut a graf egy olyan pontsorozata, amelyben a szomszédos pontok kozott van él.

=  Kormentes ut egy olyan ut, amelyben minden pont kiilonbozo, egyébként (ha van
1smétlodo pont) az Ut koros ut.

m Egy iranyitatlan graf osszefiiggé, ha barmely két pontja kozott van ut.

m Egy graf részgrafjan ¢rtjiik a pontok €s a koztiik 1€vo élek egy részhalmazat.

m  Egy grafot szimmetrikusnak neveziink, ha iranyitatlan, vagy minden iranyitott
¢lnek van parja.

m  Egy graf silyozott, ha az élekhez sulyt (e R) rendeliink.

15
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N Kombinatorikus optimaliza Széchenyi Istvan Egyetem
|
Fak
m Fa struktaraju graf, fagraf, vagy roviden fa az olyan 6sszefiiggd, iranyitatlan
graf, amelyben nem hozhat6 1étre koros tt.

m  N¢éhany ekvivalens allitas a fakra vonatkozdan

m  Barmely két pont kozott egyértelmiien létezik egy Oket 0sszekoto ut.
= Eppen eggyel kevesebb él van, mint pont.

m  Akar csak egy €lt hozzavéve az ¢élekhez, a kapott graf mar tartalmaz kort, azaz nem
lesz fa.

m  Akar csak egy €lt 1s elhagyva az ¢€lek koziil, a kapott graf mar nem lesz 0sszefiiggo,
azaz mar nem lesz fa.

lra
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O
Gyokeres fak

m  Gyokeres fa az olyan fa, amelyben egy pontot kitiintetiink. Ezt a fa
gyokérpontjanak nevezziik.

Szint

Gyokeres fa

17
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N Kombinatorikus optimalizé Széchenyi Istvan Egyetem

O
Gyokeres fak

m A gyokeres fak jellemzoi

m A gyokérpont kivételével minden pontnak egyértelmiien definidlhatoé a megelozoje
(sziild, Os), a gyokérpontbdl hozzavezetd Gton, az 6t megeldzo pont.

m  Egy pont kovetdje (gyermek, leszarmazott) az a pont, amelynek 6 a megeldzdje.

m Egy fa barmely pontja, ha 6t gyokérpontnak tekintjiik, szintén meghataroz egy fat.
Ezt a fat az eredeti fa részfajanak nevezzik.

m  Rendezett fa az olyan fa, amelyben a pontok leszarmazottai kozott sorrendet
értelmeziink, azaz beszéliink elsd, masodik, stb. leszarmazottrol.

m Megjegyzes
m A tovabbiakban fan gyokeres fat értlink.

18
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N Kombinatorikus optimalizala Széchenyi Istvan Egyetem
|
Binaris fak
m  Binaris fa az olyan rendezett fa, amelyben egy pontnak legfeljebb ket
leszarmazottja van.

m A leszarmazottakat bal, ill. jobb leszarmazottnak, az altaluk meghatarozott
részfat bal, ill. jobb részfanak nevezziik.
Binaris fak

19
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N Kombinatorikus optimalizal: Széchenyi Istvan Egyetem
|
Binaris fak abrazolasa
m A binaris fakat lancolt strukturaként abrazolhatjuk, ahol minden csucs egy 6nélldé objektum.

m  Akulcs mez6 és a kisér6 adatok mellett minden cstics tartalmaz egy bal, egy jobb és egy sziilo
nevll mezot is, amelyek rendre a cstcs bal- €s jobboldali gyerekére, illetve a sziiljére mutatnak.

gyoker[T]

Ny
g

~
~
~
~

Binaris fa abrazolasa

20
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O
Gyokeres fak abrazolasa

Bal-gyermek, jobb-testvér reprezentacié

21
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]
Binaris keresofak

m A binaris-kereso-fa tulajdonsag: Legyen x az adott binaris keresOfa egy tetszdleges csucsa. Ha y
az X baloldali részfajanak egy csucsa, akkor kulcs[y] < kulcs[x], ha pedig y az x jobboldalara esik,

akkor kulcs[x] < kulcs[y].
A keresofak olyan adatszerkezetek, amelyekre értelmezettek a dinamikus halmaz miiveletek.
Dinamikus halmazok

m A szamitastechnikaban hasznalatos, idében valtozo, véges halmazokat dinamikus halmazoknak nevezziik.

= A dinamikus halmazokon értelmezett miiveletek: KERES, BESZUR, TOROL MINIMUM, MAXIMUM,
ELOZO és KOVETKEZO.

Binaris keresofak

lra
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]
Binaris keresofak

INORDER-FABEJARAS(X)

1 ifx#NIL

2 INORDER-FABEJARAS(bal[x])

3 Ki: kulcs[x]

4 INORDER-FABEJARAS(jobb[x])

Megjegyzés:

m  Egy T binéris keres6fa 6sszes elemének kiirasa az INORDER-FABEJARAS(gy6kér[T]) hivassal
torténhet.

m Az inorder bejaras esetén a fa gyokerében 1évo kulcsot a baloldali részfajaban 1évo értékek utan
¢s a jobboldali részfajaban 1€vo értékek eldtt (azok kozott) irjuk ki.

m A preorder bejaras esetén a gyokér kulcsat a részfainak kulcsai elott, mig a posztorder bejaras
eseteben azok utan irjuk ki.

Tétel: Ha x egy n csucsu részfa gyokere, akkor az INORDER-FABEJARAS(x) hivas @(n) ideig tart.
Hatékonysag: Egy n csticsu binaris keresofa bejarasa ®(n) ideig tart.

N 23



N Kombinatorikus optimalizal: Széchenyi Istvan Egyetem
N
Feladatok N

m Rajzoljunk 2, 3, 4, 5 és 6 magassagu binaris keresofakat, amelyek az alabbi
halmazban lévo kulcsokat tartalmazzak.
s {1,4,5,10,16, 17, 21}
m  Milyen kulcssorozatot irna ki az alabbi binaris keres6fa esetén egy preorder
bejarast koveto algoritmus, és milyet egy posztorder bejarast koveto?

24
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N
Binaris keresofak

FABAN-KERES(X, k)

1 ifx=NIL vagy k = kulcs[x]

2 return x

3 ifk <kulcs[x]

4 return FABAN-KERES(bal[x], k)
5 else

6 return FABAN-KERES(jobb[x], k)

FABAN-ITERATIVAN-KERES(X, K)
1 whilex # NIL ¢és k # kulcs[x]

2 if k < kulcs[x]

3 X «— bal[X]
4 else

3) X «— jobb[x]
6 returnx

Hatékonysag: Egy h magassagu binaris keresdfaban a keresés O(h) ideig tart.

25
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N Kombinatorikus optimalizal: Széchenyi Istvan Egyetem
N
Feladatok

m Tegylk fel, hogy egy binaris keresofaban a kulcsok az 1 €s 1000 kozotti egesz
szamok. A 363 értcket akarjuk megkeresni. Az alabbi sorozatok koziil melyek
nem lehetnek keresési sorozatok?

m 2,252,401, 398, 330, 344, 397, 363
m 924,220, 911, 244, 898, 258, 362, 363
m 925,202, 911, 240, 912, 245, 363

26
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]
Binaris keresofak

FABAN-MINIMUM(x)
1 while bal[x] # NIL

2 X «— bal[x]
3 return x

Kombinatorikus optimalizala Széchenyi Istvan Egyetem

FABAN-MAXIMUM(x)
1 while jobb[x] # NIL
2 X «— jObb[X]
3 returnx

Hatékonysag: Egy h magassagu binaris keres6faban ezek a miiveletek is elvégezhetok O(h) id6 alatt.

27
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= Kombinatorikus optimaliz
|

Piros-fekete fak

A piros-fekete fa olyan binaris keres6fa, amelynek minden csuicsa egy extra bit informaciot tartalmaz,

ez a csucs szine, amelynek értékei: PIROS, FEKETE.

A csucsok szinezésének korlatozasaval biztosithatd, hogy a piros-fekete faban barmely, a gyokértol

levélig vezetd ut hossza nem lehet nagyobb, mint a legrovidebb ilyen at hosszanak kétszerese.

Széchenyi Istvan Egyetem

Az ilyen fak megkozelitdleg kiegyensulyozottak, lehetdve teszik, hogy a dinamikus halmaz miiveletek

a legrosszabb esetben is O(lg n) idejiiek legyenek.

Egy binaris keres6fa piros-fekete fa, ha rendelkezik a kdvetkezo piros-fekete tulajdonsagokkal:

1.

2
3
4.
5

Minden csucs szine vagy piros, vagy fekete.

A gyokércsucs szine fekete.

Minden levél (NIL) szine fekete.

Minden piros csticsnak mindkét gyereke fekete.

Minden csucsra i1gaz, hogy a beldle kiindulo, levélig vezetd utakon ugyanannyi fekete csucs van.

Egy X csucs fekete-magassaganak nevezziik az X csucsbol indulo, levélig vezetd uton talalhato, x-et

nem tartalmazo fekete csucsok szamat.

Egy piros-fekete fa fekete-magassaga a fa gyokércstucsanak fekete-magassaga.

Tétel: Barmely n belso csucsot tartalmazé piros-fekete fa magassaga legfeljebb 21g(n+1),

N

28
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B
Piros-fekete fak

€] 17 41 K

2 ] 21 1 30 1 Wy

Egy piros-fekete fa a fekete magassagokkal

lra
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N Kombinatorikus optimaliza Széchenyi Istvan Egyetem
N
Feladatok

m Rajzoljuk meg az {1, ..., 15} kulcsokat tartalmazo 3 magassagu teljes binaris
keresdfat! Egészitsiik ki NIL levelekkel €s szinezziik be a csucsokat ugy, hogy
a fa fekete-magassaga 2, 3, ill. 4 legyen!

m Hogyan adjunk meg egy n csucsu piros-fekete fat, hogy a lehetd legnagyobb
legyen a piros €s a fekete belsO csucsok ardnya? Milyen fa esetén lesz az arany
a legkisebb, ¢s mi lesz ez az érték?

30
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N

Grafok abrazolasa

15
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20 20
13 13
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Iranyitott graf abrazolasa szomszédsagi listakkal és csucsmatrixszal

lra
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N

Gyokeres fak

Pont 1|2 |3|4]|5]6]|7]S8
Cimke 313 -(1]2]3]|2]|7
Pontjellemz 41912 |5]7|3]6]2
Eljellemz6 305 -7 |1 2]4]6

Gyokeres fa abrazolasa cimketombbel

32

lra



