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Optimumkeresés veéges, diszkrét halmazon

m Az optimalizalasi probléma
min{z(x):x € L}, ahol

m L :azonos dimenzidju, egész koordinataju, nemnegativ vektorok véges €s nem iires halmaza
(a lehetséges megoldasok halmaza).

m 7 :azoptimalizalando fiiggvény (célfiiggvény), amely értelmezett az L halmazon.
m X :akeresendé megoldas (egy optimalis megoldas).
m  z(X) : az optimum értéke.

m Megjegyzes
m  Mivel L véges, igy mindig létezik optimalis megoldas.

m Ha egy optimalizélasi feladatban maximumot kell keresni, akkor vegyiik a célfiiggvény
—1-szeresét €s ezzel minimum keresési problémat kapunk.

m  Megoldasi modszerek
m Leszamlalas
m  Korlatozas és szetvalasztas
m Az adott feladathoz illeszkedd, specialis algoritmusok
m  Kozelito algoritmusok

lra
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Leszamlalas

Leszamlalas: Megvizsgaljuk L Osszes elemét és vesziink egy olyan elemet, amelyre z(x) a legkisebb
erteket veszi fel.

Megvalositas: Egy lehetséges modja a megoldasfa épitése €s bejarasa.
Legyen L € X; X X, X -+ X X,, = Q, ahol X; € N,véges halmaz (n>1,i=1,2,...,n, N,={0, 1, ...}).
A megoldasfa:

m 1.szint: A gyokérpontbol annyi élt inditunk, ahany eleme van X, -nek, az élekre rendre felirjuk X,
elemeit.

m i-edik szint: Az i—1. szint minden pontjabdl annyi élt inditunk, ahany eleme van X;-nek, és minden
pontnal, minden élre rendre felirjuk X; elemeit (i=2, ..., n).

A megoldasfa minden gyokértdl levélig vezetd utja (az ut élein 1évo értékekkel) egy x € Q elemet
hatdroz meg, amelyek kozott ott vannak a lehetséges megoldasok is, azaz ahol x € L.

A fa mélységi bejarasa eldallitja Q elemeit, igy L elemeit is. Az x € L leveleknél kiszamoljuk z(x)
ertekeét, €s ha sziikséges (ha jobb, mint az addigi legjobb megoldas) megjegyezziik.
Megjegyzés: Az ¢lek helyett az élek végpontjaihoz is feljegyezhetok a megfeleld X;-beli elemek.

Az ilyen elven miikodoé (megoldasfat épitd, azt bejard) algoritmusokat visszalépéses algoritmusoknak
(Backtrack) nevezik.

Probléma: L elemszdma nagy is lehet.
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Peldak
m  Nyolc kiralynd

Feladat: Helyezziink el egy sakktablan 8 db kiralynét Gigy, hogy azok ne iissék egymast, azaz ne
essenek egymas titésvonalaba!

A nyolc kiralyné probléma egy lehetséges megoldasa
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N
Példak

m  Huszar Gtja a sakktablan

Feladat: Jarjunk be egy n X n-es méretii ,,sakktablat” egy huszarral, egy adott kezdémezo6rol indulva
ugy, hogy minden mezdre pontosan egyszer lépiink!
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A probléma egy lehetséges megoldasa egy 5 X 5-0s

tablan
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Feladatok

m A Nyolc kiralynd, \ll. a Huszar utja problémakban mik lesznek az n, X;, Q, L
megfeleloi?
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Korlatozas és szetvalasztas

A Kkorlatozas és szétvalasztas modszere ugy keresi meg a feladat optimalis megoldasat, hogy
igyekszik a lehetséges megoldasok koziil lehetdleg minél kevesebbet megvizsgalni.

Az eljarashoz sziikséges két fliggvény:
m  Szétvalasztasi fiiggvény: az L halmaz tetszéleges |L'| > 1 részhalmazahoz hozzarendeli L' egy

valddi osztalyozasat (azaz legalabb két, paronként diszjunkt, olyan nem iires részhalmazokra
bontja L'-t, amelyek egyesitése L').

m  Korlatozo fiiggvény: az L halmaz tetszleges L' # @ halmazahoz hozzarendeli a z(X) (X € L)
fliggvényértékek egy alsé korlatjat. Specialisan, L' = {X} esetén a z(X) fiiggvényértéket.

Tegyiik fel, hogy rendelkezésre dllnak ilyen fiiggvények, és jeldlje a szétvalasztasi fiiggveényt ¢, a
korlatoz¢ fliggvényt pedig y.
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Korlatozas és szétvalasztas

Az eljaras soran egy leszamlalasi fat vagy Branch-and-Bound fat (B&B fat) épitiink fel.

m Eljaras

m El6készitod rész

A fa gyokere legyen L. Hatarozzuk meg y(L)-t és rendeljiik cimkeként az L szogponthoz.
Legyen r =1, és folytassuk az iteracios résszel.

m [teracios rész (r-edik iteracio)

1.

lra

Az aktualis fa levelein hatarozzuk meg a cimkék minimumat és valasszunk ki egy minimalis
cimkéjii L' levelet.

Ha L' = {X}, akkor vége az eljarasnak, X optimalis megoldas. Ellenkez6 esetben a 3. 1épés
kovetkezik.

Bovitsiik az aktualis fat ¢ (L") elemeivel, mint L' leszarmazottaival, majd az 1j

szogpontokhoz rendre szamitsuk ki a korlatokat és rendeljiik az illeté szogpontokhoz
cimkekent.

Legyen r = r 4+ 1, majd folytassuk az eljarast a kdvetkezd iteracios Iépéssel.
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Korlatozas és szetvalasztas

Az alabbi dbra az eljaras két iteracios lépéseben felépiild B&B fat szemlélteti, ahol
m (L) ={L11,L12,L13}, Y(L11) < Y(Llj) U = 2,3),

m @(Lyy) = {Lz1, Ly}

B&B fa két iteracios Iépés utan

10
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Korlatozas és szetvalasztas

Probléma: Az eljaras alkalmazasa nehézkes. A megoldand6 problémak tobbségénél L-rol kevés
informaci6 all rendelkezésre €s nagyon nehéz az eloirt tulajdonsagokkal rendelkezd szétvalasztasi
fliggveényt talalni.

Megoldas: Keresiink L-hez egy olyan véges (0 halmazt, amelyre egyrészt L € (), masrészt viszonylag
konnyen tudunk Q-hoz szétvalasztasi fiiggvényt definialni. Igy a B&B fak levelei Q osztalyozasainak
egy finomodod sorozatat alkotjak, és mivel L € Q, egyidejlileg (implicit moédon) adodik L
osztalyozasainak is egy tagabb értelemben vett finomodo sorozata. Az eljaras megfeleld miikodéséhez
a y korlatozo fliggvényre vonatkoz6 eldirasokat alkalmasan meg kell valtoztatni.

Sok esetben heurisztikus eljarasokkal el lehet allitani viszonylag jo célfiiggvényértékkel rendelkezd
lehetséges megoldasokat. Bizonyos feladatoknal a modszer végrehajtasa soran részeredményként is
eldallnak lehetséges megoldasok. Ezek felhasznéalasaval esetenként hatékonyabba tehetd az eljaras a
kovetkezOk szerint.

Jelolje X a rendelkezésre 4llo lehetséges megoldasok halmazat. Legyen Z = min{z(x):x € X} és
jelolje x* az X halmaz egy olyan elemét, amelyre z(x*)= Z teljesiil. Mivel X € L, ezért Z az optimum
ertekének egy felsd korlatja.

Jelolje L' az aktualis B&B fa valamely leveléhez tartoz6 halmazt. Ekkor y(L') az L' halmazban 1év6
lehetséges megoldasokon felvett célfiiggvényértekek also korlatja.

Hay(L") = Z, akkor az L' halmazba es6 barmely X lehetséges megoldasra z(X) = y(L") = Z teljesiil,
azaz a tekintett levélhez tartozo lehetséges megoldasok kdzott nincs jobb, mint x*. Ekkor a B&B fa
ezen levelét felesleges vizsgalnunk, a fa ezen agat lezarjuk (a tobbi levél él16 levél marad).

N 1
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Korlatozas és szetvalasztas

A minimalis korlattal rendelkez6 levél kivalasztdsa nem minden esetben célszerii, néha mas stratégiak
novelik az eljaras hatékonysagat.

Tegyiik fel, hogy adott egy olyan Q) véges halmaz, amelyre L € (), adott egy ¢ szétvalasztasi fliggvény,
amely Q tetszéleges legalabb kételemii Q' részhalmazahoz hozzarendeli Q' egy valdodi osztalyozasat,
valamint adott egy y korlatozé fiiggvény, hogy Q tetszéleges nem iires Q' részhalmazara az alabbiak
teljestilnek:

y(Q) < min{z(x):x € Q'NL}, ha |Q'| >1 és Q'NL # @,
y(Q') tetszdleges, ha [Q'| >1 és Q'NL = @,
@) = [7®, halol=1& @nL=(x),

R lw, nalel=1& @nL =9,
ahol W egy nagy szamot jelol (W-hez hozzaadva vagy levonva bel6le egy konstans értéket, ismét W-t
kapunk).
Feltessziik, hogy az Q' halmazok (esetleg implicit) leirasa olyan, hogy az |Q'| = 1, Q'NL = {X} eset
felismerheto, €s X explicit modon eldallithato.

Tegyiik fel tovabba, hogy ismertek olyan eljarasok, amelyekkel a y(Q") fliiggvényértékek
meghatarozhatok barmely @ # Q' € Q esetén, és a @ (Q") fliggvényértékek meghatarozhatok barmely
Q' € Qés|Q'| > 1 részhalmazra.

Ezen feltevések mellett egy altalanosabb B&B eljaras definialhato.

N 12
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Korlatozas és szétvalasztas

A korabbi feltételezések mellett az optimalizalasi probléma megoldhato az alabbi eljarassal.

m ElokészitO rész

lra

Valamilyen heurisztikus modszerrel hatarozzunk meg egy lehetséges megoldast, jeldlje ezt x.
Legyen a z valtozo értéke z(X,) és az X* vektorvaltozo értéke X,. Ha lehetséges megoldas
meghatarozasara nincsen lehetdség, akkor legyen Z =W, és x* = (-1, ..., —1).

Hatarozzuk meg a y({) korlatot. Ha a y()) korlat meghatarozéasakor el6all egy X lehetséges
megoldas, akkor definialjuk ajra Z-t és x*-ot. Ha z(X) = z, akkor Z és x* nem valtoznak, mig
z(X) < Z esetén z-nak adjuk z(X) értékét, és x*-ot valtoztassuk X-ra.

Legyenr = 0 és

o _ (@, hay@<z
0 @  kalonben.

Ezt kdvetden folytassuk az eljarast az iteracios résszel.
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Korlatozas és szetvalasztas

m [teracios rész (r-edik iteracio)
1. HaE. = @, akkor vége az eljarasnak, x* a feladat optimalis megoldasa, Z az optimum értéke.
Kiilonben folytassuk a 2. 1épéssel.
2. HaF,. # @ akkor valamilyen rogzitett stratégia szerint valasszunk ki egy elemet F,. elemei
koziil, jelolje ezt '. Alkalmazzuk a ¢ szétvalasztasi fliggvényt Q'-re. Legyen
p@) = {0, .., a0.

Hatérozzuk meg rendre az 0", ..., Qg) halmazokra a y (Q{"), ...,y(Qgr)) korlatokat.
Jelolje X, a korlatok meghatarozasa soran el6allo lehetséges megoldasok halmazat, feltéve,
hogy ilyen létezik. Legyen z, = min{z(x): x € X,.} és jelolje x(™ az X, halmaz egy olyan
elemét, amelyre z, = Z(X(T)) teljesiil. Definidljuk Gjra Z -t és x*-ot a kovetkezok szerint.
Ha z, = Z, akkor Z és x* nem valtoznak, mig z, < Z esetén z-nak adjuk a z,értéket és x*-ot

valtoztassuk x(M-re. (X, = @ esetén Z és x* nem valtoznak.)
Ezek utan legyen

Fri1 =1{Q3:Q; € (BA{QD V@) & y(Q) <z}

Legyen r = r + 1, majd folytassuk az eljarast a kdvetkezo iteracios 1épéssel.
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