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N Kombinatorikus optimalizalas Széchenyi Istvan Egyetem
N

Tartalom

m Fak és grafok bejarasa
m  Fak szélességi, melysegi és egyenletes bejarasa
m  Grafok szélességi, mélységi €s egyenletes bejarasa
s Utkeresés grafokban

Legrovidebb ut adott pontb6l minden mas pontba

Legrévidebb ut minden pontbdl minden pontba

lra



N Kombinatorikus optimalizal Széchenyi Istvan Egyetem
N
Fak bejarasa
m Sz¢lességi bejaras
m Adatszerkezet
Input: a fa a gyokérpontjaval azonositva.

Output: a fa, minden pontjan az elérésre jellemzo6 tavolsagokkal.
Segédszerkezet: sor.

m Algoritmus

Tegylik a sor vegere a gyokérpontot, a tavolsaga legyen 0.
Ha a sor iires, vége.
Vegyiik ki a sor elejérdl a soron kovetkezd pontot.

el N

A kivett pont minden gyerekeét tegyiik a sor végére, a tavolsaguk legyen a kivett
pont tavolsaga +1.

5. Ujra a 2. 1épés kovetkezzen.

lra



N Kombinatorikus optimaliza Széchenyi Istvan Egyetem
N
Feladatok N

m Az alabbi bemend fa esetén milyen sorrendben veszi ki a sz¢lességi bejaras az

egyes pontokat a sorbol, ha egy pont gyerekeit balrol-jobbra haladva teszi a
sorba?

m  Milyen lesz a sorbodl valo kivételi sorrend, ha a bejaras egy pont gyerekeit
jobbrol-balra haladva teszi a sorba?

m  Milyen tavolsag értekeket kapnak az egyes pontok?

ra
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N Kombinatorikus optimalizal Széchenyi Istvan Egyetem
N
Fak bejarasa
m  Me¢lységi bejaras
m Adatszerkezet
Input: a fa a gyokérpontjaval azonositva.

Output: a fa, minden pontjan az elérésre jellemzo6 tavolsagokkal.
Segédszerkezet: verem.

m Algoritmus

Tegyiik a verembe a gyokérpontot, a tavolsaga legyen 0.
Ha a verem lires, vége.
Vegylik ki a veremb0dl a soron kovetkezd pontot.

el N

A kivett pont minden gyerekét tegyiik a verembe, a tavolsaguk legyen a kivett
pont tavolsaga +1.

5. Ujra a 2. 1épés kovetkezzen.

lra



N Kombinatorikus optimaliza Széchenyi Istvan Egyetem
N
Feladatok N

m Az alabbi bemeno fa esetén milyen sorrendben veszi ki a melységi bejaras az
egyes pontokat a verembdl, ha egy pont gyerekeit balrél-jobbra haladva teszi a
verembe?

m Milyen lesz a verembol valo kivételi sorrend, ha a bejaras egy pont gyerekeit
jobbrol-balra haladva teszi a verembe?

m  Milyen tavolsag értekeket kapnak az egyes pontok?

lra



N Kombinatorikus optimaliza Széchenyi Istvan Egyetem
|
Fak bejarasa
m Egyenletes bejaras

m Adatszerkezet
Input: a fa a gyokérpontjaval azonositva.
Output: a fa, minden pontjan az elérésre jellemz6 tavolsagokkal.
A fa sulyozott, a silyok nemnegativak.

m Algoritmus

A gyokérpontot jeloljik meg, a tavolsaga legyen 0.
Ha nincs jeloletlen pont, vege.

W N e

Keressiik meg azt a jeloletlen pontot, amely a legkozelebb van a gyokérponthoz,
azaz azt a pontot, amelyhez van jelolt pontbdl €1, és a jeldlt pont tdvolsaganak
valamint az ¢l stilydnak az 6sszege minimalis.

s

A megtalalt pontot jeloljiik meg, a tavolsaga legyen a megtalalt minimum.
5. Ujra a 2. 1épés kovetkezzen.



N Kombinatorikus optimaliza Széchenyi Istvan Egyetem
N
Feladatok N

m Az alabbi bemend fa esetén milyen sorrendben jeloli meg az egyenletes
bejaras az egyes csucsokat, ha az ¢lek sulyait a melléjiik irt szamok adjak?

m Haa 3. Iépésben tobb (minimalis elérhetdségli) pont Iétezne, akkor a kisebb
(azonositd/kulcs) pontot valasszuk!

m  Milyen tavolsag ért€keket kapnak az egyes pontok?

m Vegezzik el az el6z0 feladatot ugy 1s, hogy a fa gyokérpontjanak nem a 15-0s
pontot, hanem a 7-es pontot tekintjiik!




N Kombinatorikus optimaliza Széchenyi Istvan Egyetem
N

Grafok bejarasa
m Sz¢lességi bejaras
m  Adatszerkezet
Input: a graf, és a bejaras kezddpontja.
Output: a graf, minden pontjan az elérésre jellemzd tavolsagokkal.
Segédszerkezet: sor.

m Algoritmus

Tegylik a sor végere a kezdOpontot, jeloljik meg, a tavolsaga legyen 0.
Ha a sor iires, vége.
Vegyiik ki a sor elejérdl a soron kovetkezd pontot.

el N

A Kivett pont minden jeldletlen szomszédjat jeloljiik meg, tegyiik ket a sor
végére, a tavolsaguk legyen a Kivett pont tavolsaga +1.

5. Ujra a 2. 1épés kovetkezzen.



N Kombinatorikus optimalizala Széchenyi Istvan Egyetem
N
Feladatok N

m Az alabbi bemeno graf esetén milyen sorrendben veszi ki a szeélességi bejaras
az egyes pontokat a sorbol, ha a kezddpont a 6-0s, €s egy pont jeloletlen
szomszeédjait novekvd pontazonosito szerint haladva teszi a sorba?

m  Milyen tavolsag ért€keket kapnak az egyes pontok?

lra
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N Kombinatorikus optimaliza Széchenyi Istvan Egyetem
N

Grafok bejarasa
m  Me¢lységi bejaras
m  Adatszerkezet
Input: a graf, és a bejaras kezddpontja.
Output: a graf, minden pontjan az elérésre jellemz0 tavolsagokkal.
Segédszerkezet: verem.

m Algoritmus

Tegyiik a verembe a kezddpontot, jeloljiik meg, a tavolsaga legyen O.
Ha a verem lires, vége.
Vegylik ki a veremb0dl a soron kovetkezd pontot.

el N

A kivett pont minden jeloletlen szomszédjat jeloljiikk meg, tegyiik ket a verembe,
a tavolsaguk legyen a kivett pont tavolsaga +1.

5. Ujra a 2. 1épés kovetkezzen.

11

lra



N Kombinatorikus optimalizal: Széchenyi Istvan Egyetem
N
Feladatok N

m Az alabbi bemend graf esetén milyen sorrendben veszi ki a melysegi bejaras az
egyes pontokat a verembdl, ha a kezdOpont a 6-0s, és egy pont jeldletlen
szomszeédjait novekvd pontazonositd szerint haladva teszi a verembe?

m  Milyen tavolsag ért€keket kapnak az egyes pontok?

lra
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N Kombinatorikus optimaliza Széchenyi Istvan Egyetem
N

Grafok bejarasa

m Egyenletes bejaras

m Adatszerkezet
Input: a graf, és a bejaras kezddpontja.
Output: a graf, minden pontjan az elérésre jellemzd tavolsagokkal.
A graf stlyozott, a sulyok nemnegativak.

m Algoritmus

A kezdOpontot jeloljiik meg, a tavolsaga legyen O.
Ha nincs jeloletlen pont, vege.

W N e

Keressiik meg azt a jeloletlen pontot, amely a legkozelebb van a kezd6ponthoz,
azaz azt a pontot, amelyhez van jelolt pontbol €l, és a jelolt pont tavolsaganak
valamint az ¢l stlydnak az 0sszege minimalis.

s

A megtalalt pontot jeloljik meg, a tavolsaga legyen a megtalalt minimum.
5. Ujra a 2. 1épés kovetkezzen.

13
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N Kombinatorikus optimalizal Széchenyi Istvan Egyetem
N
Feladatok N

m Az alabbi bemend graf esetén milyen sorrendben jeloli meg az egyenletes
bejaras az egyes csucsokat, ha a kezdOpont a 6-0s, €s az ¢lek sulyait a mellejiik
irt szamok adjak?

m Ha a 3. Iépésben tobb (minimalis elérhetdségli) pont 1¢tezne, akkor a kisebb
pontazonositoval rendelkezd pontot valasszuk!

m  Milyen tavolsag ért€keket kapnak az egyes pontok?

14

lra



N Kombinatorikus optimalizé Széchenyi Istvan Egyetem

N
Utkeresés grafokban

m  Adott pontb6l minden mas pontba
=  Adott pontbol adott pontba vald it megkeresése nem egyszerlbb.
m A grafbejar6 algoritmusok alkalmasak tUtkeresésre, ha az elért pontokat
megfelelden cimkézziik:

A kezd6pontot cimkézziik meg dnmagaval.
Minden mas pont cimkéje legyen annak a pontnak az azonositoja, ahonnan a pontot
elértiik.
= A megtalalt Ut el6allitasanak algoritmusa:
Az algoritmus bemend paramétere: a végpont azonositdja.

Az algoritmus a kezd6pontbdl a végpontba vezetd ut pontazonositdinak listdjat adja az
¢érintés sorrendjében.

1. Ha a végpont cimkéje nem egyezik meg a végpont azonositojaval, akkor irjuk fel
az utat a végpont cimkéjéig.

2. Irjuk fel a végpont azonositojat.

15
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N Kombinatorikus optimalizala Széchenyi Istvan Egyetem
N
Feladatok N

m  Milyen cimkeket €s milyen tavolsag értékeket kapnak az egyes pontok, ha
utkeresesre a graf szelességi, ill. mélységi bejarasat hasznaljuk, €s a kezdopont
a 6-0s? Egy pont jeloletlen szomszédjait ndvekvd pontazonositod szerint
haladva tegytik a sorba, ill. verembe!

lra
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N Kombinatorikus optimalizalas Széchenyi Istvan Egyetem
N
Feladatok N

m  Milyen cimkéket és milyen tavolsag értékeket kapnak az egyes pontok, ha
utkeresésre a graf egyenletes bejarasat hasznaljuk, a kezdopont a 6-os, és az
clek sulyait a melléjik irt szamok adjak?

17
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N Kombinatorikus optimaliz: Széchenyi Istvan Egyetem

N
Utkeresés grafokban

m Legrovidebb ut adott pontbdl minden mas pontba
m  Adott pontbol adott pontba vald legrovidebb Ut megkeresése nem egyszeriibb.
m Ketféleképpen definialhato a legrovidebb ut:

m Legkevesebb ¢lt tartalmazzon.
A graf szélességi bejarasa az emlitett cimkézéssel egy lehetséges megoldas.

m Ha ismerjiik az ¢lek hosszat, az ut €¢leinek 6sszhossza a lehetd legkisebb legyen.
A graf egyenletes bejarasa az emlitett cimkézéssel egy lehetséges megoldas.
Megjegyzés: A Dijkstra algoritmus is egyenletes grafbejarast valosit meg.
m Legrovidebb ut minden pontbol minden pontba
= Minden pontra, mint kezdOpontra elvégezziik az el6z6 algoritmust.

m  Matrixalgoritmus

18
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N Kombinatorikus optimaliza Széchenyi Istvan Egyetem

N
Utkeresés grafokban

m Matrixalgoritmus (Floyd-Warshall)

m Adatszerkezet
Input: a graf élhosszait tartalmazé C ("*™ matrix (c;;=0).
Output: a legrovidebb utak hosszat tartalmazo T ("*") matrix.

= Algoritmus

1. T«C,l<1
2. U legyen a kovetkez0:

Ui <= min(t;;, §, + t,;) minden 1 <=i<=nés 1 <= ] <=n ¢értékekre.
T—U
3. |« 1+1 Hal>n,akkor vége, kiilonben a 2. 1épés kovetkezzen.

m Megjegyzes
m Az algoritmus a megfeleld cimkézéssel kiegészitve nemcsak a minimalis utak
hosszat adja meg, de a minimalis utak felirasat 1s lehetdve teszi.

N 19



N Kombinatorikus optimaliza Széchenyi Istvan Egyetem

Szélességi keresés grafokban
SZK(G, s)
1 for minden u € V[G] —{s} cstcsra
2 szin[u] < FEHER
3 d[u] <« «
4 zfu] < NIL
5 szin[s] < SZURKE
6 d[s]<0
7 7s] « NIL
8 Q0
9 SORBA(Q, s)
10 while Q # 0
11 u «— SORBOL(Q)
12 for minden v € Adj[u] cstcsra [* Az u-bdl kimend ¢élek végpontjain */
13 if szin[v] = FEHER
14 szin[v] <= SZURKE
15 d[v] « d[u] + 1
16 av] <« u
17 SORBA(Q, V)
18 szin[u] «— FEKETE

Hatékonysag: Egy G=(V, E) bemeneti graf esetén a futasi id6 O(V+E).

N 20



N Kombinatorikus optimalizala Széchenyi Istvan Egyetem

O
Szélességi keresés grafokban

UTAT-KIIR(G, s, V)

1 ifv=s

2 prints

3 else

4 if 7{v] = NIL

5 print ”Nincs at”, s, ”-bol”, v, ’-be”
6 else

7 UTAT-KIIR(G, s, #[V])

8 printv

Feltétel: A rértekeket az SZK eljardssal mar meghataroztuk és rendelkezésre allnak.
Hatékonysag: Az eljaras futasi ideje az Giton 1évo csucsok szamaval aranyos, azaz O(V).

21
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N Kombinatorikus optimaliza Széchenyi Istvan Egyetem
N

Mélységi keresés grafokban

MK(G)

1 for minden u € V[G] csucsra

2 szin[u] < FEHER

3 zfu] < NIL

4 ido<—0

5 for minden u € V[G] cstcsra

6 if szin[u] = FEHER

7 MK-BEJAR(u)

MK-BEJAR(u)

1 szin[u] « SZURKE /* Most érjiik el a fehér U cstcsot */
2 idd«—idé+1

3 d[u] « ido

4 for minden v € Adj[u] cstcsra I* Az u-bdl kimend ¢élek végpontjain */
5 if szin[v] = FEHER

6 av] < u

7 MK-BEJAR(V)

8 szin[u] «— FEKETE I* u fekete, mert elhagyjuk */

9 flu] « id6 «—idé +1

Hatékonysag: Egy G=(V, E) bemeneti graf esetén a futasi id6 @(V+E).
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