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O
Dinamikus programozas

m Az oszd meg és uralkodj modszer a megoldando feladatot fiiggetlen részfeladatokra osztja,
amelyeket megold és a részfeladatok megoldésait az eredeti feladat megoldasa céljabol egyesiti.

m A dinamikus programozas

m A feladatot szintén részfeladatokra valo osztdssal oldja meg. Akkor alkalmazhatd, ha a
részfeladatok nem fiiggetlenek, azaz k6z0s részproblémak vannak.

m  Minden egyes részfeladatot pontosan egyszer old meg, az eredményt egy tabladzatban tarolja,
igy elkeriilhetd egy részfeladat ismételt kiszadmitasa.

= Optimalizalasi feladatok megoldasara hasznaljuk. Altaldban sok lehetséges megoldas
létezik amelyek mindegyikének van értéke.

m (¢l az optimdlis (minimalis vagy maximalis) értékii megoldds megtalalasa, amelyet egy
optimalis megoldasnak neveziink.

Egy dinamikus programozasi algoritmus kifejlesztése az alabbi lépésekre bonthato:
1. Jellemezziik az optimalis megoldas szerkezetét.

2. Rekurziv médon definidljuk az optimalis megoldas értékét.

3. Kiszadmitjuk az optimalis megoldas értékét alulrdl felfelé torténd modon.

4. A kiszamitott informaciok alapjan megszerkesztiink egy optimalis megoldast.
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Moho algoritmusok

Sok optimalizalasi probléma esetén a dinamikus programozasi megoldas tal sok esetet vizsgal meg
(alulrol-felfelé haladva) annak érdekében, hogy az optimalis valasztast meghatarozza.

A moho algoritmusok mindig az adott 1épésben optimalisnak latsz6 dontést hozzak abban a
reményben, hogy a lokalis optimumok majd a globalis optimumhoz vezetnek.

A moho stratégia altalaban feliilrdl-lefelé halad, az egyes valasztasok fligghetnek az addig elvégzett
valasztasoktol, de nem fligghetnek a késdbbi valasztasoktol, a részproblémak megoldasatol.

A moho-valasztasi tulajdonsag: globalis optimalis megoldas elérhetd lokalis optimum (mohd)
valasztasaval.

Az optimalis részproblémak tulajdonsag: az optimalis megoldas felépithetd a részproblémak
optiméalis megoldasabol.

m  Moho stratégia, vagy dinamikus programozas?

Ha egy feladat teljesiti a mohd valasztasi tulajdonsagot, akkor moho algoritmussal megkaphat6 az
optimalis megoldas, egyebkeént a moho algoritmus csak kozelitd megoldast garantal.

Ha egy feladat teljesiti az optimalis részprobléemak tulajdonsagot, akkor megoldhaté dinamikus
programozassal.
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A leghosszabb k0z0s részsorozat

Egy sorozat részsorozata egy olyan sorozat, amit az adott sorozatbol néhany (esetleg nulla) elem
elhagyasaval nyertink.

Formalisan, ha az adott sorozat X=(Xy, X, ... , X,,), akkor egy masik Z=(z,, z,, ... , z,) sorozat akkor
részsorozata X-nek, ha létezik X indexeinek egy szigoraan névo (iy, iy, ... , 1,) Sorozata, hogy
minden j=1, 2, ..., k esetén xij =z

Példa: Z=(B, C, D, B) részsorozata az X=(A, B, C, B, D, A, B)-nek, és ekkor az indexek megfeleld
sorozata (2, 3, 5, 7).

Adott két sorozat X és Y. Azt mondjuk, hogy egy Z sorozat kézos részsorozatuk, ha Z részsorozata X-
nek is és Y-nak is.

Példa: Ha X=(A, B, C, B, D, A, B) és Y=(B, D, C, A, B, A), akkor a (B, C, A) k6z6s részsorozata X-nek
és Y-nak. Azonban (B, C, A) nem a leghosszabb k6zos részsorozat, mert (B, C, B, A) ill. (B, D, A,
B) is k6z0s részsorozat, amelyek hossza 4.

A leghosszabb kozos részsorozat probléma:
m  Adott két sorozat X=(Xq, Xp, ... s Xp)> €8 Y=(Y1, Vo .- Vi)
m Feladat: megtalalni a leghosszabb k6z0s részsorozatukat.

Megjegyzés: A leghosszabb koz0s részsorozat kifejezést LKR-ként roviditjiik.
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A leghosszabb k0z0s részsorozat
Egy X=(X{, X5, ..., X;,) sorozat i-edik prefixe az X;=(xy, X,, ..., X;) sorozat, ahol i=0, 1, ..., m.
Példa: ha X=(A, B, C, B, D, A, B), akkor X,=(A, B, C, B), és X, az iires sorozat.
1. Jellemezziik az optimalis megoldas szerkezetét.

Tétel: Legyen X=(Xy, X5, ... , Xpp)> €8 Y=(Y1, Yo, ..., V) két sorozat és Z=(z,, Z,, ... , Z,) ezek egy
LKR-je. Ekkor igazak a kdvetkezo allitasok:

m Ha x,=Y,,akkorz=X,=V,,¢és Z_,az X,,_; ¢s Y,_, egy LKR-je.

m Ha x,#Y,, akkor z, # x,, esetén Z az X, _, és Y egy LKR-je.

m Ha x,#Y,,akkorz,#y, esetén Zaz X és Y, _, egy LKR-je.

Kovetkezmény: Mivel az LKR rendelkezik az optimalis részstruktara tulajdonsaggal, igy hatékonyan
megoldhat6 a dinamikus programozas modszerével.

2. Rekurziv médon definidljuk az optimalis megoldas értékét.

Legyen c[i, j] az X; és Y; LKR-jének hossza. Ekkor (az €l6z8 tétel szerint):

c[i, j]= 0, ha 1=0 vagy j=0,
cli, j]=c[i—1, j—1]+1, hai, j >0 és x=Y;,
cli, j]= max{c[i, j—1], c[i—1, jI}, hai, j >0 és x;#Y;-
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A leghosszabb k0z0s részsorozat

Széchenyi Istvan Egyetem

3. Kiszamitjuk az optimalis megoldas értékét alulrol felfelé torténd modon.

LKR-HOSSZ(X, Y)

m «— hossz[X]

n < hossz[Y]

fori<—1,m
c[i,0] <0

forj<—0,n
c[0,]] < O

fori<—1,m

©OCoo~No ok~ wdNEk

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19 returnc, b

Hatékonysag: Az algoritmus O(mn) futasi id6t és @(mn) memoriat igényel.

N

forj<—1,n

ifx; =y,

else

o[i, j] — c[i-1, j-1]+1
o[, j] — N7

if c[i—1,j] >c[i, J—1]
cli, j] < c[i—1, ]
b[i, j] < ,,1”
else
cli, j] « c[i, j-1]
b[i, j] « ,,<”
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A leghosszabb kozos reszsorozat
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Az LKR-HOSSZ mikodése
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A leghosszabb k0z0s részsorozat

4. A kiszamitott informaciok alapjan megszerkesztiink egy optimalis megoldast.

LKR-NYOMTAT(b, X, i, j)

1 ifi=0vagyj=0

2 return

3 ifb[i,j]=,~\"

4 LKR-NYOMTAT(b, X, i—1,j-1)

5 Ki: X

6 else

7 ifb[i,j] =17

8 LKR-NYOMTAT(b, X, i—1,j)
9 else

10 LKR-NYOMTAT(b, X, i, J—1)

Megjegyzés: A kezdeti hivas: LKR-NYOMTAT (b, X, hossz[X], hossz[Y]).

Hatékonysag: Az algoritmus futési ideje O(m-+n).

lra
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N
Feladatok

m Hatarozzuk meg az alabbi sorozatok egy LKR-jét!
= (1,0,0,1,0,1,0,1),(0,1,0,1,1,0,1,1,0)
m Megirhato-e az LKR-HOSSZ algoritmus a b tomb nélkiil? Mi lesz ekkor az
LKR-NYOMTAT eljarassal?

m  Csokkentheté-e a @(mn) memoriaigény, ha csak az LKR hosszara vagyunk
kivancsiak (és magara az LKR-re nem)?

10
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Feladatok N

m Adjuk meg az LKR-HOSSZ(X, Y) eljaras ¢ ¢s b eredmény tombjeit és LKR-jét
az alabbi bemend sorozatok eseteén!
= X=(1,0,0,1,0)
= Y=(0,1,0,1)

11
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Moho algoritmusok

m Az esemény-kivalasztasi probléma

Adott események egy S={a,, a,, ..., a,} n elemii halmaza, amelyek egy kozos er6forrast (pl. egy
eldadotermet) kivannak hasznalni, amit egy idoben csak az egyik hasznalhat.

Minden a; eseményhez adott az S; kezd6 idépont ¢s az f, befejezé idopont, ahol s; < f;.

Ha az i eseményt kivalasztjuk, akkor ez az [s;, f;) félig nyitott idéintervallumot foglalja le.

Az ; ¢s a; események kompatibilisek, ha az [s;, f;) és [s;, fj) intervallumok nem fedik egymast (azaz ha
s;>f,vagy s; > f; ).

Feladat: Kivalasztando kolcsondsen kompatibilis események egy legnagyobb elemszamu halmaza.

12
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Moho algoritmusok
MOHO-ESEMENYKIVALASZTO(S, f)

1 n <« hossz[s]

2 A—A{a}

3 1«1

4 form<«2,n

5 if s, >f,

6 A—AU{a,}
7 | <—m

8 return A

Feltétel: Az s ¢s f adatokat tomb abrazolja és a bemeneti események a befejezd idopont szerint
rendezettek, azaz f, <f,... <f,.

Megjegyzés: Mivel az eseményeket a befejezd idopontok szerint nemcsokkend sorrendben vizsgaljuk,
igy f. mindig az A-beli események befejez6 idopontjainak maximuma, vagyis f; = max{f,: k € A}.
Hatékonysag: Az események n elemi S halmazat az algoritmus ®(n) id6 alatt iitemezi.

Tétel: A MOHO-ESEMENYKIVALASZTO algoritmus maximalis elemszamu megoldasat adja az
esemény-kivalasztasi problémanak.
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Moho algoritmusok
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A MOHO-ESEMENYKIVALASZTO miikodése
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Feladatok N

m  Melyik eseményeket valasztja ki a MOHO-ESEMENYKIVALASZTO
algoritmus az alabbi s és f tombok esetén?

m s=< §, 3, 5 12, 3, 6,10, 6,17 >
m f=<12, 6, 8,14, 7, 9,15, 7,20>

15
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B
Hatizsak feladat

m A binéris (vagy 0—1) hatizsak feladat

Széchenyi Istvan Egyetem

Adott egy hatizsak ¢és kiilonboz6 hasznalati targyak egy halmaza. Minden egyes targynak adott a sulya és

az ¢rtéke, valamint a hatizsakban elszallithaté rakomany maximalis sulya.

Feladat: A rendelkezésre allo targyakbol egy olyan rakomany Osszeallitdsa, amely szallithato (a stlya

nem haladja meg a rakomany sulykorlatjat) és emellett maximalis érték.

m Jelolések

m  Optimumszamitasi modell

lra

m : a hasznalati targyak szdma,

a; :aj-edik targy stlya, (j=1, ..., m),

¢; :aj-edik targy érteke, (j=1, ..., m),

b :ahatizsdk rakomanyanak sulykorlatja,

Xj— 0

m
]=

x €{0,13,( = 1,..,m)

_ { 1, ha aj—edik targy bekeriil a rakomanyba,

kiilonben.

14;X; < b

m
j=1

Cij — max

16
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B
Hatizsak feladat

m Toredékes hatizsak feladat
A targyak toredéke is valaszthato.

m Egészértekn hatizsak feladat
A binaris hatizsak feladat egyik altalanositasa az, amikor a rendelkezésre allo targyak tobb példanyban,
esetleg korlatlan mennyisegii p€ldanyban hasznalhatok fel. Ilyenkor az x; valtozé azt adja meg, hogy a

J-edik targybol hany példany keriil a rakomanyba.

m  Optimumszamitasi modell
m
j=

xj=0ésx;egesz(j=1,..,m)

m - "

14;Xj < Db

m Az egészertekil hatizsak feladatok fajtai
= Korlatos: Minden x; valtozora adott egy felsé korlat.
= NemkKorlatos: Nincs minden x; valtozora fels6 korlat.
= Altalanos hatizsak feladat: Egyetlen x;j valtozora sincs fels6 korlat.

Megjegyzés: Csak olyan feladatokat fogunk vizsgalni, ahol a;, ¢;, (j=1,..., m) és b egész.

M\ 17



N Kombinatorikus optimaliza

Széchenyi Istvan Egyetem
|
Hatizsak feladat

A 0-1, ¢és a toredékes hatizsak feladat is teljesiti az optimalis részproblémak tulajdonsagot.

A 0-1 feladat nem teljesiti a moho valasztasi tulajdonsagot, igy nem oldhaté meg moho stratégiaval,
viszont dinamikus programozassal igen.

A toredekes feladat teljesiti a moho valasztési tulajdonsagot, igy megoldhaté a moho stratégiaval (a
hasznalati erteék per suly hanyados (¢;j/a;) szerinti moh¢ valasztassal).

r N r N
20
3. 14 — ~=| 80Ft
ey 30 | 120 Ft 30
2. t4 I - N
e 50 . 30| 120Ft
1. targy . ] 20 | 100 Ft . 20 | 100 Ft
20 20| 100Ft p— 7 - - *
10| 60Ft 10| 60Ft 10| 60Ft
N W N A N / N W
60Ft 100Ft 120Ft hatizsak =220 Ft =160 Ft =180 Ft =240 Ft

A 0-1 és a toredékes hatizsak feladat

lra
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B
Hatizsak feladat

Tétel: A O-1 hatizsak feladat optimalis megoldas 1étezését €s meghatarozasat illetéen elegendd olyan
tipust feladatok vizsgalatara szoritkozni, amelyekben minden a;, ¢; egyiitthato pozitiv egesz.

Az alabbi eljaras tetsz6leges 0-1 hatizsak feladathoz (ahol a;, ¢; egész egyiitthatok < 0 értékiiek is
lehetnek) konstrual egy olyan uj hatizsak feladatot (ahol a;, ¢; egyiitthatok pozitiv egészek), hogy a két

feladatnak egyidejiileg 1étezik optimalis megoldasa, és az 0j feladat optimalis megoldasabol kozvetleniil
szarmaztathato a kiindulasi feladat optimalis megoldasa.

1. Minden olyan j € {1, ..., m} indexre, amelyre c; < 0 és a; < 0, helyettesitsiik x; -t (1 —x;) -vel.

2. Minden olyan j € {1, ..., m} indexre, ha ¢; > 0 és a; < 0, adjuk az x; valtozonak az 1 értéket és
rendezziik at a feladatot.
3. Minden olyan j € {1, ..., m} indexre, ha ¢; < 0 és a; > 0, adjuk az x; valtozonak a 0 értéket.

19
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Feladatok

m  Milyen () hatizsak feladatot konstrual az el6z06 eljaras az alabbi feladathoz?

Xy + 2x3 + 3x4 — X5 — 2Xg — 2x7 < 4
X1+ 3%x3 —X4 —2Xx5 + X — X7 = Z > max

20
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