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= Kombinatorikus optimalizé

B
Hatizsak feladat

m A binéris (vagy 0—1) hatizsak feladat

Széchenyi Istvan Egyetem

Adott egy hatizsak ¢és kiilonboz6 hasznalati targyak egy halmaza. Minden egyes targynak adott a sulya és

az ¢rtéke, valamint a hatizsakban elszallithaté rakomany maximalis sulya.

Feladat: A rendelkezésre allo targyakbol egy olyan rakomany Osszeallitdsa, amely szallithato (a stlya

nem haladja meg a rakomany sulykorlatjat) és emellett maximalis érték.

m Jelolések

m  Optimumszamitasi modell

lra

m : a hasznalati targyak szdma,

a; :aj-edik targy stlya, (j=1, ..., m),

¢; :aj-edik targy érteke, (j=1, ..., m),

b :ahatizsdk rakomanyanak sulykorlatja,

Xj— 0

m
]=

x €{0,13,( = 1,..,m)

_ { 1, ha aj—edik targy bekeriil a rakomanyba,

kiilonben.

14;X; < b

m
j=1

Cij — max



N Kombinatorikus optimalizé Széchenyi Istvan Egyetem
N

Megoldas dinamikus programozassal
m Legyen a tekintett feladat

i1 X; < b
x €{0,1},(j = 1,..,m)

m
j=1

ij]' = Z — max

amelyben minden egyiitthatd pozitiv egész.

Vegyiik észre, hogy ennek a feladatnak mindig létezik optimalis megoldasa, mivel 0 € L.

Minden k € {1, ..., m} ésr € {0, 1, ..., b} parosra legyen f (k,r) az alabbi hatizsak feladat optimumanak
ertéke:

k

=14 Xj =T
x €{0,1},( =1,..,k)
?=1 Cij = Z — max

Ha k = m és r = b akkor f(m, b) pontosan a tekintett feladat optimumat adja, igy az optimum
meghatarozasahoz elegendd az f (k, r) fliggvényt kiszamitani az adott értelmezési tartomanyra.
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N Kombinatorikus optimaliza Széchenyi Istvan Egyetem
|
Megoldas dinamikus programozassal
Nyilvanvalé, hogy
fk,0)=0, (k=1,..,m)
€s

ci, haa <r
1) = 1, 1 _ ) = ) ) ")
fr) {O kiilonben (r=0.1,..,b)

Tegyiik fel, hogy ismertek az f(k — 1,7), (r = 0,1, ..., b) értékek valamely k > 2 —re. Az f(k,r)-nek
megfeleld feladatot oldjuk meg gy, hogy x;, = 0 és x, = 1 szerint szétbontjuk a lehetséges megoldasok
L' halmazat Ly és L} halmazokra, majd a két maximum koziil a nagyobbikat vessziik.

Az x;, = 0 helyettesitéssel Ly, -t az alabbi feladat hatarozza meg:

Z;‘;llajxj <r
x; €{0,1L,(G=1,...k—1)

k—1
j=1

Cij = Z — max

Vegylik észre, hogy ez pontosan az f(k — 1,1)-hez tartozo feladat, igy az optimuma f(k — 1,7).
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N Kombinatorikus optimalizé Széchenyi Istvan Egyetem
N

Megoldas dinamikus programozassal

Az x;, = 1 helyettesitéssel L) -t az alabbi feladat hatarozza meg:

k-1 _
j=1GjXj ST —ag

% €{0,1},( =1,..,k— 1)
¢k + X521 ¢x; = z > max

Har < ay, akkor L} = @. Har > a,, akkor a fenti feladat megegyezik az f (k — 1,r — ay)-hoz tartozo
feladattal azzal az eltéréssel, hogy a ceélfiiggvényben van egy c; additiv konstans. Tehat ebben az esetben

a feladat optimuma c, + f(k — 1,7 — ay).
Terjessziik ki az f (k,r) fliggvényt ugy, hogy legyen f(k,r) = —W, har < 0. Akkor az eddigiek
alapjan

flk,v) =max{f(k —1,7), c, +f(k — 1, — a;)},

amely Osszefiiggés alapjan mar kiszamithatok az f(k,r) értékek az f fiiggvény értelmezési tartomanyan.

lra
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N

Megoldas dinamikus programozassal

Feladat: Oldjuk meg dinamikus programozassal az alabbi 0-1 hatizsak feladatot!

le+xZ+ZX3+X4S3 r
3x; + 2x5 + x5 + 2x, = z > max o 20 oo A
1
f(k,0) =0, (k=1,..,m) O 0} 3 3 3] 2
N T
_)¢c, haa; =7 = ’ o 2| 3| 5 2 1
Fn) { 0 kiilonben (r=01,..b) k NS
3
f(k,7) = max{f(k — 1,7), ¢, +f(k — 1,7 — a;)}, 0 2] 3] 5 1) 2
TN IRT
f(2,1) = max{f(1,1),2 + f(1,1 — 1)} = max{0,2} = 2 ) 0| 2| 4| 5 2| 1
£(2,2) = max{f(12),2 + f(1,2 — 1)} = max{3,2} = 3
f(2,3) =max{f(1,3),2+ (1,3 — 1)} = max{3,5} =5 Két optimalis megoldas van:
f(3,1) =max{f(2,1),1+ f(2,1 — 2)} = max{2,-W} =2 (1,1,0,0) és(1,0,0,1),
f(3,2) =max{f(2,2),1+ f(2,2 — 2)} = max{3,1} = 3 Az optimum:5.

f(3,3) = max{f(2,3),1+ (2,3 —2)} = max{5,2} =5
f(4,1) = max{f(3,1),2 + f(3,1 — 1)} = max{2,2} = 2
f(4,2) = max{f(3,2),2+ f(3,2 — 1)} = max{3,4} = 4
f(4,3) = max{f(3,3),2+ f(3,3—1)} = max{5,5} =5

Megjegyzés: A balra nyilak ,,hosszabbak™ is lehetnek!
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N
Feladatok AN

m  Oldjuk meg dinamikus programozassal az alabbi 0-1 hatizsak feladatot!

X1+3.9C2+2.7C3+x4£4‘
X1+ 2x, + x3 + 2x4 = Zz > max




O Kombinatorikus optimaliz: Széchenyi Istvan Egyetem
g p y gy

Megoldas B&B eljarassal
m Legyen a tekintett hatizsak feladat
j=1a;x; <b

x-E{Ol}(/=1 m)

c]x] = Z — max

] 1

amelyben minden egyiitthatd pozitiv egész.
m A hatizsak feladat linearis programozasi relaxacioja

j= 1a]x]<b
O<x]<1(/=1 m)

i1 Cjxj = z > max

Jelolje L* a hatizsak feladat lehetséges megolddsainak halmazat és L a relaxacid lehetséges
megoldasainak halmazat. Ekkor L* € L, amib6l max{z(x):x € L'} < max{z(x):x € L}, azaz a relaxacid
optimuma felsé korlatja a hatizsak feladat optimumanak.

Megjegyzés: A relaxacid optimumanak egész része is felsd korlatja a hatizsak feladat optimumanak (ezt
fogjuk felhasznalni a B&B eljaras korlatoz6 fiiggvényének definialasakor).

N 9



N Kombinatorikus optimaliz Széchenyi Istvan Egyetem

O
Megoldas B&B eljarassal

m A relaxacio egy optimalis megoldasanak meghatarozasa
Tétel (Dantzig): Legyen :—1 > 2—2 > ... > ™ (Ez a véltozok indexelésének megvaltoztatasaval elérhetd.)
1 2

aOm
Jelolje k a legnagyobb olyan egész szamot, amelyre Y.¥_, a, < b teljesil.
Ekkorazx; = 1,(j = 1,..., k), Xj41 = (b — Yk_.a;)/ay+, vektor egy optimalis megoldasa a tekintett

crer

m Példa
X1+4XZ+3.X3+2x4+6x5+X6S8
0<x;<1,(=1,..,6)
3x1 + Xy + 4x3 + 2x4 + x5 + 5x¢ = Zz > max

R R N N )

ag ~ ay  az a4z as

5>3>2>1>->1
3 4

Juny
(o0

A relaxacio optimalis megoldasa:

f6=1, le:l, f3 =1, f4=1,f2= 1/4
Megjegyzés: Ha a relaxacid optimalis megoldasa egesz, akkor ez a binaris vektor optimalis megoldasa a
hatizsak feladatnak is. Ha nem egész, akkor az egyetlen nem egész komponenst 0-ra valtoztatva egy jo
lehetséges megoldashoz jutunk. Pl.azxg =1, x; =1, x3 =1, x; = 1, x; = 0, a tobbi indexre.
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O
Megoldas B&B eljarassal

m Az () halmaz

Az () halmazt az 6sszes lehetséges binaris m-esek halmazaként definidljuk, azaz
Q= {(xl, wXm)ix €{0,1}, j =1, ...,m}.

Nyilvanvaldan L* € Q, masrészt |Q] = 2™, igy Q véges.

m Ay korlatozo fiiggvény

A v korlatozo6 fiiggvényt () specialis részhalmazaira definialjuk.

Legyenl € {1,..,m},J S {1,...,m},INJ] =0Q,és
Q;={xx€Q &x;=1 hai€l & x;=0, haj€J}.

A valtozdk egy részét konstans érteken rogzitjiik. A rogzitett értékli valtozdkat az eredeti feladatba

behelyettesitve ismét egy hatizsak feladatot kapunk, nevezziik ezt a feladatot az eredeti feladat

(I,])-részproblémadjanak, és jeldlje ezen részprobléma lehetséges megoldésainak halmazat Lj ;. Ekkor
L ;=L"nQ,.

felsé korlatja a z(x) (x € L* N Q, ;) célfiiggvényértékeknek, igy legyen v(Q; ]) a z; ; egész része.
Ha z; ; egész, akkor a részprobléma optimalis megoldasahoz jutunk, kiilonben képezhetiink egy

lehetséges megoldast.

Eldéfordulhat, hogy a rogzitett értékii valtozdkkal olyan hatizsak feladathoz jutunk, amelynek
jobboldala negativ. Ekkor a részproblémanak nincs lehetséges megoldasa, legyen y(Q,, ]) =-W,
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N Kombinatorikus optimaliz Széchenyi Istvan Egyetem

O
Megoldas B&B eljarassal

m A @ szetvalasztasi fliggvény

Legyen (; ; az el6z6ekben definialt tetszéleges halmaz, ahol I € {1,...,m},J € {1,...,m}, I n] = (.
Ekkor [Q; ;| > 1 akkor és csak akkor teljesiil, ha |I] + [J| < m.

Tegylik fel, hogy az utdbbi relacio teljesiil. Ekkor van olyan k € {1, ...,m}, hogy k ¢ [ U J.

Legyen; =1U{k}, J; =], I, =1,], =] U {k}. EKkor {Q; ; ,Q; ; }az Q;; egy valodi osztalyozasa.
Legyen

QD(QI,]) = {011.]1’ QIsz}'

A szétvalasztas sordn tehat egy ujabb valtozd (xj) értekét rogzitjiik 0 €s 1 értéken, €s ennek
megfelelden bontjuk fel két osztalyra az () ; halmazt.

A k index kivalasztasi stratégiaja: k legyen azon komponens indexe, amely az illetd részprobléma

crer

crers

m Az indul6 megoldas

Az indulé megoldas eldallitasara valasszuk azt a heurisztikat, amely a kiindulasi feladat relaxaci6jabol
képezhetd lehetséges megoldast szolgaltatja.
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O
Megoldas B&B eljarassal

m ElokészitO rész

m  Oldjuk meg a tekintett hatizsak feladat linearis programozasi relaxacidjat, majd a kapott
optimalis megoldasbol hatarozzuk meg a hatizsdk feladat egy X, lehetséges megoldasat.
Legyen a Z valtozo értéke z(X) és az X* vektorvaltozo értéke x,,.

m  Legyen y(Q) a relaxdcid optimumanak egész része.

m Legyenr=0¢s

o= {Q}, hay(Q) >z,
0 ®  kulonben.

m  Ezt kdvetden folytassuk az eljarast az iteracios résszel.

lra
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O
Megoldas B&B eljarassal

m [teracios rész (r-edik iteracio)

1.

lra

Ha F,. = @, akkor vége az eljarasnak, x* a feladat optimalis megoldasa, Z az optimum értéke.
Kiilonben folytassuk a 2. 1épéssel.

Ha F. # @ akkor valasszunk ki egy maximalis korlattal rendelkezo elemet F,. elemei koziil,
jelolje ezt Q; ;. Alkalmazzuk a ¢ szétvalasztasi fiiggvényt Q; ;-re. Legyen

(p(‘QIJ) = {911,]1"012,]2}'
Hatarozzuk meg az , ; , Q,, ;, halmazokra a y(Q;, ;, ), ¥ (€, ,) korlatokat.

Jelolje x4, X, a korlatok meghatarozasa soran el6allo lehetséges megoldasokat feltéve,
hogy vannak ilyenek. Legyen z, a z(x;) és z(x,) fiiggvényértékek maximuma, és x™) az x,
¢s X, vektorok koziil azt, amelyen a z fliggvény z,. értéket vesz fel.

Definialjuk ujra zZ -t és x*-ot a kovetkezok szerint.
Ha z, < Z, akkor Z és x* nem valtoznak, mig z,, > Z esetén z-nak adjuk a z, értéket és x*-ot
valtoztassuk x(™-re.
Ezek utan legyen
Fran ={Qp Q€ (BN 1) {00, 0.} & ¥(Qp ) > 23,
Legyen r = r + 1, majd folytassuk az eljarast a kdvetkezo iteracios 1épéssel.
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O
Megoldas B&B eljarassal

m Példa

4x; + 3%, + 7x3+ 7x4 + 12x5 < 20
xj €{0,1},(G=1,..,5)

3x1 + 2x, + 4x3 + 3x4 + 5x5 = z - max

m Elokészito rész

m A relaxdcid optimalis megoldasa (1, 1, 1, 6/7, 0). Az ebbdl képezhetd lehetséges megoldas
X0 =(1,1,1,0,0),igy Z = z(Xg) = 9, x* = Xg, ¥(Qgp) =11, 7 =0, Fy = {Qg0}.

15
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N Kombinatorikus optimalizé Széchenyi Istvan Egyetem

O
Megoldas B&B eljarassal

m [teracios rész (0-adik iteracio)

lra

1.
2.

Mivel Fy # @, ezért a 2. 1épés kovetkezik.

Fy-bol csak Qg g véalaszthato. Mivel a relaxacio optimalis megoldasaban az x, valtozo kapott
nem egész értéket, ezért a szétvalasztasnal x,-nek kell értéket adni, azaz

©Q00) = {Qay0 Q4 }
A ({4}, @)-részfeladat relaxacidjanak optimalis megoldasa az (1, 1, 6/7, 1, 0) vektor.
Az optimum egész része 11, ezért y(QH},Q,) = 11, a szdrmaztathat6 lehetséges megoldas
x; =(1,1,0,1,0), z(x;) =8.
Az (@, {4})-részfeladat relaxacidjanak optimalis megoldasa az (1, 1, 1, 0, 1/2) vektor.

Az optimum egész része 11, ezért y(Q¢’{4}) = 11, a szdrmaztathato6 lehetséges megoldas
x, =(1,1,1,0,0), z(x,) =09.
Mivel z, =9, z, < Z, ezért Z és X* nem valtoznak.

Fi ={Qu0 Qo hr =7 +1.
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N Kombinatorikus optimalizé Széchenyi Istvan Egyetem

O
Megoldas B&B eljarassal

m [teracios rész (1. iteracio)
1. Mivel F; # @, ezért a 2. 1épés kovetkezik.
2. Valasszuk F;-bol az Qg4 ¢ halmazt. Ezt az x5 valtozo értékadasaival kell szétvalasztani.

P (Qay0) = {9{3.4},(25' ay,(3) }

oy ey

Az optimum egész része 11, ezért Y(Q{3’4}’®) = 11, a szdrmaztathat6 lehetséges megoldas
x,; =(1,0,1,1,0), z(x;) = 10.
A ({4}, {3})-részfeladat relaxacidjanak optimalis megoldasa az (1, 1, 0, 1, 1/2) vektor.

Az optimum egész része 10, ezért Y(Q{4}’{3}) = 10, a szdrmaztathato6 lehetséges megoldas
X, = (1, 1, O, 1, O), Z(Xz) = 8.
Most z; = 10, z; > Z, ezért Z-t z,-re, azaz 10-re, és X*-0t X, -re valtoztatjuk.

F2 = {0{3’4}’(2), Q¢’{4} }, r=7r + 1

17

lra



N Kombinatorikus optimaliza Széchenyi Istvan Egyetem

O
Megoldas B&B eljarassal

m [teracios rész (2. iteracio)
1. Mivel F, + @, ezért a 2. 1épés kovetkezik.
2. Valasszuk F,-bdl az Qg 4y ¢ halmazt. Ezt az x, valtozo értékadasaival kell szétvalasztani.
P(Qz40) ={Q2340 Uz )

A ({2,3,4}, @)-részfeladat relaxaciojanak optimalis megoldasa a (3/4, 1, 1, 1, 0) vektor.
Az optimum egész része 11, ezért y(Q{2,3,4},¢) = 11, a szdrmaztathat6 lehetséges megoldas
x;=(0,111,0),z(xy) =9.
A ({3,4},{2})-részfeladat relaxacidjanak optimalis megoldasa az (1, 0, 1, 1, 1/6) vektor.
Az optimum egész része 10, ezért )/(Q{3’4}’{2}) = 10, a szdrmaztathato6 lehetséges megoldas
x, =(1,0,1,1,0), z(x,) = 10.

Mivel z, = 10, z, < Z, ezért Z és X* nem valtoznak.
F3 - {0{2’3’4}’(2), Q¢’{4} }, r=r+ 1

18
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O
Megoldas B&B eljarassal

m [teracios rész (3. iteracio)

1.
2.

lra

Mivel F; # @, ezért a 2. 1épés kovetkezik.
Valasszuk F3-bol az Qg (43 halmazt. Ezt az x5 valtozo értékadasaival kell szétvalasztani.

0 Qp,04) = {Qsy,ap Q253 }
Az ({5}, {4})-részfeladat relaxacidjanak optimalis megoldasa az (1, 1, 1/7, 0, 1) vektor.
Az optimum egész része 10, ezért Y(Q{S},{4}) = 10, a szdrmaztathato6 lehetséges megoldas
x; =(1,1,0,0,1), z(x;) = 10.
Az (@,{4,5})-részfeladat relaxaciojanak optimalis megoldasa az (1, 1, 1, 0, 0) vektor.
Az optimum értéke 9, ezért y(Q¢’{4’5}) = 9, a szdrmaztathato lehetséges megoldas
x, =(1,1,1,0,0), z(x,) =09.
Mivel z3 = 10, z3 < Z, ezért Z és X* nem valtoznak.
F, = {Q{2‘3’4}’¢}, r=r+1.
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O
Megoldas B&B eljarassal

m [teracios rész (4. iteracio)
1. Mivel F, # @, ezért a 2. 1épés kovetkezik.
2. Valasszuk F,-bol az ), 3 43 ¢ halmazt. Ezt az x; valtozo értékadasaival kell szétvalasztani.

<P(Q{2,3,4},®) = {9{1,2,3,4},¢r Q{2,3,4},{1}}-
Az ({1,2,3,4}, @)-részfeladat jobboldala negativ, ezért V(Q{1,2,3,4},®) =—-W.
A ({2,3,4},{1})-részfeladat relaxaciojanak optimalis megoldasa a (0, 1, 1, 1, 1/4) vektor.

Az optimum egész része 10, ezért V(Q{2,3,4},{1}) = 10, a szdrmaztathato lehetséges megoldas
x, =(0,1,1,1,0), z(x,) =09.

Mivel z, =9, z, < Z, ezért Z és X" nem valtoznak.
F5 = @, r=r+1.
m [teracios rész (5. iteracio)
1. Mivel F5 = @, ezért vége az eljarasnak.
Az optimalis megoldas: x* = (1, 0, 1, 1, 0), az optimum: 10.

lra
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N Kombinatorikus optimalizalas Széchenyi Istvan Egyetem
N
Feladatok

m Rajzoljuk fel az €l6z6 példa B&B fajat, a szogpontoknal tiintessiik fel a
megfeleld (); ; halmazokat, a y(€); ;) korlatokat, a szarmaztathato lehetséges

megoldasokat, €s az azokhoz tartozo célfiiggvényértékeket!
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