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N Kombinatorikus optimaliz Széchenyi Istvan Egyetem

O
Parositasok grafokban

m  Definiciok

Legyen adott egy iranyitatlan ¢ = (V, E) graf.

A G ¢leinek egy M € E halmazat G egy parositasanak nevezziik, ha G minden csucspontja legfeljebb
egy M-beli élnek végpontja.

A G éleinek egy M C E parositasat teljes parositasanak nevezziik, ha G minden csticspontja
végpontja valamelyik M-beli élnek.

A G = (V, E) grafot paros grafnak nevezziik, ha a csticspontok V halmazanak van olyan {4, B} val6di
osztalyozdsa (AUB =V, ANB =0, A+ 0, B+ @), hogy G minden élének a két végpontja
kiilonb6z6 osztalyban van.

Ha {4, B} megfeleld osztalyozas, akkor szokas a G paros grafot G = (A U B, E) formaban megadni.
Ha az A halmaz minden csucsabol vezet ¢l a B halmaz minden cstcsdba, akkor a G teljes paros graf.

3
4 2 4
5 1 6 . ./Ix 3
®
Nem paros graf Teljes paros graf
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N Kombinatorikus optimalizalas Széchenyi Istvan Egyetem
N
Feladatok

m  Adjunk parositasokat €s teljes parositast az €l6z6 dian szerepl6 grafokra!



N Kombinatorikus optimaliza Széchenyi Istvan Egyetem

O
Parositasi feladatok grafokban

m  Maximalis élszamui parositas
m  Meghatarozand6 a G = (V, E) graf egy maximalis ¢lszamu parositéasa.

G parositasai a lehetséges megoldasok ¢€s a z célfiiggvény minden parositashoz
hozzarendeli annak €¢lszamat. A feladat az alabbi alakban is felirhato:

(0) max{|M|: M a G parositasa}
m Megjegyzés
Mivel az M = @ parositas barmely G grafban, és G parositasainak szama véges, ezért a
feladatnak mindig 1étezik optimalis megoldasa.

Egy feladatnak altaldban t6bb maximalis élszamu pérositasa l1étezik.



N Kombinatorikus optimaliza Széchenyi Istvan Egyetem

O
Parositasi feladatok grafokban

m  Minimalis sulyt teljes parositas
m Legyen adott egy G = (A U B, E) paros graf, amelyre |A| = |B|. Legyen adott G minden
(a,b) € E ¢€lére egy wy, suly.
m  Meghatarozandd G egy minimalis sulyu teljes parositasa, azaz a
(1) min{}, , pyem Wap : M a G teljes parositasa}

m  Megjegyzés
Nem mindig 1étezik lehetséges megoldas (G egy teljes parositasa), de ha létezik, akkor
optimalis megoldas is létezik.
A megoldas soran el kell donteni, hogy létezik-e lehetséges megoldas €s ha igen, meg
kell hatarozni egy optimalis megoldast.
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N Kombinatorikus optimaliz Széchenyi Istvan Egyetem
O
Minimalis sulyu teljes parositas alkalmazasai

m  Munkak optimalis kiosztasa
m Feladat

Adott bizonyos szamu dolgozo €s ugyanennyi munka. Az egyes dolgozdk a munkékat
kiilonboz6 koltségekkel tudjak végrehajtani.

Osszuk szét a dolgozok kozott az 6sszes munkat gy, hogy minden dolgozo6 pontosan egy
munkat kapjon, és a munkavégzés 6sszkoltsége minimalis legyen!

m Megoldas

Jelolje dy, ..., d,, a dolgozokat €s my, ..., m,, a munkékat. Tekintsik a G = (V,E)
iranyitatlan grafot, ahol V = {dy, ..., d,, m, ..., my, } €s minden d;, m; parosra

(d;, m;) € E akkor ¢€s csak akkor, ha a d; dolgozo képes elvegezni az m; munkat.
Minden (d;, m;) € E élre legyen ¢;; annak a munkavégzésnek a koltsége, amikor a d;
dolgozo hajtja veégre az m; munkat, €s rendeljik ¢;;-t a (d;, m;) €lhez sulyként.
Ekkor G egy minimalis sulyu teljes parositasa optimalis megoldasa a feladatnak.
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N Kombinatorikus optimaliz Széchenyi Istvan Egyetem
O
Minimalis sulyu teljes parositas alkalmazasai

m Hazassagkotési probléma
= Feladat

Adott bizonyos szamu férfi €s ugyanennyi né. Minden férfi €s nd sorba rakja az
ellentétes nemiieket aszerint, hogy mennyire szeretné ket parnak. A leginkabb kivanatos
személy kap 1-es sorszamot, a kovetkezd 2-es, és igy tovabb.

Hazasitsuk ki a személyeket (azaz képezziink férfi-né kapcsolatokat) tigy, hogy a
hazasitas a nék szempontjabol a legkedvezObb legyen (azaz 6sszeadva a ndk sorszamait,
amelyeket a kapott férjeikre adtak, a lehetd legkisebb értéket kapjuk)!

m Megjegyzes

Optimalis megoldast kereshetiink a férfiak szempontjabol is, a kétféle megoldas altalaban
eltéro.

m Megoldas

A probléma egy olyan parositasi feladattal oldhaté6 meg, amelynek G grafjaban a férfiak
¢s a nok a csucspontok, minden nétdl vezet €l minden férfihoz, és az i-edik notol a j-edik
férfihoz vezeto €l stilya az i-edik no sorszama a j-edik férfira.

G egy minimalis sulyu teljes parositasa optimalis megoldasa a feladatnak.

lra



N Kombinatorikus optimaliz Széchenyi Istvan Egyetem

|
Minimalis sulyu teljes parositas
m Az (1) feladat egyszerisitése
Legyen W = max{|wg|: (a,b) € E}.
Jelolje (2) azt a parositasi feladatot, amelynek grafja megegyezik az (1) feladat grafjaval csak a sulyok
masok.
Minden (a, b) € E ¢lre az él sulya legyen W + w,;, a (2) feladatban.
Jelolje (1) célfiiggvényét wy és (2) célfiiggvényét w,.
Ekkor az alabbi allitasok nyilvanvaldan teljestilnek.

m Az (1) és (2) feladatoknak ugyanazok a parositasok a lehetséges megoldasai, azaz a lehetseges
megoldasok halmaza kozos.

m G minden M teljes parositasara w,(M) = w; (M) + nW teljesiil, ahol n = |A|, azaz a két
célfiiggvény a lehetséges megoldasok halmazan csak konstansban tér el egymastol.

A fenti két ténybdl kozvetleniil adodik az alabbi allitas.

1. Segédtétel: Az (1) és (2) feladatoknak egyidejlileg 1étezik optimalis megoldasa €és az optimalis

megoldasok megegyeznek, azaz ami optimalis megoldasa az egyik feladatnak az a masiknak is €s

forditva.

1. Kovetkezmény: Az optimalis megoldas 1étezeését €s meghatarozasat illetoen elegendod olyan tipusu
feladatok vizsgalatara szoritkozni, amelyekben az ¢élek sulyal nemnegativak.
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N Kombinatorikus optimaliz Széchenyi Istvan Egyetem

|
Minimalis sulya teljes parositas
m Az (1) feladat egyszerisitése
Tekintsiink egy (1) tipusu parositasi feladatot, amelyben G = (A U B, E) nem teljes paros graf és az
¢lek w,, sulyai nemnegativak.
Legyen W = 1+ X 4 p)er Wab-
Konstrualjuk meg a tekintett feladathoz a kovetkezo6 (3)-mal jelolt parositasi feladatot.
A (3) feladat grafja legyen G' = (A U B, E") teljes paros graf, és G' éleinek a sulyait definialjuk a
kovetkezdk szerint.
Minden (a, b) € E' élre legyen az (a, b) él stlya d, ahol

d,, = wgp, ha(a,b) €E
a W  kiilénben.

2. Segédtétel: Az (1) feladatnak akkor és csak akkor 1étezik optimalis megoldasa, ha a hozza konstrualt
(3) feladat optimuma Kkisebb, mint W, ¢s ebben az esetben (3) optimalis megoldasa egyben optimalis
megoldasa a tekintett (1) feladatnak is.

2. Kovetkezmény: Az optimalis megoldas letezését és meghatarozasat illetden elegendd olyan tipust
feladatok vizsgalatara szoritkozni, amelyeknek grafja teljes paros graf és az élek sulyai nemnegativak.
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N Kombinatorikus optimaliz Széchenyi Istvan Egyetem
|
Minimalis sulyu teljes parositas

Tekintsiink egy, a 2. kovetkezményben leirtakat teljesitd parositasi feladatot.

Legyen a feladat grafja G = (A U B, E), ahol |A| = |B| = n. Az altalanossag megszoritasa nélkiil
feltehetjiik, hogy A = {ay, ..., an}, B = {by, ..., by}, €s jeldlje ¢;; az (a;, bjy) €l sulyat. Most G egy M
teljes parositasat egy n X n-es binaris matrixszal irjuk le. Legyen

Xii = 1, ha (Cll', b])EM
Y 0 kiilonben.
A tekintett problémat az alabbi linearis programozasi feladattal irhatjuk le.

t 1 Xit = 1 (l = 1,...,71)

?zlxtj =1 (] = 1,...,71)

(4) , .
xij € {0,1}, (i=1,..,n;j=1,..,n)

n n — :
i=12j=1CijX;j = Z = min

Minden i-rea .- x;: = 1, x;+ € {0,1}, (t = 1, ..., n) feltétel biztositja, hogy az a; csticsbdl pontosan
egy ¢l vezet a B halmazba, és minden j-re a ).}~ 1xt] =1, x; €{0,1}, (t = 1, ..., n) feltétel pedig azt
eredményezi, hogy a b; csucsba pontosan egy A-beli pontbol vezet él. gy mlnden csucs pontosan egy
¢lnek a végpontja. A teljes parositas sulya Y7 ; 2% j=1CijXij-

Megjegyzés: A fenti (4) modellt hozzarendelési feladatnak (Assignment Problem) nevezik.
1N 1



N Kombinatorikus optimaliz Széchenyi Istvan Egyetem

O
A hozzarendelési feladat

A lehetséges megoldasok halmaza olyan bindris (0 és 1 elemekbdl alld) n X n-es matrixok,
amelyeknek minden sora €s oszlopa pontosan egy darab 1-est tartalmaz. Az ilyen tulajdonsagu
matrixok szama n!.

Adott n esetén a kiilonb6zo célfiiggvényii hozzarendelési feladatokhoz ugyanazon lehetséges
megoldashalmaz tartozik (a fenti tulajdonsaggal rendelkezé matrixok halmaza).

A feladatot igy egyertelmiien meghatarozza a C = (¢;;) matrix, amit salymatrixnak, vagy
koltségmatrixnak neveziink.

Jelolés: Egy tetszOleges D™™ matrixra a D sulymatrixa hozzarendelési feladatot A(D)-vel jeldljiik.

m Példa

3 4 2
A<6 5 1)
7 4 3
A lehetséges megoldasok halmaza:
1 0 O 1 0 O 0O 1 0 0O 1 0 0O 0 1 0 0 1
0O 1 0 0O 0 1 1 0 O 0O 0 1 1 0 O 0O 1 0
0 0 1 0O 1 O 0 0 1 1 0 O 0O 1 0 1 0 O
A matrixokhoz tartozo célfiiggvényértékek rendre: 11, 8, 13, 12, 12, 14, a feladat optimalis megoldasa:

1 0 O
X = (0 0 1), az optimum értéke z(X) = 8.
0O 1 O

N 12



N Kombinatorikus optimalizalas Széchenyi Istvan Egyetem
N
Feladatok

m  Oldjuk meg az alabbi hozzarendelési feladatot!

3 4 2
A <1 5 4)
0 4 3

13
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N Kombinatorikus optimaliz Széchenyi Istvan Egyetem

O
Magyar modszer

Legyenek C™*™ és D™ ™ tetszbleges valos matrixok. Azt mondjuk, hogy C ekvivalens D-vel, ha
vannak olyan a4, ..., a, és B, ..., B valos szamok, hogy barmely 1 < i < n, 1 < j < m indexparra
Cij = dU + a; + ﬁ] teljesﬁl.

Jelolés: A fenti relaciora a C~D jelolést fogjuk hasznalni.

3. Segédtétel: Ha C, D n X n-es valos matrixok ¢s C~D, akkor az A(C) és A(D) hozzarendelési
feladatok optimalis megoldasai megegyeznek.

Adott matrix 0 elemeinek egy rendszerét fiiggetlen 0-rendszernek nevezziik, ha a matrix minden sora
¢s minden oszlopa legfeljebb egy elemét tartalmazza a rendszernek.

Jelolés: Egy fiiggetlen 0-rendszer elemeit 0*-gal fogjuk jelolni.

0* 1 2 3 01 2 3 o* 1 2 3 o* 1 2 3
4 2 0 0)[4 2 0° O 4 2 0° 0 4 2 0 0
3 4 0 O 3 4 0 0O 3 4 0 O 3 4 0° O
0O 0 1 2 0 0 1 2 0O 0 1 2 o 0 1 2

Példak:

Egy matrix valamely sorat (oszlopat) kotott sornak (oszlopnak) nevezziik, ha mellette (felette) egy +
jel all.

Egy matrix egy elemét szabad elemnek nevezziik, ha nincs semmif¢le jellel ellatva, és sem a sora, sem
az oszlopa nincsen lekotve.

Specialisan, ha az illeté elem 0, akkor szabad 0-r6l beszéliink.

Jelolés: Ha egy C matrix minden eleme nemnegativ, akkor a C = 0 jelolést fogjuk hasznalni.

N 14



N Kombinatorikus optimaliza Széchenyi Istvan Egyetem

O
Magyar modszer

m A hozzarendelési feladat megoldasa magyar modszerrel

Az eljarassal eléallitunk egy olyan C(@, ¢ ... €% (k < n) matrixsorozatot amelyre teljesiilnek a
kovetkezok:

(1) c~Cc©®

2) CO~CED (£ =0,..,k—1),

(3) C®O >0 (t=0,..,k),

(4) €®-ban ki van jelolve egy n elemi fiiggetlen 0-rendszer.

Tegyiik fel, hogy rendelkeziink egy, a fenticket kielégité C(®, CV ... € matrixsorozattal.
Definialjuk X matrixot a kdvetkezéképpen:

(k) _
% = 1, hacij =0

0 kilonben.

Allitas: X optimalis megoldasa A(C)-nek.
Megjegyzés: A modszert H. W. Kuhn publikalta (1955) Konig Dénes grafelméleti konyve (1936) és
Egervary Jend egy cikke (1931) alapjan.
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N Kombinatorikus optimaliza Széchenyi Istvan Egyetem

O
Magyar modszer

m Elokeszitd rész
m A C matrix i-edik sorabol r_endre vonjuk ki az i-edik sor elemeinek a minimumat (i = 1, ...,n),
az eldallé matrixot jeldlje C.
= A C matrix j-edik oszlopanak elemeibdl rendre vonjuk az illetd oszlop elemeinek a minimumat
(j = 1,..,n), és az igy kapott matrixot jellje C(©).

= Jeloljiink ki C(®-ban egy fiiggetlen 0-rendszert oszlopfolytonosan, azaz oszloponként haladva,
a tekintett oszlopbol valaszthaté 0-k koziil mindig a legkisebb sorindexii 0-t vegyiik fel a
fiiggetlen 0-rendszerbe.

m Legyenr = 0 ¢és folytassuk az eljarast az iteracios résszel.

lra
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N Kombinatorikus optimaliz Széchenyi Istvan Egyetem

O
Magyar modszer

m [teracios rész (r-edik iteracio)

1. Haa C™-ben kijelslt fiiggetlen O-rendszer elemeinek szama n, akkor vége az eljarasnak.
Ellenkez6 esetben kossiik le a C(-ben, 0*-okat tartalmazo oszlopokat, és folytassuk a 2.
1épéssel.

2. Keressiink sorfolytonosan szabad 0-t. Ha nincs, szabad 0, akkor az 5. 1épés kovetkezik. Ha

talalunk szabad 0-t, akkor vizsgéljuk meg az illeté O sorat. Ha ez a sor nem tartalmaz 0*-t,
akkor a 4. 1épés kovetkezik, kiilonben a 3. 1&pés.

3. Atekintett szabad 0-t lassuk el ”,”-vel, kossiik le a sorat, és sziintessiik meg a soraban 1évo 0*
oszlopanak lekotését, majd folytassuk a 2. 1épéssel.

4. A tekintett szabad 0-t lassuk el ”,”-vel, és ebbdl a 0'-b61 kiindulva képezziink lancot a
kovetkezOk szerint: minden lancbeli 0'-re az oszlopaban 1év6 0*-gal folytatodik a lanc, és
minden lancbeli 0*-ra a soraban 1év6 0’-vel folytatodik a lanc, feltéve, hogy vannak ilyen
elemek. Ellenkezo esetben a lanckeépzes véget ér.

Ezek utan legyen C*D a jeldlések nélkiili C™) matrix, és lassuk el ”*”-gal a ci(jrﬂ) elemet,
ha ci(jr) = 0" ¢és Ci(jr) nem szerepel a lancban, vagy Cl-(jr) =0'¢és ci(jr) eleme a lancnak.

Ezek utan legyen r = r 4+ 1, majd folytassuk az eljarast a kovetkezo iteracios 1épéssel.

5. Keépezziik a szabad elemek minimumat, majd ezt a minimumot vonjuk ki az 6sszes szabad
elembdl és adjuk hozza a kétszer kotott (soruk €s oszlopuk is le van kotve) elemekhez.

Az atalakitott matrixot tekintve az aktualis C(™) matrixnak, folytassuk a 2. 1épéssel.

17
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= Kombinatorikus optimalizal

m Tekintsiik az A(C) hozzarendelési feladatot, ahol

3

0
Magyar modszer
m Példa

4 5

3 2

c=|3 3

2 4

2 1

m Elokészito rész

W WD

BN R 0N

w

WA WA

Széchenyi Istvan Egyetem

= A sorminimumok: 2, _2, 3, 2, 1. Ezeket rendre kivonva a megfeleld sorok elemeibdl a g
matrixhoz jutunk. A C matrix oszlopminimumai: 0, 0, 1, 0, 0. Ezeket rendre kivonva C

megfeleld oszlopainak elemeibdl a C(®) matrixot kapjuk.

(@]

[l
_- O O R, DN
SN O O W

lra

N R RN

W o Rk Oo

NN ODN -

C(O) e

2
1
0
0
1

oSN O O W

_- o O -k O

W o kR ko

NDNODN -
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N Kombinatorikus optimalizala Széchenyi Istvan Egyetem
|
Magyar modszer

m  ElOkészito rész
m Egy fliggetlen O-rendszer kijelolése oszlopfolytonosan.

2 30 0 1 2 3 0° 0 1
10 1 1 2 1 0" 1 1 2
CO=l0 0 0 1 0 CO=[o0* 0 0 1 0
0 2 0 0 2 0 2 0 0 2
1 0 1 3 2 1 0 1 3 2

m Legyenr = 0 ¢és folytassuk az eljarast az iteracios résszel.

19
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N Kombinatorikus optimaliza Széchenyi Istvan Egyetem
|
Magyar modszer

m [teracios rész (0-adik iteracid)
m  Mivel a fiiggetlen 0-rendszer elemeinek szama 4, ezért minden oszlopot kosstink le, amely
0*-ot tartalmaz.

+ + + +
2 3 0 0 1
c® = 1 0 1 1 2
0 0 0 1 0
0O 2 0 0° 2
1 0 1 3 2
m Sorfolytonosan szabad O-t keresve, cég) az elsO szabad 0. A harmadik sor tartalmaz 0*-ot, igy

a harmadik 1¢épés szerint c?(,g) -t ellatjuk ,”-vel, a harmadik sort lekotjiik, majd a sorban 1évo

0* oszlopat (els6 oszlop) feloldjuk.

+ + +
2 3 0 0 1
c® = 1 0 1 1 2
o* 0 0 1 0 +
o 2 0 o0 2
1 0 1 3 2

m  Ezt kovetden a 2. Iépéssel, sorfolytonos 0 kereséssel folytatjuk az eljarast.

20
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N Kombinatorikus optimaliza Széchenyi Istvan Egyetem

Magyar modszer

m [teracios rész (0-adik iteracid)

lra

Sorfolytonosan szabad O-t keresve, ci? az elsd szabad 0. A negyedik sor tartalmaz 0*-ot,

ezért a 3. Iépés alapjan Cﬁ) -t ellatjuk ”,”-vel, a negyedik sort lekdtjiik, és a negyedik oszlopot

feloldjuk.

+ o+
2 3 0 0 1

c® — 1 0 1 1 2
o 0 0 1 0 +
o' 2 0 0" 2 +
1 0 1 3 2

Ismét ratérve a 2. 1épésre, C1(2) az elsO szabad 0. Az elsé sor tartalmaz 0*-ot, ezért cﬁ) -t

ellatjuk ”,”-vel, az elso sort lekotjik, és a harmadik oszlopot feloldjuk.

_I_
2 3 0 0 1 +
c0 — 1 0 1 1 2
o 0 0 1 0o +
o' 2 0 0" 2 +
1 0 1 3 2

Ezt kdvetden a 2. 1€péssel, sorfolytonos 0 kereséssel folytatjuk az eljarast.

21



N Kombinatorikus optimaliza Széchenyi Istvan Egyetem
|
Magyar modszer

m [teracios rész (0-adik iteracid)
m A 2. 1¢épéssel folytatva az eljarast, azt kapjuk, hogy nincs szabad 0. Ekkor az 5. 1épés
kovetkezik. Képezziik a szabad elemek minimumat, ez most 1 lesz.

_I_

2 3 0 0 1 +

c© — 1 0 1 1 2
o 0 0 1 0 +
o0 2 0 0" 2 +
1 0 1 3 2

m A szabad elemek minimumat vonjuk ki az sszes szabad elembdl és adjuk hozz4 a kétszer
kotott (soruk €s oszlopuk is le van kotve) elemekhez.

_l_
2 4 0 0 1 +
c© — O 0 0o 0 1
o 1 0 1 0 +
o 3 0 0 2 +
O 0 0 2 1

= Az atalakitott matrixot tekintve az aktualis C(®) matrixnak, a 2. 1épéssel folytatjuk az eljarast.

22
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N Kombinatorikus optimalizal: Széchenyi Istvan Egyetem
|
Magyar modszer

m [teracios rész (0-adik iteracid)

(0) (0)

= Sorfolytonosan szabad 0-t keresve, c,,” az elsé szabad 0. Mivel c,,” sora tartalmaz 0*-ot,
ezért a 3. 1épés alapjan cég) -t ellatjuk »,”-vel, a sorat lekotjiik, és a masodik oszlopot feloldjuk.
2 4 0 0 1 +
co—[0 0 0 0 1 +
o 1 0 1 0| +
o' 3 0 0° 2 +
o 0 0 2 1

= Ujra szabad 0-t keresve, cég) lesz az elsd szabad 0. Mivel cécl’) sora nem tartalmaz 0*-ot, ezért

a 4. 1épéssel folytatodik az eljaras.

23
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N Kombinatorikus optimaliza Széchenyi Istvan Egyetem

Magyar modszer

m [teracios rész (0-adik iteracid)

lra

A 4. 1épés szerint c( )-t ellatjuk ”,”-vel, és ez lesz a lanc kezddeleme. A lanc kovetkezo eleme

az els6 oszlopban 1év6 0%, azaz cé 1) Ezt az elemet a lancban a harmadik sorban elhelyezked6

0', azaz c35) koveti. Mivel az 6todik oszlop nem tartalmaz 0*-t, ezért c( )

2 4 0 0 1\ +
0 0* 0 0 1| +

cCO=]o0- 1 0 1 0] +
0 3 0 0% 2 +
00 0 0 2 1

-val a lanc véget ér.

Torolve a jeloléseket, és ”*”-gal ellatva a lancon kiviili 0*-oknak megfeleld elemeket (C(O)

13
cgz), C, 4)) valamint ”*”-gal ellatva a lancbeli 0'-knek megfeleld elemeket (C35 : C51)) az

alabbi CM matrixot kapjuk.
2 4 0 0 1
o 0 0 0 1
cW={o0o 1 0 1 o
0O 3 0 0° 2
o 0 0 2 1

Ezek utan legyen r = r + 1, majd folytassuk az eljarast a kovetkezo iteracios 1épéssel.
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N Kombinatorikus optimalizé Széchenyi Istvan Egyetem
|
Magyar modszer

m [teracios rész (1. iteracio)
= Mivel C™D-ben egy 5-elemii fiiggetlen O-rendszer van kijeldlve, ezért az eljaras véget ér.

2 4 0 0 1
0 0 0 0 1
c®=lo 1 0 1 o0
0 3 0 0 2
0 0 0 2 1

= Az alabbi X métrix egy optimalis megoldas, az optimum értéke z(X) = 12.

O 01 0 O 4 5 3 2 3
O 1 0 0 O 3 2 4 3 4
X=|10 0 0 0 1| hiszenC=|3 3 4 4 3
O 0 0 1 O 2 4 3 2 4
1 0 0 0 O 2 1 3 4 3

m Megjegyzés
m A sziikséges iteraciok k szama C-t6l fiiggben a 0,1, ..., n — 1 értékek barmelyike lehet. (PL.
lehet olyan 5 x 5-6s C matrix, amelyre C(9, ¢, €@, ¢® €™ az el64ll6 matrixsorozat.)

m A lancképzés soran el6fordulhat, hogy a lanc egyetlen 0’ elembdl, a kezd6 elembdl all. Ekkor
elfajuld lancrol beszéliink, a benne szereplé 0'-vel kozvetleniil bovithet6 az el6zdleg
eldallitott fliggetlen O rendszer.

N 25



N Kombinatorikus optimalizé Széchenyi Istvan Egyetem

O
Magyar modszer

m Egyrovidebb megadasi mod
m Az algoritmus el6zéekben ismertetett végrehajtasaban az egyes Iépéseket szandékosan
tulrészleteztiik.

= A CO matrix ismételt leirasa nélkiil kijelolheté C(®-ban a fiiggetlen 0-rendszer, lekéthetdk az
oszlopok, és végrehajthatok a sorkotések valamint az oszlopfeloldasok. Ez utobbit a +” jel
bekarikazasaval jeloljiik.

®m A matrix ismételt leirdsa csak a 4. €s 5. 1épés végrehajtasa utan sziikséges. Eszerint
végrehajtva az eljarast, az alabbi matrixokhoz jutunk:

& + & &

4 5 3 2 3 2 3 1 0 1 2 3 0 0 1 +
3 2 4 3 4 1 0 2 1 2 1 0 1 1 2

3 3 4 4 3 O 01 1 O o 0 0 1 0 +
2 4 3 2 4 0O 2 1 0 2 o 2 0 0 2 +
2 1 3 4 3 1 0 2 3 2 1 0 1 3 2

S

2 4 0 0 1 + 2 4 0 0 1

o' 0o 0 0 1 + O 00 0 0 1

o 1. 0 1 0o + O 1 0 1 o

o 3 0 0 2 + O 3 0 0 2

o 0o 0 2 1 o 0 o0 2 1
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N Kombinatorikus optimalizal: Széchenyi Istvan Egyetem
|
Magyar modszer

m Nc¢hany futasi adat (egy atlagos PC-n)

n matrix elemek futasi 1d6 n matrix elemek  futasi id6 (pp.mm)
100  1-1000 1mp 1000 1-20 00.30
500 1-10 2 mp 1000  1-50 01.20
500  1-1000 8 mp 1000  1-100 02.20
1000 1-10 30 mp 1000  1-200 03.10
1000  1-100 2 perc 1000  1-300 03.20
1000  1-1000 2 perc 1000  1-500 02.20
1000  1-10000 2 perc 1000  1-1000 01.40
2000 1-10 4 perc 1000  1-10000 01.40
2000 1-100 17 perc
2000 1-1000 30 perc
3000 1-10 6 perc
3000 1-100 62 perc
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N Kombinatorikus optimalizalas Széchenyi Istvan Egyetem
N
Feladatok N

m  Oldjuk meg magyar modszerrel az alabbi hozzarendelési feladatot! Hasznaljuk
a rovidebb megadasi modot!

Wk N W
NN W
SO N D
W s WIN

28

lra



N Kombinatorikus optimaliz: Széchenyi Istvan Egyetem

|
Minimalis sulyu teljes parositas
m Az (1) feladat megoldasa nem teljes paros grafokban (1. példa)
Hatarozzuk meg az alabbi graf egy minimalis stlyu teljes parositasat.

1

d mn
3
3
d3 773
1
1
dz [ o 772

A 2. segédtételnek megfelelden legyen W az élek stulyainak 6sszege plusz 1, azaz W=10.
Egészitstik ki a grafot 0y élekkel 0igy, hogy teljes paros grafot kapjunk. Az 0y ¢élek stulya legyen W'.
Az 1 parositasi feladatot a (4) alakban felirva, és magyar modszerrel megoldva az alabbi
matrixsorozatot kapjuk:

1 10 3 0 9 2 0* 9 2
10 1 10)19 O 9) ( 9 0° 9 )
3 10 1 2 90 2 9 0°

Egy minimalis sulyu teljes parositas az M = {(d,, m,), (d,, m,), (d3, m3)} élhalmaz, amelynek stlya 3.
Masrészt 3 < 10 = W, igy a 2. segédtétel alapjan M optimalis megoldasa (minimalis sulyt teljes
parositasa) az 1. példaban megadott feladatnak.

N 29



N Kombinatorikus optimaliz Széchenyi Istvan Egyetem

O
Minimalis sulya teljes parositas

m Az (1) feladat megoldasa nem teljes paros grafokban (2. példa)

Hatarozzuk meg az alabbi graf egy minimalis stlyu teljes parositasat.

d )
dz 72
a3 w3

A 2. segédtételnek megfelelden legyen W az élek sulyainak 6sszege plusz 1, azaz W=6.
Egészitstik ki a grafot 0y élekkel 0igy, hogy teljes paros grafot kapjunk. Az 0y ¢élek stulya legyen W'.
Az 1 parositasi feladatot a (4) alakban felirva, és magyar modszerrel megoldva az alabbi
matrixsorozatot kapjuk:

D  + D
1 1 1 0 0 0%\ + 0 5 0%\ + 0 5 0°
(6 1 6) ( 5 0° 5 ) (O’ 0* 0) + ( 0O 0° O )
6 1 6 5 0 5 0 0 O 0* 0 O

Azt kapjuk, hogy az M = {(d,, m3), (d,, m;), (d3, m;)} élhalmaz egy minimalis sulyu teljes parositas
az 1) feladatban. Masrészt M stlya 8, ami nagyobb, mint W, igy a 2. segédtételbdl kovetkezik, hogy
nincs optimalis megoldasa, és igy lehetséges megoldasa sem a 2. példdban megadott feladatnak.
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