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O
Specialis hozzarendelesi feladat

Legyen adott két azonos elemszamu sorozat ay, ..., a,, €s by, ..., b,. Minden egyes a;-hez rendeljiik hozza
kolesondsen egyértelmii modon a masik sorozat egy elemét, amit jeloljon b, ;.

Ekkor a hozzarendelést megadd ¢ leképezés az {1, ..., n} halmaz egy permutacidja.
Kérdés: Milyen hozzarendelés (permutacio) mellett lesz minimalis az alabbi 6sszeg?
(1) Yiz1a; by
Segédtétel: Az (1) Osszeg akkor minimalis, ha az ay, ..., @, €8 by (1), -, by(n) sorozatok ellenkezbden
rendezettek.
Kovetkezmény: Specialis hozzarendelési feladatokra egy hatékony megoldo eljaras adhato.
A hozzarendelési feladat interpretalhat6 olyan feladatként, amelyben a lehetséges megolddsok pontosan
az {1, ...,n} halmaz permutacioi, melyek halmazat P-vel jeloljiik.

p €P

(2)

Yi=1 Cipa) = Z(¢) = min

Ha a ¢;; egyiitthatok felirhatok c;; = a;b; alakban valamilyen alkalmas a;, ..., a, és by, ..., by
konstansokkal, akkor a (2) feladat az alabbi feladatra redukalodik:

p €P

)

Yiz1aibyy = z(@) - min
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N

Specialis hozzarendelési feladat

m Megoldo eljaras

Rendezziik az a4, ..., a,, sorozat elemeit tagabb értelemben novekedo, a by, ..., b, sorozat elemeit tdgabb
értelemben csokkend sorrendbe, majd a rendezések szerinti i-edik tagok indexeit feleltessiik meg
egymasnak minden i € {1, ...,n} indexre. Az igy képzett ¢ permutacio optimalis megoldasa a (3)
feladatnak.

m Példa
Legyena = (1,3,2,1,4), b = (3,1,2,3,2) és ¢;; = a;b; minden i,j € {1, ..., 5} indexparra.
Ekkor a feladat koltségmatrixa a kovetkezo (feltiintetve a és b elemeit is):

a\b 3 1 2 3 2 A permutacio:

1 3 1 2 3 2 a1Sa4Sa3Sa2Sa5 1_)1’3

3 9 3 6 9 6

2 6 2 4 6 4 N ) I 1 4—4,3

1 |3 12 3 2 b, > b, > bs > bs > b, 33,4

4 12 4 8 12 8 2—5,6
552, 4

Az optimum érteke 20.

N 4



N Kombinatorikus optimaliz Széchenyi Istvan Egyetem
N

Kvadratikus hozzarendelési feladat

m A probléma szemléletesen

Két teljes grafra €piild haldzatot helyezziink el egymason ugy, hogy az egymasra helyezett élekhez
tartozo sulyok szorzatainak 0sszege minimalis legyen.

m  Gyakorlati alkalmazdsok

m Korhazi részlegek elhelyezése

Adott 5 épiiletrész, amelyben el kell helyezni a kdvetkezo korhazi részlegeket:
Betegfelvétel/adminisztracid, Sebészet, Belgydgyaszat, Labor, Rontgen.

Ismeretes az egyes épliletek egymastdl valo tdvolsaga, tovabba az egyes részlegek kozotti
betegforgalom nagysaga.

Helyezziik el gy a részlegeket, hogy a betegek 6sszes mozgéasa minimalis legyen.

m Klaviatura tervezés

Adott egy iires klaviatura €s ismertek a billentyiik kozotti tavolsagok. Adott a klaviatrara
felviendd jelkészlet, €s ismert minden jelparra a szovegekben egymas utan torténd
eléfordulasuk gyakorisaga.

Vigylik fel a billentylizetre a jeleket Gigy, hogy a gyakorisagszor a billentylitdvolsagok
minden jelparra képezett 0sszege minimalis legyen (azaz a legkevesebb kézmozgassal
lehessen begepelni a kiilonb6zo szovegeket).

Megjegyzés: Mindkét esetben adott egy alaphéaldzat, amelyben az €lhosszak tavolsagok és a halozat
grafja iranyitatlan teljes graf, tovabba adott egy masik halozat is, amelyben az ¢lhosszak a csucsok
kozotti forgalmat adjak meg és ezen halozat grafja azonos csucsszamu, iranyitott teljes graf.
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N

Kvadratikus hozzarendelési feladat

Legyen adotta G; = ({1, ...,n}, {1, ...,n} x {1, ..., n}) halozat az (a;j) élhosszakkal, tovabba a G, =
{1, ...,n}h {1, ...,n} x {1, ...,n}) halozat a (b;;) élhosszakkal.

Feladat: Hatarozzuk meg az alabbi minimumot:

p €P

(4)
i=1 %j=1%ijbyyp() = 2(9) — min
A kvadratikus jelzd abbol adddik, hogy amennyiben permutacidk helyett valtozokkal irjuk le a
hozzarendelést, akkor egy kvadratikus célfiiggvényt kapunk.
Konkrétan a fenti célfliggvény a;;byi)e(j) tagidt a Xf=q Xr=1 a;jXiXjr bt 0sszeggel lehet megadni.

Megjegyzés: A feladat NP-nehéz.
Megoldas: B&B eljarasok, heurisztikak.

m B&B eljaras
m Az Q halmaz az n X n-es binaris matrixok halmaza.

m A szétvalasztasi fliggveny a matrix egy adott elemének 0 és 1 valasztasaval valasztja szét az
aktualis szogponthoz tartozé lehetseges megoldasok halmazat.

m A korlatozo fliggvény hasznalja az el6zOekben ismertetett specialis hozzarendelési feladatok
megoldasat, az eljarasban pedig a magyar modszert.

m Faépitési stratégia: a minimalis korlattal rendelkezd szogpont valasztasa.



N Kombinatorikus optimaliza Széchenyi Istvan Egyetem
N

Kvadratikus hozzarendelési feladat
m Példa

P1 ) @3 (7 Ps Pe
1—-1 1-2 1-2 1-1 1-3 1—-3

2—>2 2—-1 253 253 252 2-1
3-3 3-3 3—-1 352 3—-1 32

Z(QDl) = 2(a12b12 + a13b13 + a23b23) = 2(5 -24+2-34+4- 4) = 64
Z(QDz) = 2(a12b21 + a13b23 + a23b13) = 2(5 24+2-4+4- 3) = 60
Z(Q03) = 2((1121923 + a13b21 + a23b31) = 2(5 4 +2-24+4- 3) =72
Z(Q04) = 2(a12b13 + a13b12 + a23b32) = 2(5 -34+2-2+4- 4) =70
Z(g05) = 2((1121932 + a13b31 + a23b21) = 2(5 4+2-3+4- 2) = 68
Z(QD6) = 2(a12b31 + a13b32 + a23b12) = 2(5 -3+2-4+4- 2) = 62

A feladat optimalis megoldésa a ¢, permutacid, az optimum értéke 60.
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N
Feladatok N

m  Mi lesz az optimalis megoldasa az alabbi halozatokra vonatkozoan a
kvadratikus hozzarendelési feladatnak és mennyi lesz az optimum érteke?
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Utazo iligynok probléma

m Az utaz6 liigynok probléma

Adott n szamu varos és az azokat 6sszekoto utak, amelyeknek ismert a hossza. Adott tovabba egy
igynok, akinek adott varosbodl kiindulva, minden varost végig kell latogatnia ugy, hogy minden varost
pontosan egyszer €rint, €s az ut befejeztével visszatér a kiindulasi varosba.

Feladat: Hatarozzuk meg az ligynok legrovidebb ttjat.
Megjegyzés: A feladat NP-teljes probléma.

m Jelolések

A varosokat jeloljik az 1, 2, ..., n szamokkal.

Egy tetszbleges Q C {1, ..., n} halmazra jeldlje Q az {1, ...,n}\Q halmazt.

c;j :azivarosbodl aj varosba vezetd Ut hossza (ha nincs ilyen 1t, akkor legyen ¢;; = W, ahol
W egy megfeleléen nagy szdm).

o = 1, haaziigynok az i varosbol a j varosba megy,
Y 0 kiildnben.

Megjegyzés: A C™*™ matrix nem feltétleniil szimmetrikus.

N
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N
Utazo iligynok probléma
m  Optimumszamitasi modell

Fixie=1 (i=1,..,n)
t=1x;=1 (G=1,..,n)
QiegjegXij 21 @#Qc{l,..,n}

x;j € {0,1}, (i=1,..,n;j=1,...,n)

Z?:l Z?=1 CijXij = Z = min

m  Gyakorlati alkalmazasok

Miiszaki tervezés: Adott egy automata gépsor €s abban egy szegecseld gép. A szegecseld gép karjanak a
szalagon jovO termek meghatarozott pontjaiba szegecseket kell elhelyeznie. Hatdrozzuk meg a szegecsek
elhelyezésének azt a sorrendjét, amely esetén legkisebb a szegecseld gép karjanak teljes mozgasa.
Sorrendi litemezés: Adott egy lizem, amely n fele kiilonb6zo terméket gyart. Az egyes termékféleségek
gyartasa idoben elkiiloniil egymadstol, €s a termekvaltasnal a gépeket at kell allitani. Ismeretes tetszdleges
termékparra a gépek atallitdsanak koltsége. Hatarozzuk meg a termekek termelésének egy olyan
sorrendjét, amely mellett a gépek atallitasanak teljes koltsége minimalis.
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O
Utazo iligynok probléma

Az 4ltalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy az ligynok az 1-gyel jelzett varosbodl indul.
A feladat lehetséges megoldasainak szama (n — 1)!, igy mindig létezik optimalis megoldas.

Megjegyzés: Ha optimumértékként W adodik, akkor a varosok k6zotti uthalozat nem teszi lehetoveé a
korbejarast, azaz a gyakorlati problémanak nincs lehetséges megoldasa.

Jelolés: A C™*™ koltségmatrix egyértelmilien meghatarozza a feladatot, ezért a C koltségmatrixa
feladatra a TSP (C) jeloléssel fogunk hivatkozni (Traveling Salesman Problem).

Egy X matrixot kérautnak nevezziik, ha minden X; j = l-re véve az (i,j) €lt, az igy képezett ¢lek az n
csucsu teljes grafban iranyitott kort alkotnak.

Segédtétel: Ha C, D n X n-es valds matrixok és C~D, akkor a TSP(C) és TSP (D) feladatok optimalis
megoldasai megegyeznek.

Megjegyzés: A C~D a hozzarendelési feladatnal bevezetett, matrixokra vonatkoz6 ekvivalenciat jeloli.

Kovetkezmény: Az optimalis megoldas meghatarozasat illetden elegend6 olyan TSP (C) feladatok
vizsgalatara szoritkozni, amelyekre C > 0 teljestil.

11
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|
Utazo ugynok problema

Ha a TSP (C) feladat harmadik feltételcsoportjatdl eltekintiink, akkor az A(C) hozzarendelési feladatot

kapjuk, igy a TSP (C) feladat egy X lehetséges megoldasa egyben lehetséges megoldasa az A(C)
hozzarendelési feladatnak is.

Jelolje a TSP (C) lehetséges megoldasainak halmazat L, és A(C) lehetséges megoldasainak halmazat S.
Ekkor L € S, és igy

min{z(X): X € S} < min{z(X): X € L}.
A fentiekbdl adodik, hogy:
(i) ha X optimalis megoldésa A(C)-nek és X korut, akkor X egyben optimalis megoldasa TSP (C)-neK is,
(ii) ha X optimalis megoldasa A(C)-nek, akkor z(X) alsé korlatja a TSP(C) feladat optimumértékének.

lra
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Pelda

Széchenyi Istvan Egyetem

Tekintsiik az alabbi koltségmatrixta 6 varosu TSP (C) feladatot, ahol az i — i tipusu utak kizarasara a
c;; egyltthatokat rendre W-nek valasztottuk.

(W-ként példaul hasznalhatjuk az 1 + n-max{c;;:1 < i <n,1 <j <n, i # j} értéket is.)

W 6
5 W
8 12
20 18
10 22
16 10

11
16
w
27
11
17

6
13
22
w
25
30

16
21
18
22
w
10

19
9
11
15
18
w

Megoldva a megfeleld A(C) hozzarendelési feladatot magyar modszerrel, a kapott utolsé matrix, az
abbdl eldallt X optimalis megoldas matrix, ¢s a megfeleld ¢lek alkotta korat a kovetkezo:

w 0
0 w
0 0F
6 0
0 8
10 O

Az optimum értéke:

N

8
10
w
12
0*
10

0*
4
10
w
11
20

10 16 0 0 0 1
12 3 1 0 0 O
6 2 01 0 O
4 0 0 0 0 O
w 7 0 01 O
0 w 0 0 0 O

0

_ o O oo

0 1/4\6
( )

: 2\3/5

O R OO

zZ(X) =cyq4+Cpy +C33+Ch+Cs3+Ces =6+5+12+ 15+ 11+ 10 = 59.
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Példa
Tekintsiik az alabbi koltségmatrixa 8 varosu TSP (C) feladatot.
10 8 7 6 5
/ 6 W 8 8 4 6 7 \
12 W 11 8 12 3 11
11 9 10 w 1 9 8 10
11 11 9 4 W 2 10 9
8 5 2 11 W 11
\10 11 12 10 9 12 W 3 /
10 10 10 6 3

Rendre kivonvaa 2, 1, 3, 1, 2, 2, 3, 1 sorminimumokat, majd az el64ll6 matrix els6 oszlopara a 2
oszlopminimumot, a kapott C(%) matrixban oszlopfolytonosan kijeldlve a fiiggetlen 0-rendszert a
kovetkezd matrixot, €s részkorutakat kapjuk.

W0*986543\
6

2 5 7
3 W 0 7 7 3 5
o 9 W 8 5 9 0 8
8 W 0* 8 7 9
7 0* 8 7
8 9 7 1 3 4 6

\5 9 WO*/
4

Az Optimum értéke Z()_() = C12 +C23 +C31+C45+C56+C64+C78+C87 =
=24+14+54+14+24+2+3+1=17.

O© 0 OO @
O W 3o
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|
B&B eljaras
1. Az ) halmaz megadasa
Legyen Q a {0,1} feletti n X n-es matrixok halmaza. Ekkor L € (), valamint |Q| = 2, igy Q véges.
2. A @ szétvalasztasi €s a y korlatoz6 fliggvények megadasa.

2.1. A fliggvények definialasa az Q halmazon.

2.2. A fiiggvények kiterjesztése olyan £}, ; halmazokra, ahol az I halmaz az 1 értéken rogzitett
valtozok indexeit, a / halmaz a 0 értéken rogzitett valtozok indexeit tartalmazza.

A szétvalasztd fliggvény egy minimalis elemszamu részkorat alapjan valasztja szEét a lehetséges
megoldasok halmazat.

A korlatozé fliggvény definicioja kihasznalja a TSP(C) as az A(C) feladatok megoldésa kozotti (1) és
(i) Osszefiiggéseket.

3. Faépitesi stratégia
Egy minimalis korlattal rendelkez6 levelet valasztunk a faépités soran.
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