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Halmazlefedési probléma

m A halmazlefedési probléma

Adott I = {1, ..., n} halmaz és I nemiires részhalmazainak egy P, ..., B, rendszere a cy, ..., ¢, pozitiv
sulyokkal.

Feladat: Hatarozzuk meg I-nek egy minimalis sulyq, a Py, ..., B, részhalmazokbol felépiild
feddrendszerét. (Egy feddrendszer sulyan a benne szerepld részhalmazok stlyainak 6sszegét értjiik.)

Feltétel: Minden i € I elemre létezik olyan P; (1 < j < m), hogy i € P;.
Megjegyzés: A feladat NP-teljes probléma.

m Jelolések
m Egy tetszdleges i € I, 1 < j < m indexekre legyen
{1, hai e B,
4ij = {0 kiilonben,
tovabba

‘o = 1, ha P; eleme a fedGrendszernek,
g 0 kiilonben.
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Halmazlefedési probléma

m  Optimumszamitasi modell

m

j=1 ajjXj >1 (l =1, ,TL)

(1) x; €{0,1} (G=1,..,m), (c>0)

m

j=1CjXj = Z — min

Akkor és csak akkor létezik lehetséges megoldas, ha minden egyenldtlenség baloldala tartalmaz legalabb
egy 0-tol kiilonbozo egylitthatot, de ez teljesiil (lasd az el6z0 dia feltételét). Mivel a lehetséges
megoldasok L halmazara L € {0,1}™ teljesiil, igy L véges, azaz 1étezik optimalis megoldas.

Megjegyzés: A ¢ > 0 feltétel nem jelent Iényeges megszoritast.

m Példa
I=1{1234}, P, = {12}, P, = {1,3}, P, = {1,2,3}, P, = {2,3)}, Ps = {2,4}, ¢ = (2,3,2,4,6)
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Az optimalis megoldas: x = (0, 0, 1, 0, 1), az optimum értéke 8.
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Halmazosztalyozasi problema
m  Optimumszamitasi modell

}?1:1 AjjXj = 1 (l =1, ,TL)

(2) x; €{0,1} (G=1,..,m), (c>0)

m _ -
j=1€jxj; = z > min

A lehetséges megoldasok (igy az optimalis megoldas) 1étezését lasd késobb.
Megjegyzés: A ¢ > 0 feltétel nem jelent Iényeges megszoritast.

m Példa

I={1,234}, P, = {1,2}, P, = (1,3}, P; = {1,2,3}, P, = (2,3}, Ps = (2,4}, ¢ = (2,3,2,4,6)
X1
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Az optimalis megoldas: x = (0, 1, 0, 0, 1), az optimum értéke 9.
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Gyakorlati alkalmazasok
m Informaciod kigyljtes
Adott m féle fajl ugyanazon anyagrol kiilonb6zo informaciotartalmakkal. Egy olyan 0j fajlt akarunk

képezni, amely n féle informacioféleséget tartalmaz €s ezek mindegyike megtalalhatd az el6z6ek
valamelyikében. Mely f4jlokat masoljuk 0ssze, hogy a kivant 0j f4j1 hossza minimalis legyen.

Ha kikotjiik, hogy az 0j f4jlban az eldirt informacioféleségek mindegyike egynél tobbszor nem
szerepelhet, akkor a probléma egy halmazosztalyozasi feladatot eredményez.
m Termelésszervezes

Adott n elvégzendo feladat és m olyan vallalat, amelyek mindegyike az adott feladatok koziil
bizonyosakat el tud végezni. Valasszunk ki az adott vallalatok koziil minimalis szamut tgy, hogy ezek
egylittesen valamennyi feladatot képesek legyenek ellatni.

Ha kikotjlik, hogy a feladatok elvégzésére kivalasztott vallalatok kozott nem lehet olyan kettd, amelyek
ugyanazon feladatot tudjak elvégezni, akkor halmaosztalyozasi probléméahoz jutunk.
m Jatekszervezeés

Egy tarsasagban mindenki hajland6 pingpongozni valakivel, de nem sziikségképpen mindenkivel. (A
hajlandosag kolesonos.) Hogyan kell minimalis szamu jatszmat lejatszani ugy, hogy mindenki legalabb
egyszer jatsszon.

Ebben az esetben a fedOrendszer elemei olyan kételemii halmazok, amelyek az egymassal jatszani
hajland6 személyeket tartalmazzak.

Ha kikotjiik, hogy mindenki legfeljebb egyszer jatszhat, akkor halmazosztalyozasi problémahoz jutunk,
amelynek megoldasa a tarsasag egy parositasat eredményezi.
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Halmazosztalyozasi problema

m A (2) modellhez konstrualjuk meg az alabbi (3) feladatot:

m

j=1QijXj = 1 (i=1,..,n)

3) % €{0,1} (G =1,..,m)
TLi¢ix; = Z > min

ahol C]{ = Cj + Rt] (] =1, ...,m), R > Z;nzl Cj, tj = ?=1 Qjj (] =1, ,m)

Tétel: Ha a (2) feladatnak letezik lehetséges megoldasa, akkor a (2) és (3) feladatok optimalis
megoldasai megegyeznek.

Kovetkezmény: Annak eldontésére, hogy létezik-e lehetséges megoldasa a (2) feladatnak, végezziik el
a kovetkezOket. A megadott Py, ..., P, részhalmazokhoz vegyiik hozza a P, = {1, ..., n} részhalmazt
is egy alkalmasan nagy stllyal (pl. 1 + Y7L, ¢; elegendSen nagy suly).

Igy teljesiil a tétel feltétele. Belathatd, hogy megoldva a kibévitett (2)-hdz konstrualt (3) feladatot, az
eredeti (2)-nek akkor €s csak akkor 1étezik optimalis megoldasa, ha a kibdvitett (2) optimuma kisebb,
mint 1 + Z}’Ll cj, azaz Pp, 1, nem szerepel a kibovitett feladat optimalis megoldasaban.

A tovabbiakban az (1) feladat megoldasaval foglalkozunk.
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B&B eljaras
1. Az Q) halmaz megadasa
Legyen Q az 6sszes binaris m-esek halmaza. Ekkor L € Q, valamint |Q| = 2™, igy Q véges.

2. A @ szétvalasztasi €s a y korlatozo fliggvények megadasa.

A fiiggvények definialasa Q specialis () ; részhalmazaira torténik, ahol az I halmaz az 1 értéken
rogzitett valtozok indexeit, a J halmaz a 0 értéken rogzitett valtozok indexeit tartalmazza.

A szétvalasztd fliggvény egy tovabbi valtozo értekeét rogziti 0 €s 1 értéken, és ennek megfelelden
valasztja szét az (1) ; halmazt.

korlatként. Minden egyes korladt meghatarozasanal egy lehetséges megoldas is eldall.
3. Faépitesi stratégia
Egy minimalis korlattal rendelkez6 levelet valasztunk a faépités soran.

Az (1) feladatban az x; € {0,1} (j = 1, ..., m) feltételcsoportot az x; = 0 (j = 1, ..., m) feltételekkel
helyettesitve a feladat linearis programozasi relaxaciéjat kapjuk.

Az optimalis megoldas meghatdrozasat illetéen elegendda 0 < x; <1 (j = 1,...,m) feltételek
mellett tekinteni a lineéris programozasi relaxaciot. A megoldas duélis szimplex algoritmussal
meghatarozhato.

A lineéris programozasi relaxacio egy optimalis megoldasaban minden 0-t6l kiilonb6z6 komponens
helyébe 1-t irva egy fedorendszerhez jutunk.
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Heurisztikus eljaras (Chvatal)

m  FElOkészitd rész
m Legyenek az R és W halmazok iiresek. (R az eredmény, W a lefedett elemek halmaza.)

m [teracios rész
m HaW = I, akkor vége az eljarasnak. Az algoritmus altal szolgaltatott fedérendszer R.
m Ellenkez6 esetben legyen P; € R az a halmaz, amelyre P,\W # @ és a c(P;)/|P;\W| érték
minimalis.
m  Vegyiik fel P;-t az R halmazba, legyen W = W U P; és térjlink ra a kovetkez0 iteraciora.

Tétel: A Chvatal-féle heurisztikus eljaras Y& , 1/i -approximacios, ahol d a halmazrendszer egy
maximalis elemszdmu tagjanak elemszamat jeloli.

Tétel: Ha P + NP, akkor nem létezik konstans approximacios hanyadossal rendelkezd
polinomkorlatos heurisztika a halmazlefedési problémara.

m  Megjegyzesek

P a polinom iddben megoldhatd, NP a polinom iddben ellendrizhetd problémakbol all.
P C NP,

Az NP-teljes problémak ,,legalabb olyan nehezek”, mint barmely NP-beli probléma.

Ha az NP-teljes problémak koziil akar csak egy is megoldhato polinom idében, akkor minden
NP-beli probléma megoldhat6 polinom idében.

m A P # NP nem bizonyitott, igy lehet, hogy az N P-teljes problémak is megoldhatdk polinom
1doben.



N Kombinatorikus optimalizala Széchenyi Istvan Egyetem
N

Halmazlefedési probléma

N N N

.51(. 3
onnas
=D |

A halmazlefedési probléma egy esete
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Feladatok AN

m  Mi az optimalis megoldasa az e€l6z0 dian szerepld feladatnak €s milyen
megoldast ad (mely halmazokat valasztja ki és milyen sorrendben) a
Chvatal-féle heurisztika, ha minden részhalmaz egyforma stulyu?

m Az alabbi szavakat betlik halmazanak tekintve milyen megoldast ad a
heurisztika, ha holtverseny esetén a kisebb indexiit valasztjuk. A szavak sulyai
legyenek egyformak.

m {arid, dash, drain, heard, lost, nose, shun, slate, snare, thread}
m Milesz az eredmény, ha a szavak sulyai rendre: 2,3, 1,2, 1,2, 1, 3, 2, 3.
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