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...
Utemezési feladatok: egy példa

Andras (A), Béla (B) ¢s Csaba (C) a kovetkez6 ujsagokat olvassak: Magyar Nemzet (M), Népszava (N),
Pesti Hirlap (P), Uj Tiikor (U).

Személy Sorrend Percek

A M,U,P,N 20,10, 5,15
B P,N, U 30, 10, 15

C M, U, N, P 10, 20, 15, 30

Olvasasi szabalyok:
m  Valamennyien, ha elkezdenek egy ujsagot olvasni, akkor azt nem szakitjak meg.
m  Egynél tobb személy egyidejlileg nem olvassa ugyanazt az 0jsagot.

Feladat: Az Gjsagok olvasasanak milyen idorendi beosztasa (litemezése) eredményezi a k6zds olvasas
teljes idejének minimumat?

M A C M C A

N B A C N C B A
P B A C P B A C
U C A B U C A B
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Utemezések megadasa Gannt diagrammal
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m ..
Utemezési modellek

Az iitemezési problémakban adottak paronkeént kiilonbozo gépek €s m szamu munka, amelyeket az
1, ..., m szamokkal fogunk sorszdmozni.

Feladat: A munkak végrehajtasanak iitemezése a gépeken gy, hogy valamilyen cél szerint optimalis
litemezést kapjunk.

A munkak végrehajtasanak iitemezésén vagy egyszeriibben a munkak iitemezésén azt értjiik, hogy a
j-edik munkat hozzarendeljiik valamely géphez egy S; kezdési ¢s C; befejezési idovel minden j-re.

A munkéakhoz minden modellben tartozik egy végrehajtasi idd, amit p;-vel szokas jeldlni. Ez azt adja
meg, hogy mennyi ideig tart a munkat elvégezni. Ennek megfelelden a munkahoz rendelt kezdési €s
befejezési idOkre a (; — S; = p; feltételnek kell teljesilni.

Megjegyzés: Az el0z0 példaban a munkak az egyes személyek az egyes Gjsagokra vonatkozd olvasasi
tevékenyseégei, mig gépeknek az Gjsagokat tekinthetjiik, hiszen a munkakat ezeken kell végrehajtani.
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m ..
Utemezési modellek

m A munkak (modellektdl fiiggd) egyéb paraméterei
m 77 érkezési idd. A munka végrehajtasa csak ezutan kezdddhet, azaz S; = 1;.
= d; hataridd.
Csak olyan titemezéseket fogadunk el, amelyekre C; < d;.
Megszeghetd a hataridd, de a célfiiggvényben a hataridd is szerepel.

= w; suly, vagy f;(t) salyfiiggvény. Mennyire fontos a munka, ill. annak t idépontra valo
befejezése.

m Az optimalizaland¢é celfliggvények
m Az utolsonak befejezett munka befejezesi ideje, azaz a max{C;: 1 < j < m} figgvény.
m A befejezési idok dsszegfiiggvénye. Altalanos esetben, mikor a munkaknak van stlya vagy
silyfliggvénye Y72, w; G, ill. X724 f;(C;) fiiggvényeket minimalizaljuk.
m Ha a munkakhoz hatarid¢ is tartozik, akkor a két figyelembe vehet6 érték (amelyek
maximumat, vagy sulyozott 6sszegét minimalizaljuk):
Késési ido (lateness): L; = C; — d;.
Csuszasi id6 (tardiness): T; = max{0, L;}.
Cél lehet még az elkésett munkak (T; > 0) szamanak minimalizéalasa.

m Ha érkezési idok is vannak, akkor szokasos a befejezési idok helyett a folyasi idét (flow time)
vizsgalni: F; = C; — r;. Ezekben a modellekben az F; értékek maximuma vagy stlyozott
Osszege a celfliggveény.
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m ..
Utemezési modellek

m  Egyéb megkotesek (extra feltételek)

m  Bizonyos munkakat csak mas munkak utan lehet elvégezni. (Az Gjsagolvasasi példa is ilyen,
ahol az egyes személyek egy adott sorrendben olvassak az ujsagokat.)
= A munkak végrehajtasi ideje fiigg attdl hogy melyik gépen kertil végrehajtasra. Minden
munkahoz egy végrehajtasi vektor tartozik, ahol az i-edik komponens azt adja meg, hogy az
M; gépen mennyi ideig tart a munkat végrehajtani.
A j-edik munka végrehajtasi vektoranak i-edik komponense p; /v;, ahol v; az M; gép sebessége.

Korlatozott hozzarendelés esetén néhany komponens végtelen a tobbi megegyezik, azaz a gépek
azonosak, csak a munka néhany gépen nem hajthato végre.

m  Megengedjiik, hogy a munkak végrehajtasa megszakithato legyen. Ekkor a j-edik munkahoz
nem egy darab legalabb p; hosszu idéintervallumot kell hozzéarendelniink, valamely gepen,
hanem tobb, egymast nem atfedd intervallumot (akér kiilonbozé gépeken), amelyek 0sszhossza
legalabb p;.

m Jeloles

m Az egyes modellek (problémak) megadasara egy harom részbdl allo jeldlest fogunk hasznalni

(lasd jegyzet), ahol:
az elsd mez0 tartalmazza a gépek szamara, tipusara vonatkozo informaciokat,
a masodik mez6 a modellre vonatkozo egyéb feltételeket,
a harmadik a célfiiggvényt adja meg.

pl. A Pn|prmp|C,,,, probléma esetén n parhuzamos azonos gépen ilitemezziik a munkakat, a
maximalis befejezeési idét minimalizalva, a munkak megszakitasat engedélyezve.
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0
Linearis programozasi modell

Tekintsiik a Pn|prmp|Cy, 4, problémat.
Jelolje x;; = 0 valtozé azt az id6mennyiséget, amelyet az i-edik gép Osszesen a j-edik munkaval tolt.

imixij=p; j=1,..,m)
?:1 xl] S Cmax (i = 1, _"’m)
}n=1xij < Cnax ((=1,..,10)

x;j=0, (i=1,..,nj=1,..,m)

Cmax — Min

lra
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|
Egeszerteku programozasi modellek

Tekintsiik az 1|| 3, w;C; problémat.

Egy gép van, a munkakat két paraméter hatdrozza meg (a végrehajtasi 1d6 és a munka sulya), cél a teljes
sulyozott befejezési 1d0 minimalizalasa.

Legyen x;, egy dontési valtozo, amely 1 ha a j munka az litemezésben hamarabb kertl végrehajtasra,
mint a k, és 0 egyébként.

Xkj+ xjp =1 G,k=1,...m;j k)
ij+le+Xlk <2 (j,k,l= 1,...,m;j¢k;k¢ l,l :/:])
xjk € {O, 1} (],k = 1,...,m)

x]] =0 (] = 1,...,m)

m m m .
=1 Xk=1WjDkXkj + Xj=1 Wjp; = min

m  MegjegyzeEs
= A j munka befejezési ideje Y= Pr Xk + Dj, €zért a célfiiggvény valoban ) w;C;.
= A munkakra vonatkozé precedencia feltételek konnyen beilleszthetok.
= A modell nem terjeszthetd ki tobb gépre.

N 8
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|
Egeszerteku programozasi modellek

Az 1]| X w;C; probléma alabbi modellje kiegészithetd tobb gép esetére is.
Feltétel: A végrehajtasi 1dok egészek.

Kovetkezmény: Elegend0 azokat a lehetséges iitemezéseket vizsgalni, amelyekben a kezdési 1dok is
egeszek.

Legyen az x;; valtozé 1 ha a j munka a t idépontban kezdddik, 0 kiilonben. Legyen [ = }n=1 pj — 1.

Z%—zo th =1 (] = 1, ,m)
t — —
z:;n=1Zs=max{t—pj+1,0} xs=1 (t=01..0D

Xjt € {0,1} =1,...m;t=0,1,..,0)

l .
121 2e=oWj(t + p;j)xj; > min

Megjegyzés: A valtozok szama rendkiviil nagy lehet.

lra
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N

A legrovidebb végrehajtasi ido elve

Egy célfiiggvényt regularisnak neveziink, ha monoton névo a befejezési idokben.

Eszrevétel: Regularis célfiiggvények esetében elegendd azon iitemezéseket vizsgalni, amelyekben nincs
tires 1d6, azaz a gépek megszakitas nélkiil dolgoznak.

Tekintsiik az 1|| 2 w;C; problémat.

Ezen célfliggveny esetén a w; /p; hanyados tekinthetd a j munka egységenkenti fontossaganak, igy
természetes gondolat azon munkakat titemezni eldszor, amelyekre ez a hanyados nagyobb. Ezt az elvet
,,sulyozott legrovidebb végrehajtasi id6” elvének nevezziik, és a WSPT-vel (,,weighted shortest
processing time”) roviditjiik.

Tétel: A WSPT elv optimalis litemezést ad az 1|| Y w;C; probléméra.

Megjegyzés: Amennyiben a problémaban az egyes munkaknak nincsenek sulyai, akkor a WSPT elv az
SPT elvre redukalodik, amely szerint mindig a legkisebb végrehajtasi idével rendelkezd munkat
titemezzik eldszor.

Tétel: Az SPT elv optimalis litemezést ad az 1|| Y. C; problémara.
Tekintsiik a Pn|| ) C; problémat.

Tegyiik fel, hogy m/n egész. Ez elérhetd, ha a munkak sorozatat kiegészitjiik fiktiv 0 végrehajtasi idejii
munkakkal. Az MSPT (modositott SPT) elv sorbarendezi a munkakat novekvé végrehajtasi ido szerint,
ezt kovetden az els6 n munka lesz az n darab gépen els6ként végrehajtva, a masodik n munka
masodikként, és igy tovabb, az utols6 n munka m/n-edikként.

Tétel: Az MSPT elv optimalis litemezést ad a Pn|| Y. C; probléméra.

Megjegyzés: Ha a munkak paraméterei kozott hataridok is szerepelnek, akkor az EDD (,,earliest due
date”) elv azon munkakat iitemezi elsoként, amelyeknek legkorabbi a hatarideje.

N 10
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N
Feladatok AN

m  Milyen iitemezést ad a WSPT elv az 1{| X, w;C; problémara és mekkora lesz a
megoldas célfiiggvényérteke az alabbi bemend adatok esetén? A megoldast

Gannt diagramon abrazoljuk! (A munkakata (w;,p;) értékparral adtuk meg.)
]1 — (ZA')’]Z — (3'5)113 — (4'4)114 — (3'2)’]5 — (2'3)
m  Milyen iitemezést ad a MSPT elv a Pn|| Y. C; problémara és mekkora lesz a

megoldas celfliggvényertéke az alabbi bemeno adatok esetén, han = 3? A
megoldast Gannt diagramon abrazoljuk!

]1 = 4‘1]2 = 31]3 = 51]4 = 21]5 =1

11

lra
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O
Heurisztikak

Az egyik legegyszerlibb valtozatot vizsgaljuk. A modellben n darab azonos My, ..., M,, gépiink van,
aJy, ..., Jm munkak mindegyikéhez egy parameter tartozik, a p; (j = 1, ..., m) végrehajtasi ido.

Feladat: Egy olyan iitemezés megkonstrualasa, amelyre a befejezési idok maximuma minimalis.

A probléma egy gép esetén trivialis. Barmely olyan litemezés optimalis, amelyben a gép folyamatosan
dolgozik, (nem varunk a munkak elvegzése kozben) a max{C;: 1 < j < m} ért€k megegyezik a
végrehajtasi 1dOk 0sszegével. Tovabba az is nyilvanvalo, hogy amennyiben minden munkat elvégziink,
akkor nem fejezhetjiik be a munkakat ezen 1d6 elott.

Megjegyzés: A probléma n = 2 esetén NP-nehéz.

Az n > 2 esetben egy lehetséges iitemezést meghatarozhatunk azaltal, hogy az egyes munkakat mely
gépekhez rendeljiik hozza.

Amennyiben minden gépre megkapjuk, hogy mi a géphez rendelt munkak halmaza, akkor ezen munkak
tetszOleges litemezése optimalis lesz az adott gépen, ha a gép folyamatosan dolgozik.

Minden gépen a maximalis befejezési 1d0, a géphez rendelt munkak végrehajtasi idejeinek dsszege lesz.
Egy adott géphez rendelt munkak végrehajtasi idejeinek 6sszegét a gép toltésének nevezziik.

A munkak gépekhez rendelését tigy kell tehat elvégezniink, hogy a maximalis géptdltés a lehetd
legkisebb legyen. A kovetkezOkben két heurisztikat ismertetiink a feladat megoldasara.

N 12
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O
Heurisztikak

m Lista algoritmus (Graham)

m  El6készito rész

A J; munkat rendeljiik az M; géphez, tovabba legyen r = 1.
m [teracios rész (r. iteracio)

Ha r = m, akkor vége az eljardsnak.

Ellenkez6 esetben a J,-, ;munkat rendeljiik ahhoz a géphez, amely gépen minimalis a
toltés. Ha tobb ilyen gép is van valasszuk a legkisebb indexiit.

Legyen r = r + 1, majd folytassuk az eljarast a kovetkezo iteracids 1épéssel.

Tétel: A lista algoritmus approximaciés hanyadosa 2 — 1/n, ahol n a gépek szama.
Megjegyzés: Az algoritmus ,,gyengéje”: sok rovid munka utan jon egy hossza.

m LPT algoritmus (Graham)
1. Rendezziik sorba a munkakat csokkend végrehajtasi 1d0 szerint.
2. A munkak kapott listdjan hajtsuk végre a lista algoritmust.

Tétel: Az LPT algoritmus approximacios hanyadosa 4/3 — 1/(3n), ahol n a gépek szama.

Megjegyzés: A lista algoritmus akkor is hasznalhato, ha nem ismert az litemezés elkezdésekor az
0sszes munka, hanem a munkakat azonnal, a tobbi munkara vonatkozo ismeretek nélkiil kell
titemezniink. Az ilyen problémakat on-line iitemezési problémaknak nevezziik.

N 13
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N
Feladatok N

m  Milyen iitemezest ad a lista algoritmus ¢és mekkora lesz a megoldas
célfiiggvényértéke az alabbi bemend adatok esetén, han = 2? A megoldast
Gannt diagramon abrazoljuk!

]1 — 4!]2 = 3!]3 = 51]4 = 2!]5 = 1!]6 = 31]7 = 21]8 =4
m  Milyen iitemezést ad az LPT algoritmus a fenti adatokra? Mekkora lesz a
megoldas célfiiggvényértéke n = 2, ill. n = 3 esetben?

14
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