1. témakor: alapfogalmak, hatékonysag-, bonyolultsagelemzés

Az algoritmus fogalma: nem definialjuk!
Jellemzdi:
1. Egyértelmii leiras
2. Véges Iépések sorozata
3. Teljes, azaz az adott feladatkorhoz tartozd 6sszes feladat megoldéasara jo. Még a széls6
esetekre 1s.
Bonyolultsag (hatékonysag): Az O (ordo) fiiggvény.
Elemi 1épés: végrehajtasi ideje nem fiigg a végrehajtasban szerepld adatok nagysagatol, illetve
megadhato egy olyan korlat, amely mindig nagyobb, mint a 1épés végrehajtasi ideje.
Egy algoritmus elemi lépéseinek szama becsiilhetd. A becslés eredményét az algoritmusra
jellemzd O fliggvénnyel adhatjuk meg.
Megkiilonboztetiink:
1. Atlagos hatékonysagot.
2. Legrosszabeset-hatékonysagot.
3. Optimaliseset-hatékonysagot.
A gyakorlatban az atlagos hatékonysag (bonyolultsag) a mérvadd, kivétel néhany specialis
eset.
Néhany példa bonyolultsagra:
1. Konstans bonyolultsag O(1): masodfokl egyenlet megoldasa.
2. Polinomialis bonyolultsag O(n"):

a. n szadm Osszeaddsa: O(n)

b. Rendezések: Legrosszabb eset altalaban O(n*)néhany esetben O(nloga(n)),
atlagos eset o(n), némelynél O(nlogy(n)). (Vizsgalt rendezések:
minimumkivalasztasos, buborékos rendezés, gyorsrendezés. Mindegyiknél
atlagos és legrosszabbeset-vizsgalat. Linedris hatékonysagu rendezési
algoritmus valamelyike.

3. NP-teljesség (csak szemléletesen: még nem ismeriink polinomidlis hatékonysagu
algoritmust a megoldasukra). Tovabbiakban ezeket nehéz feladatnak hivjuk.



2. témakor: grafok bejarasa

A gréafokkal kapcsolatos alapfogalmak felidézése: mi a graf, irdnyitott, irdnyitatlan eset,
fagraf, 6sszefliggdség, stb.

Grafbejarasok:

1. (Iranyitott) fagrafokra:

a.

mélységi bejaras:

input: a fagraf a gyokérpontjaval azonositva.
output: a fagraf, minden pontjan az elérést jelzd cimkével.
segédszerkezet: verem.

M

o

1épés: Tegyiik a verembe a gyokérpontot, és jeloljiilk meg.

1épés: Ha a verem iires, vége.

1épés: Vegyiik ki a verembdl a soron kovetkezd pontot.

1épés: A kivett pont minden gyerekét jeloljiik meg, €s tegyiik a verembe.
1épés: Ujra a 2. 1épés kovetkezzen.

sz€Itében vald bejaras:

input: a fagraf a gyokérpontjaval azonositva.
output: a fagraf, minden pontjan az elérést jelz6 cimkével.
segédszerkezet: sor.

M

C.

1épés: Tegyiik a sor végére a gyokérpontot, és jeldljiikk meg.

1épés: Ha a sor iires, vége.

1épés: Vegyiik ki a sor elejérdl a soron kdvetkezd pontot.

1épés: A kivett pont minden gyerekét jeloljiik meg, és tegyiik a sor végére.
1épés: Ujra a 2. 1épés kovetkezzen.

egyenletes bejaras:

input: a fagraf a gyokérpontjaval azonositva.
output: a fagraf, minden pontjan az elérést jelz6 cimkével.
Ismert egy sulyfliggvény, amely a fagraf minden élé¢hez egy nemnegativ

sulyértéket rendel.

1. lépés: Rendeljiik a gydkérponthoz 0 sulyértéket és jeloljiik meg.

2. 1épés: Ha nincs jeldletlen pont, vége.

3. 1épés: Keressiik meg azt a jeldletlen pontot, amelyre a jeldletlen pont dsének
sulyanak €s a ponthoz az 6sbdl vezeto €l sulyanak 6sszege minimalis.

4. 1épés: A megtaldlt pont sulya legyen a megtalalt minimum, jeldljiik meg a
pontot.

5. 1épés: Ujra a 2. 1épés kovetkezzen.

2. (Iranyitott) altalanos grafokra:

a.

mélységi bejaras:



input: a graf, és a bejaras kezd6pontja.
output: a graf, minden pontjan az elérést jelz6 cimkével.
segédszerkezet: verem.

1épés: Tegyiik a verembe a kezddpontot, és jeldljiik meg.

1épés: Ha a verem iires, vége.

1épés: Vegyiik ki a verembdl a soron kovetkezd pontot.

1épés: A kivett pont minden jeldletlen szomszédjat jeldljiikk meg, €s tegyiik a
verembe.

5. 1épés: Ujra a 2. 1épés kovetkezzen.
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b. széltében valo bejaras:

input: a graf, és a bejaras kezd6pontja.
output: a graf, minden pontjan az elérést jelzd cimkével.
segédszerkezet: sor.

1épés: Tegyiik a sor végére a kezddpontot, €s jeloljiik meg.

1épés: Ha a sor iires, vége.

1épés: Vegyiik ki a sor elejérdl a soron kdvetkezd pontot.

1épés: A kivett pont minden jeldletlen szomszédjat jeloljiik meg, és tegyiik a
sor végere.

5. 1épés: Ujra a 2. 1épés kovetkezzen.
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c. egyenletes bejaras:

input: a graf és a bejaras kezdépontja.

output: a graf, minden pontjan az elérést jelz6 cimkével.

Ismert egy sulyfiiggvény, amely a graf minden ¢léhez egy nemnegativ sulyértéket
rendel.

1. 1épés: Rendeljiik a gydkérponthoz 0 sulyértéket €s jeloljiik meg.

2. Iépés: Ha nincs jeldletlen pont, vége.

3. Iépés: Keressiik meg azt a jeldletlen pontot, amely a legkdzelebb van a jeldlt
pontokhoz, az azt a pontot, amelyhez vezet jellt pontbol €l, az ilyen jelolt €l
stlyanak, valamint az ¢l kezdépontja sulydnak 6sszege a lehetd legkisebb.

4. Iépés: A megtalalt pont sulya legyen a megtalalt minimum, jeloljiik meg a
pontot.

5. 1épés: Ujra a 2. 1épés kovetkezzen.

Utkeresés a grafban:

1.

Adott pontbdl minden mas pontba:

Adott pontbdl adott pontba vald it megkeresése nem egyszeriibb!
Barmelyik grafbejard algoritmus alkalmas utkeresésre, ha az elért pontokat
megfelelden cimkézziik.

A cimkézgés legyen:

A kezddpontot cimkézziik meg dnmagaval.



Minden mas pontra keriiljon fel cimkeként annak a pontnak az azonositoja,
ahonnan az adott pontot elértiik.
A megtalalt ut felirdsanak algoritmusa:
Az algoritmus paramétere: végpont azonositoja.
A miikodés:
1. Ha a végpont cimkéje nem egyezik meg a végpont azonositdjaval, akkor irjuk
fel az utat a végpont cimkéjéig.
2. {rjuk fel a végpont azonositojat.
Az eljaras végrehajtasa utan a kezdépontbdl a végpontig az uthoz tartozo pontok
azonositoinak listdja latszik az érintés sorrendjében.
2. Legrovidebb ut adott pontbol minden mas pontba:
Adott pontbdl adott pontba vald it megkeresése nem egyszeriibb!
Kétféleképpen definialhato a legrovidebb tt:
a. legkevesebb élet tartalmazzon.
A széltében val6 bejaras a megismert cimkézéssel a megoldas!
b. ha ismerjiik az élek hosszat, az ut ¢leinek dsszhossza a lehetd legkisebb legyen.
Az egyenletes bejards a megismert cimkézéssel egy lehetséges megoldas.
Ezen kiviil szdmtalan specialis algoritmus ismert (pl.: Disktra...)
3. Legrovidebb Gt minden pontbdl minden pontba:

Matrixalgoritmus:

Egy matrixsorozat eldallitasa, amelynek utols6 eleme a legrévidebb utak hosszat
tartalmazza.

input: a graf élhosszait tartalmazé C matrix, N a matrix mérete.
output: a legrovidebb utak hosszat tartalmazé T matrix.

1. pés: T:=C,|:=1.

2. Iépés: Tuj legyen a kovetkezo:
t0j; j=min(t;;, ti;+tj) minden 1 <=1i<=nés 1 <= j <=n értékekre.
T :=Tyj

3. l1épés: inc(l). Ha I > n, akkor vége, kiilonben a 2. 1épés

Az algoritmus kiegészitve megfeleld cimkézéssel, nemcsak a minimalis ¢élek hosszat adja
meg, de a minimalis utak felirdsat is lehetové teszi.



3. témakor: folyamhéalozatok

Egy iranyitott grafot folyamhaldzatnak tekintiink, ha élein értelmezve van két fiiggvény a
kovetkezé modon:

k kapacitasfiiggvény:

k:E—>R"u{o}

f folyamfiiggvény:

f:E—>R"uU{0}, és f <k

A folyamhaloézat valamely i pontja forras, ha Z f(k,i)- z f(i,k) <0 nyeld, ha
k k

Zk:f(k,i)—zk:f(i,k)>0.

Egy folyamhalozat az altalanossag megtartasaval mindig atalakithat6 ugy, hogy egyetlen
nyel6je és egyetlen forrsa legyen; elérheté az is, hogy Y f(i,1)=0. A tovébbiakban ilyen

haldézatokrol beszéliink, és forrasnak 1-es, nyelének az n-dik pontot tekintjiik.
Egy fenti folyamhalozat folyamértékéna D f(1,i) értéket értjiik.

Maximalisfolyam-probléman a kdvetkezd optimumfeladatot értjiik:
Keressiik azt a folyamfliggvényt, amelyre a folyamérték a maximalis:

A megoldo algoritmus (Ford-Fulkerson):

Input: a folyamhalo6zat ismert folyamfliggvénnyel.
Output: a folyamhaldzat egy optimalis folyamfliggvénnyel.

1. 1épés: Mentsiik el a folyamhalozat kapacitasfiiggvényét!

2. l1épés: Valtoztassuk meg a kapacitasfiiggvényt a kovetkezé modon:
k(i, )=k, §)=£(0, )+ £(].0)

3. 1épés: Keressiink legkevesebb €1bol allo utat az 1. pontbdl az n-edikbe olyan
¢leket felhasznélva, amelyeken a kapacitds nem nulla!

4. 1épés: Ha nincs ilyen ut, akkor a meglévé folyamfiiggvény a maximalis, tegyiik

vissza a héaldzatra az elmentett kapacitasfiiggvényt, és vége.

1épés: Ha van ilyen ut, szamitsuk ki az ut élei kapacitdsdnak minimumat (m)!

6. lépés: Valtoztassuk meg a folyamfiiggvényt és a kapacitasfiiggvényt a

f(i,]j), hai, j él nincs az uton

e

kovetkezoképpen: f (i, j):= o .. ,
PP (i.J) {f(l,])+m,hal,j él az uton van

k(i, j), hasemi, j, sem j,i nincs az uton
k(i,j)= k(i, j)—m, hai, j, az aton van , majd folytassuk a 3.
k(i, j)+m, ha j,i az uton van

1épéssel.



4. témakdr: optimumkereses véges halmazokon

Egy rendszer valtoztathato paramétereinek lehetséges valos értékeit jeldlje rendre X, Xo, ...
Xn halmaz, n > 0 egész szam, F az X;xX,x ... XX, halmazon értelmezett B™ értékkészletti
fiiggvény (B a Boole-halmaz), c az X;xX;x ... xX, halmazon értelmezett valds értékii
fliggvény. tr eleme B™-nek és minden koordinataja true.

Optimum-feladatnak nevezziik a kdvetkez6 problémat:
Keressiik azt az x vektort, amelyre
Xe X, xX,x..X,

F(x)=tr

c(X) > max (vagy c(X)— min)

Egy probléma lehetséges megoldasanak nevezziik azt az X vektort, amely eleme X;xX;,x ...
xXp-nek. Jeloljiik a lehetséges megoldasok halmazat L -lel.

Egy probléma megengedett megoldasanak nevezziik azt az x vektort, amely lehetséges
megoldas, és F(x) =tr. Jeloljik a megengedett megoldasok halmazat M-mel.

Egy probléma optimalis megoldasa az x vektor, ha X megengedett megoldas, és minden
megengedett X’ megoldasra c(X) > ¢(X’) (vagy c(X) < c(x’)). Jeldljiik az optimalis megoldasok
O-val.

NyilvanL o M 2 O.

Az F és a c fliggvények alakja Iényegesen befolyasolja a feladat megoldhatosagat! Csak
specialis F és ¢ fliggvényekre vannak hatékony megoldo algoritmusaink. Mas esetekben csak
ugy van esélyiink a probléma optimalis megoldasai koziil valamelyiket megtalalni, hogy
vessziik a L elemeit, egyenként megvizsgaljuk, hogy elemei-e M-nek, ha igen, feljegyezziik
az elemet és a hozza tartozo ¢ fliggvényértéket, ha ez jobb, mint a mar megvizsgalt M-beli
elem. Ha L 6sszes elemét megvizsgaltuk, akkor a feljegyzett elem az egyik legjobb.

Ez a modszer a leszamlalas modszere.

Megoldasfa: Az L halmaz elemeinek egyfajta felsorolasa, illetve az L egyfajta

reprezentacioja:

Az egyik lehetséges felépitése:

1. szint: a gyokérpontbol annyi élet inditunk, ahany eleme van X;-nek, az élekre rendre rairjuk
X elemeit.

i-edik szint: az (i—1). szint minden pontjabol annyi élet inditunk, ahany eleme van az Xj-nek,
¢s minden pontnal minden élre rendre rairjuk az X; elemeit. (1 <i<=n)

Ebben a faban minden, a gyokértdl a levélig vezetd ut egy lehetséges megoldast reprezental az
¢leire irt értékek segitségével.

A megoldasfa egy mélységi bejarasa egy leszamlalast valosit meg, ha a bejarast kiegészitjiik a
levél elérésekor azzal, hogy itt nézze meg, hogy a megoldas megengedett-e, ha igen szdmolja
ki a c fiiggvényértéket, s jegyezze fel a megoldéssal egyiitt, ha sziikséges. A bejaras utan a
feljegyzett megoldas az egyik optimalis megoldas. Ezt a bejarast Back Track bejarasnak is
szokas hivni.

Ha van megoldasfank, Back Track mddszerrel mindig tudunk optimumot eldallitani.

Az egészértékii optimumfeladatok masik megoldé modszere a Branch and Bound modszer.



Legyen d a (L) halmazon parcidlisan értelmezett fiiggvény, értékkészlete a P(A(L)).

A d fiiggvény osztalyozo fiiggvény L-en, ha d L-re értelmezve van, és ha valamely Q € P(L)-
re értelmezve van, akkor d(€2) elemei paronként diszjunktak, egyesitésiik €2, valamint d d(Q2)
elemeire is értelmezve van.

Legyen k a 9(L) halmazon parciélisan értelmezett fiiggvény, értékkészlete a valos szamok
halmaza.

A k fiiggvény korlatozo fiiggvény, ha értelmezve van mindenhol, ahol d osztalyozo fiiggvény
értelmezve van, valamint k(€2) nem kisebb (nagyobb), mint barmely X € Q esetén c(x). Ha Q
egyelemi, ¢és x megengedett, akkor k(€2)=c(X), kiilonben k() = — o (+ ).

A BB eljaras:

1. 1épés: Alljon egy fagraf egyetlen pontbol, a gyokérpontbol, amely jelképezze L-et és
cimkézziik meg k(L)-lel.

2. lépés: Keressiik meg a fa legnagyobb (legkisebb) cimkéjii levelét! Jelolje a jelképezett
halmazt Q.

3. 1épés: Ha ez a levél egyelemi halmazt jelképez, és a cimkéje nem — o (+ =), akkor
ennek a halmaznak az eleme az optimum-feleadat egyik optimalis megoldésa, és az
algoritmusnak vége.

4. 1épés: Ha nem egyelemi a halmaz, és a d fliggvény nem értelmezett erre a halmazra,
akkor az algoritmus nem tudja megoldani az optimum-feladatot.

5. lépés:Ha nem egyelemii a halmaz, és a d fliggvény értelmezett erre a halmazra, akkor
bovitsiik a fat ezen a levélen keresztiil tigy, hogy annyi levelet tesziink hozza, ahany
eleme van a d(Q)-nak, mindegyik levél egy-egy d(€2)-beli elemet jelképezzen,
cimkézziik meg mindegyiket a k fiiggvény megfeleld értékével, majd menjiink a 2.
1épésre.

Konnyt latni, hogy a 1épéssorozat valoban az optimalis megoldasat adja az optimum-
feladatnak, ha egyaltalan befejezddik. A megallas ugyanis nemcsak a d fliggvénytdl, hanem
az L halmaztol is fligg. Végtelen elemszamu L esetén a BB-fa végtelen méretlivé is ndhet,
aminek kovetkezménye, hogy a fenti 1épéssorozat a 2. és 5. 1épések kozott végtelen sokszor
ismétlédhet, azaz megalldsara nincs garancia. Biztosan befejezddik a 1épéssorozat, azaz
algoritmusnak nevezhetd, ha L véges. A BB algoritmus sz¢lsdséges esetben ugyancsak
egyfajta leszamlalashoz vezet, de altalaban a leszamlalasnal Iényegesen kevesebb elem
vizsgélata utdn megkapjuk az optimumot.

(A moddszer leirdsaban az alternativ értékek az optimum-feladat azon valtozatara sz6lnak,
amelyben a minimalis célfiiggvényértéket keressiik.)

Mivel L elemeinek szama legtobbszor nagy, sok esetben nincs lehetdség az dsszes elem
megvizsgalasara, sot a BB altal nyujtott részleges vizsgalatra sem. Ilyenkor ,,céliranyosan”
vizsgalunk, tulajdonképpen felépitiink egyetlen L-beli elemet, és ezt tekintjiik optimumnak.
Mivel nem garantalt, hogy valoban az optimalis megoldasok egyikét kapjuk, kvazioptimumrol
szoktunk ebben az esetben beszélni, a keresémodszert pedig heurisztikus mdodszernek hivjuk.
A heurisztikus mddszerek tulajdonképpen valamely megoldasfanak a gyokérbol az egyik
levélhez vezetd utjat épitik fel.

Heurisztikus mddszerek eredményeinek vizsgélata:
Fontos tudni, hogy az eredményt6l mit varhatunk, mennyire tér el az optimumtol.



Legrosszabb eset és atlagos eset vizsgalata.

Matematikai eszkdzokkel néha nehéz a vizsgélat, €s az eredmények is szerények lehetnek,
ezért empirikus vizsgalattal, a futasi eredmények Osszevetésével jellemezhetjiik a heurisztikus
modszereink ,,josagat”.

Metaheurisztikus modszerek: A kvazioptimumot nem egyetlen megengedett megoldassal
adjak meg, hanem iterativ médon, a megengedett megoldasokon haladva javitanak, amig
valamilyen stacionarius allapotot vagy valamilyen id6korlatot el nem érnek.

Néhany egyszerii nehéz feladat, és megoldo heurisztikus algoritmusuk:

Hatizsak-probléma:

Adott egy doboz, aminek ismerjiik a kapacitasat (a kapacitas lehet térfogat, tdmeg, suly stb.),
valamint adott véges sok dolog, amelyeknek ismerjiik a hasznalati érté¢két, valamint ismerjiik
azt is, hogy a doboz kapacitdsdnak mekkora hanyadat foglalja el, ha a dobozba tessziik.
Pakoljuk meg a dobozt igy, hogy a benne 1év0 targyak hasznalati 6sszértéke a lehetd
legnagyobb legyen.

A megoldo heurisztikus algoritmus:

Input: a doboz kapacitdsa és a tdrgyak adatai.
Output: a dobozba keriilt targyak sorozata.

7. 1épés: Szamitsuk ki a targyak értékének és kapacitdshanyadanak hanyadosat!

8. 1épés: Rendezziik sorba a hanyadosok szerint a targyakat, ¢s menjiink a sor
elejére!

9. Iépés: A soron kovetkezd targyat vizsgaljuk meg: ha belefér a dobozba, tegyiik
bele, he nem ne! 1épjlik a kdvetkezd targyra, ha nincs vége, ha van, ismételjiik
meg a 3. 1épést!

A harmadik 1épésben mindig azt a targyat tessziik a dobozba, amely relativan a legnagyobb
mértékben ndveli a doboz 6sszértékét abban a reményben, hogy ezzel a legjobban toltjiik ki a
dobozt! Az ilyen algoritmusokat, amelyek lokalis optimum felhasznalasaval probaljak a
globalis optimumot elérni, moho algoritmusoknak hivjuk. (Ilyen moho algoritmus volt az
egyenletes bejaras felhasznalasdval megvalositott minimalisutkeresd-algoritmus is.) A moh6
algoritmusok egy része valéban optimalis megoldast szolgaltat, mas része nem garantalja az
optimum eldallitasat.

Ladapakolés:

Ismert egy gyartasi rendszer, amelyben az eléallitott termékek a végfeldolgozas utan
véletlenszeriien kdvetik egymast. Ismerjiik, hogy az egyes termékek egy egységnyi kapacitasu
ladanak hanyad részét foglaljak el. Pakoljuk ladakba a termékeket tigy, hogy a lehetd
legkevesebb ladat hasznaljuk fel a pakolashoz.

1. 1épés: Nyissunk egy lires ladat.

2. lépés: Nézziikk meg, hogy a soron kovetkezd termék belefér-e a nyitott ladaba, ha igen
beletessziik és folytatjuk a 2. 1épésen, ha nem bezarjuk a 1adat, vesziink egy 1j nyitott
ladat és ujra a 2. 1épéssel folytatjuk a pakolést.



Az algoritmus egyszert, sok Otlettel mddosithatd lenne. (Pl. tobb, de adott korlat alatt marado
nyitott lddaval dolgozunk.) A tapasztalat és az elméleti eredmények is azt mutatjak, hogy ezek
a modositasok alig javitanak a ladafelhasznalason!



5. témakor: Euler-kor keresése

Tekintsiik a kdvetkezd problémat:

Adott egy uthalozat. Egy utkeresztez6désbol kiindulva jarjuk végig az uthalozatot ugy, hogy
minden utszakaszon pontosan egyszer menjiik végig, és érjiink vissza a kiinduldsi pontba. A
bejarasnal tigyeljik a kozlekedési korlatok betartasara (pl.: egyiranyu utca, stb.). Mivel a
feladat ilyen megfogalmazasa kinai eredetti, ezért ezt a problémat kinai postasproblémanak is
szokas nevezni. Bar érdemes megjegyezni, hogy a konigsbergi hidak probléméjaként is
ismert. Ezt az utobbi feladatot Euler oldotta meg!

Modell:

Az uthalozatot jelképezze az a graf, amelynek csomopontjai az tkeresztezddésnek, élei az
utkeresztezddések kozott 1évo utszakaszok lesznek. Mindkét irdnyba jarhato ttszakasz
iranyitatlan ¢llel egyirdnyban jarhat6 utszakasz iranyitott éllel szerepeljen! Keressiink a
grafban olyan korsétat, amelyben minden €l pontosan egyszer szerepel!

Megoldhato-e?

Euler-feltétele irdnyitatlan grafra: Akkor és csak akkor megoldhato, ha a graf minden pontja
paros fokszamu.

Euler-feltétele iranyitatlan grafra kiterjesztve: Akkor és csak akkor megoldhat6, ha minden
pont kifoka megegyezik a befokkal.

Euler-feltétele vegyes grafra kiterjesztve: Akkor és csak akkor megoldhato, ha minden pontra
igaz: iranyitatlan élszam-| kifok—befok| nemnegativ és paros.

Megold6 algoritmus az iranyitatlan esetre:

input: a graf.
output: a korséta élei egy sorban.

1. 1épés: Tegyiik jeloletlenné a graf éleit, a sor legyen {ires.

2. lépés: Keressiink a grafban olyan pontot, amelyhez csatlakozik jeldletlen ¢€l. és
ha sor nem iires, akkor jelolt €l is.

3. 1épés: Ha nem taldltunk ilyet, vége €s a sor a keresett korsétat tartalmazza.

4. 1Iépés: Vegylink ebbdl a pontbdl egy jeldletlen élet, jegyezziik fel a sor végére,
jeloljiik meg és 1épjlik ennek az élnek a végpontjaba.

5. 1€épés: A ebben a pontban van jeldletlen él, akkor a 4. 1€pés kdvetkezzen, ha
nincs, akkor a 2. 1épés.

Iranyitott, illetve vegyes grafok esetén értelemszertien modositva az eljarast korséta
eléallithato.

Mi van akkor, ha nem teljesiil az Euler feltétel?

Modositott postas probléma: Hogyan jarhatd be az uthdlozat tigy, hogy visszaérjiink a
kiindulési pontba, és minden utszakaszt legalabb egyszer érintve a lehetd legrovidebb utat
jarjuk be.

A matematikai modellben olyan korsétat keresiink, amelyben minden ¢é1 legalabb egyszer
szerepel, €s a séta hossza minimalis.

Ez nehéz feladat!



Megoldasa heurisztikus médszerrel:

—_

e

1épés: Keresslik meg azokat a pontokat, amelyre nem teljesiil az Euler-feltétel.
1épés: Keressiik meg ezen pontok kozott a legrovidebb utakat az §sszes
lehetséges modon.

1épés: Valasszuk ki a lehetd legtobb pontpart, Gigy, hogy a kivalasztott
pontparokhoz tartéz6 minimalis utak 6sszhossza a lehetd legkisebb legyen. (Ez
a 1épés nem egyszerli, de azokban az esetekben, amikor kevés az Euler-feltételt
nem teljesitd pont — pl. csak két ilyen van —, megoldhatd.)

1épés: Vegyiik sorra ezeket a minimalis utakat, és vegylik hozza 0j élként a
grafhoz ezeknek az utaknak az éleit (kovetkezményképpen: két pont kozott
tobb ¢l is lehet).

1épés: Ha az 01j grafban nem teljesiil az Euler-feltétel, akkor tijra az 1. 1€pés
1épés: Alkalmazzuk a postasprobléma megoldo algoritmusat az 0j grafra.



6. témakor: hozzarendelési feladat és a magyar-maodszer

A kovetkezd egészértékii linedris programozasi feladat a hozzarendelési feladat,

X ; €10,1} minden i, j-re

in, ;=1 minden j-re
i

Z:Xi,j =1 minden i-re
j

in,jciﬁj — min

i,]

Vegyiik észre, hogy a feladatot a C;j értékek hatarozzak meg! Két hozzarendelési feladatot
ekvivalensnek mondunk, ha az egyik optimalis megoldéasa a masiknak is optimalis megoldasa,
¢s forditva.

Megoldasi modszere Konig és Egervary eredményein alapul, kidolgozoéja Kuhn, 1956. Kuhn
magyar-modszernek nevezte el. A mddszer 1ényeg: ekvivalens hozzarendelési feladatokon
keresztiil olyan feladathoz jutni, amelyrdl egy optimalis megoldas konnyen leolvashato.
Ilyen hozzarendelési feladat: a ¢ értékei kozott n darab fiiggetlen nulla van!

Egy matrix nulléi fliggetlen nulla rendszer alkotnak, ha ezeket a nullakat megjeldlve egyetlen
sorban és oszlopban sem lesz egynél tobb nulla megjeldlve.

Egy matrixban maximalis fiiggetlen nulla rendszer a fliggetlen nulla rendszer, ha nulldinak
szama nem kisebb, mint a matrix barmely fliggetlen nulla rendszerben 1év6 nulldk szadma.
Nyilvéan kénnyen leolvashat6 egy optimalis megoldas abban a hozzéarendelési feladatban,
amelyhez tartozé C matrixban n fliggetlen nulla van! (A fliggetlen nullaknak megfeleld x-ek
legyenek 1 értékiiek, a tobbi legyen 0 értékii!)

A megoldé modszer olyan — az eredetivel ekvivalens — hozzarendelési feladatot allit eld,
amelyben van n fliggetlen nulla!

Az algoritmus:

Input: a ¢;j értékeket tartalmazo C matrix.
Output: a hozzarendelést definidlo X matrix.

1. 1épés: Vonjuk ki a C matrix minden soranak elemeibdl a sor legkisebb értékét!

2. Iépés: Vonjuk ki a C matrix minden oszlopanak elemeibdl az oszlop legkisebb
értekeét!

3. 1épés: Oszloponként haladva keressiink a C matrixban fiiggetlen nulla
rendszert Ggy, hogy a lehetd legkisebb indexii nullat vegyiik be a fiiggetlen
nullak kéz¢! Csillagozzuk meg a kivalasztott nullakat!

4. 1épés: Ha a megcsillagozott nulldk szama n, akkor legyen

lhaazc ; =0 ¢éscsillagos | |
X = B ,» €S vege.
0 kiilonben

5. 1épés: Jeloljik meg + jellel a csillagos nullak oszlopat!



10.
11.

12.
13.

14.

1épés: Keressiink sorfolytonosan szabad nullat! (olyan nullat, amelynek sem
sora, sem oszlopa, sem dnmaga nincs megjelolve!)

1épés: Ha talaltunk, akkor keressiink a soraban csillagos nullat! Ha van,
folytassuk a 9. Iépéssel, ha nincs, akkor a 10. 1épéssel.

1épés: Ha nem talaltunk szabad nullat, akkor szdmitsuk ki azoknak az
elemeknek a minimumat, amelyeknek sem a sora, sem az oszlopa nincs
megjeldlve. Ezt a minimumot vonjuk ki minden ilyen elembdl, és adjuk hozza
minden olyan elemhez, amelyeknek mind a sora, mind az oszlopa meg van
jelolve, majd folytassuk a 6. 1épéssel.

1épés: Jeloljiik meg + jellel a szabad nulla sorat, vegyiik le a jelolést a csillagos
nulla oszlopardl, tegyiink , jelet a szabad nullara, majd folytassuk a 6. 1épéssel.
1épés: A szabad nullara tegyiink , jelet.

1épés: Képezziink lancot ebbdl a nullabol kiindulva a kovetkez6képpen: a lanc
elsd szeme a most megvessz6zott nulla legyen.

1épés: Az eddig felirt 1anc utolsé szemének soraban keressiink csillagos nullat!
1épés: Ha nincs, a lanc szemein végighaladva cseréljiik le a vesszds nullak
vesszOit csillagra, majd toroljiik le az 6sszes vesszdjelet a nullakrol, toroljik le
a + jeleket az Osszes sorrol és oszloprdl, majd folytassuk a 4. 1épéssel.

1épés: Ha van, akkor tegyiik a lancba ezt a nullat, keressiik meg a sordban 1évo
vesszOs nullat, tegyiik a lanc végére, és folytassuk a 12. 1épéssel.



7. témakor: Hamilton-korok keresése

A probléma hétkdznapi megfogalmazasban:

Ismeriink egy varosokbol all6 rendszert. A varosok egy része vagy mindegyike utakkal
kozvetleniil 6ssze van kotve egymassal. Az egyik varosban egy ligynok lakik, akinek az a
feladata, hogy latogassa meg az 6sszes varost tigy, hogy minden varosban pontosan egyszer
forduljon meg, a lehetd legkevesebbet utazzon és az Gtja végén abba a varosba érkezzen, ahol
lakik.

A probléma modellje: Tekintsiik azt a grafot, amelynek pontosan annyi pontja van, ahdny
varos, tehat minden varoshoz hozzéarendelhet6 egy pont. Ezek koziil a pontok koziil azok
vannak ¢élekkel 6sszekdtve, amelyekhez tartozd varosokat kozvetlen ut kot 6ssze. Minden
¢lhez legyen hozzarendelve annak az utnak a hossza, amelyet az ¢l jelképez. Keressiik a
grafban azt a legrovidebb kort, amely minden pontot érint. (Egy graf minden pontjat
tartalmaz6 kort Hamilton-kdrnek nevezziik.)

Nehéz probléma!

Linearis programozasi modellje:

X ; €10,1} minden i, j-re

in, ;=1 minden j-re
i

z X ;=1 minden i-re
i

X . >1 minden, legalabb egyelemii Q és Q'-re.

L=

i€Q,jeQ",QuUQ'=P,QNQ"'=J

ZX. h . > min
i,]

L] L)

Vegyiik észre, hogyha elhagyjuk a negyedik feltételt, akkor egy hozzarendelési feladatot
kapunk!

Megoldasa heurisztikus modszerekkel:
1. heurisztika: Ismert kezd6kor bovitése a korhoz legkdzelebb 1évo pont hozzaadasaval.

Input: a graf.
Output: a kész Hamilton-kor.

1. 1épés: A kezdokor megadasa. (Legegyszeriibb: legyen a kezdokor a graf egy
tetszéleges pontja!)

2. l1épés: Ha a kor minden pontot tartalmaz, vége!

3. 1épés: Keressiik meg a korhoz legkozelebb 1évo pontot! (Azaz valasszuk ki azt a
legrovidebb élet, amelynek egyik végpontja a kdron van, a masik nem.)

4. lépés: Szarjuk be a kdrbe a megtalalt €l koron kiviili végpontjat a koron 1évo végpont
mogé! Folytassuk a 2. 1épéssel.

2. heurisztika: Ismert kezd6kor bovitése a korhoz legtavolabbi pont beszurasaval.



Input: a graf.
Output: a kész Hamilton-kor.

1.

2.
3.

4,

5.

1épés: A kezdOkor megaddsa. (Legegyszeriibb: legyen a kezdOkor a graf egy
tetszéleges pontjal)

1épés: Ha a kor minden pontot tartalmaz, vége!

1épés: Keresslik meg a korhoz legtavolabb 1€évo pontot! (Azaz valasszuk ki azt a
leghosszabb ¢élet, amelynek egyik végpontja a korén van, a masik nem.)

1épés: keressiik meg a koron azt a két egymast kdvetd pontot, amelyek kozé a
legtavolabbi pontot beszirva a kor hossza a legkisebb mértékben novekszik!
1épés: Szarjuk be a két pont koz¢ a legtavolabbi pontot, és folytassuk a 2. 1épéssel!

3. heurisztika: Ismert kezd6kor bdvitése a legkdzelebbi pont beszurasaval.

A moddszer majdnem teljesen megegyezik az eldzével. A kiilonbség csak annyi, hogy a
harmadik 1€pésben a legtavolabbi pont helyett a legkdzelebbit valasztjuk.

BB algoritmus:
Input: egy G graf.
Output: a kész Hamilton-kor.

Egészitsiik ki a G grafot + oo hosszasagu élekkel azokra az i, j pontokra, amelyekre i-
b6l nem vezet él j-be.

1épés: Alljon egy fagraf egyetlen pontbél, a gyokérpontbol, amely jelképezze a G
grafot és cimkézziik meg a G-hez tartoz6 hozzarendelési feladat célfliggvényértékével.

1épés: Keressiik meg a fa legkisebb cimkéjii levelét! Jelolje a jelképezett grafot G’.

Iépés: Ha a cimke hossza + oo akkor nincs a G grafban Hamilton-kor és az
algoritmusnak vége.

1épés: Ha G’-hoz tartoz6 hozzarendelési feladat optimalis megoldasa Hamilton-kor €s
véges hosszusagu, akkor ez lesz az eredeti G graf optimalis Hamilton-kore, és az
algoritmusnak vége.

1épés: Ha nem Hamilton-kor a G’-hoz tartotd hozzarendelési feladat megoldasa, akkor
keressiik meg az optimdlis megoldas altal megadott korrendszer legkevesebb élet
tartalmazd korét, e kor €leibdl sorban egyet-egyet cseréljilk + oo hosszusdgura. A
kapott grafokhoz tart6zé hozzarendelési feladatot megoldva rendeljiik mindegyikhez a
kapott célfiiggvényértéket. BOvitsiik a fat a G’ jelti pontjaban annyi éllel és levéllel,
ahany graf keletkezett, és mindegyik levél jelképezzen egy-egy ilyen grafot
megcimkézve a megfeleld célfiiggvényértékkel, majd folytassuk a 3. 1épésben

Ha biztosan tudjuk, hogy a grafban van Hamilton-kor, akkor a 4. 1€pés sziikségtelen, valamint
célszerl kiegésziteni 6. 1épést azzal, hogy a végtelen célfliggvényértékii grafok ne vegyenek
részt a bovitésben. Az algoritmus természetesen evvel a kiegészitéssel sem lesz hatékonyabb,
viszont a keletkezé BB-fa mérete csokkenthetd, igy az esetlegesen felmertiild
memoriaproblémak talan kikertilhetok.

A 6. 1épésben a legkevesebb élet tartalmaz6 kor valasztasa a BB-fa méretének a lehetd
legkisebb bdvitése miatt torténik. A fa , tilburjanzasdnak” megakadalyozasara sok javaslat
szliletet, ezek alkalmazasa csokkentheti a memoriaigényt és a futasi idot. Itt nem célunk ezek



ismertetése, hiszen BB algoritmus parhuzamos valtozatanak elvi miikodését nem
befolyasoljak ezek a takarékos megoldast segitd tényezok. Persze egy gyakorlatban is
hasznalhato modszernél mindenképpen figyelembe veendok.

A fenti algoritmusokon kiviil szamtalan heurisztikus és BB algoritmus létezik, ezekkel nem
foglakozunk.



