Bodo Beita 1

Differencialszamitas

1. B Irja fel az f (r) = 22 fiiggvény az a = 1 és az x helyekhez tartozo kiilonbségi hanyadosit.
f@)=fla) _ 221 _ (etD@-1) _ 1}
r—a z—1 z—1
2. Szamolja ki az f(x) = 22 fiiggvény a = —3 helyhez tartozé differencidlhanyadosat!
r 2 2
— - (-3 -3 3
Df:R,limM: lim M: lim w: lim (z —3) = —6
z—a Tr—a x——3 T — (—3) z——3 T+ 3 z——3

3. B Szamolja ki az f (x) = y/x fiiggvény a = 4 helyhez tartozé differencidlhdnyadosat!

— — V4 -2 1 1
Dy = [0, 00], lim @) = /) = lim M = lim Ve = lim ==
z—a T —a a4 1 —4 a4 (Vo —2)(Vx+2) =4z +2 4
4. Hatirozza meg az alabbi fiiggvények derivéltfiiggvényeit!
(@) f(x)=>5z"+32% — 142 — 4
[f'(z) =5 423 + 3 - 322 — 14 — 0 = 2023 + 922 — 14]
(b) f(z) =3cosz —Te* + Va3 +6
f(x)=3-(—sinx) —7-e" 4+ %QF% +0=—3sinx — 7e* + % : \5/1? = —3sinz — 7e” + %}

3 3
(¢ f(x)=4cosz+5"— e +e
[f(x)=4-(=sinz) + 5% - In5 -3 (—4)z7 > +0=—4 -sinz + 5" - In5+ 12 & =
— 4sinz + 5% In5 + 1]

) flz)= ;5 +logyx + 3z — /7

P =T (h)a 4 g +3-0=-].

D
W

1 _ 7 1
+m+3_—2m+m+3]

w

() == ,
f'(x) = 3a75)
) () =5e® —4% —Inz — logyz + €2 —In 3

[f'(z) =5e®" —4® - Ind—L - L4 0-0=5e"—4*In4 -1 - L]

z-ln 2 zln2

5. Hatédrozza meg az alabbi fiiggvények derivaltfiiggvényeit!

1 V3 7 2
@ B f( ;_F—i—%_ﬁ
[f(z) = 1127t — Bz~ + TaE — 27
fi@) =11 (~1)r~2 = V3. (~4)a 0 +7- (~4) a7 =2+ (=
YW . (H . T
x 2va3 7Yzt

&

NN
~—
&%l
ﬂ‘:

Il
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[f(z) ==
Fla)=5-22 —4-(=6)z 7 +8- Toi = 3v/2% + 2 4+ 14V/3
(c) f(z )—(33: +23:)(53: — 72?)

[f(z) = 152 — 2127 + 102* — 1423
) = 12027 — 14725 + 4023 — 4227]

@ B f(z)= <x+f>(f %)

[f(x):x2—5x+a:10—5x 5
f'(x) = 23:2—54— B 5. (-%)= EZBV =5+ v

f’(:c) 1530 + 5625 — 823 — 10273 = 5625 4 1521 — 823 — 17]
) B flz)= ‘”JF\F V;C—?’
[f(z) =22 + 21 — 3072
5 3
fl@)="Ta2+3271-3. (—3)a72 = IVaP + 45’/5 + 2\;’?]
IS CC5.T
(& f(z) ) v
21
[fz) =22 =25
_ 69
fl(x) = —%x B =g 3103$69]

6. Hatdrozza meg az alabbi fiiggvények derivaltfiiggvényeit!

(@ f(xr)=cosz-3"

[f/(x) = —sinx - 3" + cosz - 37 - In 3]
b))  f(z)= long (322 +7)
[f'(z) = —L5 - (322 + 7) + logy = - 62]
© flx)=(22"+3z—7) ctgr
f(@) = (2-42% +3) - ctge + (20 + 32 = 7) - (b ) = (82° + B)otga — B2 HeD)
(d) f(r) = (3sinz + /r)(log; x — tg x)
7/(2) = (Bcosa + 51 (logs # — g 2) + Bsine + V&) (5 — sy
sin
© fl2)=-g
f/(l’) —_ cosx-SI(Sii?zz-Sm-IHB — cosx-BZ%szi;lx-Sz-ln8j|
sinx
O 1=t
_f/(.%') __ cosz-(de ai:)—‘r—;;ggx-ﬂe +2):|
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(2) (z) = In(2? + 1)

F(@) = sy 20 = 3]
() f(z)=Va® + 4z

f@) = (e +4a)1 2

flx) =1 (23+42)" 1 (322 +4) = 13 3(231:11&:)3]
(i) f(z) = sin(bz)

[f(x) = cos(bx) - 5]
) (z) = sinz®

[f'(z) = cosa® - ba?]

7. Hatarozza meg az alabbi fiiggvények derivaltfiiggvényeit!

V2
(a) f(z) = \/T—FS
sin ,
/ _%.(2$+3)—Z-2-sinx—m~cosx
f (l’) - Sin2x
() B f(z) = cos?*(3z + )
[f'(x

(z) =
) =2-cos(3x +7) - (—sin(3x + 7)) - 3]
(

Py =L (e 4 7))

@ B fo) =8 YT=Tz
f’(x) =8%.1n8§- m+8x . % (1 - 7:,;)—% . (_7)]

) B f(x) = V622 + 3z - ctg(z)

1
- .3
42 + 7 :U]

(@)= 1 (602430 (120 43) ctglo) + Yo 52 (— )|
_ _ cos(2+ 3x)
() _ f(z) = 67\/5
: 5T — cos 2)- 1. ¢
f,(x):—sm(2+3x)-3-\/5% (2+3z)- 1 ]

(®) f(@) = sin (V7 - 22)
f'(z) = cos (V7 —2z) - % . (7—21‘)7% . (—2)}
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(h) f(.CC) 4(:05 (823 —5x2)
[f’(x) = 4o0s(82°52) 1 4. (—sin(82® — 52?)) - (242 — 10x)]

| _sin(a® +2)
X 1 _cos(x?’gi 2) - 3z* - 3" —sin(a® +2)- 3" - In3
|:f,($) — 329: :|

() f(z) = sin (x4 + 21;5) 7T
[f/(x) = COs ((L‘4 + 21'5) . (4;53 4 10%4) 7% 4 sin (1,4 + 2$5) 7 n 7}

°+9
(k) f(x):xezTgx

, 2¢ +9) - 4r+3 _ 2+9 .4x+3.4
[f (z) = (2 AL (e4f”(f3)2 o) }
/3.2
) fz) = 3re+7
cos
ron (3224 7)" S 6z-cosz— V32247 (—sinx)
fiz) = cos? x

8

(m) f(x) = cos (6’” . 3)

[f/(z) = —sin (6 - 2°) - (6" - In6 - 2° + 6" - 327)]
2’Inx
(n) _ f($)=772x
, 2-In 2+x2 z)—z2Inz-(— zlnz+x z)+22%Inz
f() (2 + ()7(72920)2) (=2) _ (221 +()7(72§))+2 1 ]
(0) B f(z) = \/33:—2—6 -
f/( ) \/ Bt (—1) = 2\/3?;—2 + 6271}
(p) B ( )
f@ﬁn%-“ﬁ”zﬂin
() B f(z)=cos(4 - z) [In(5z) + 62 + 1
f'(z) = —sin(4 — ) - (-1) - [In(52) + 62 + 1] + cos(4 — z) - ( -5+ \/ﬁ 6)}
x
() B f(x) = 21

2
. x T3 1-(42%+41)—z-8z
[f,(x)—é'<4x2+1> " (@112 }
3

© B f(z)=tg x; )
[f(x) =tg (3 -2 —2)
f(@) = 6052(51@—3) %

eVasinz (% -sinx 4+ /x - coswﬂ
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8. Hatarozza meg az alébbi fliggvények derivaltfiiggvényeit!

(@ V f(z)= sin(6z* — 42® + 5) - 1g 2

_f’(x) = cos(6zt — 423 + 5) - (2423 — 122?) - lg % + sin(6z* — 423 4 5) - S0 5z
OV )=
_f/(:r:) L)t (5) e - YT BT 3]
- ebz
(©) V f(x) = cos ( V3 930)
— —sin (V3 —9z) - ; (3—9z)7% - (—9)]
@ Vv f(z) = sin (2 + 22°) . 73742
[f'(z) = cos (x4 +22°) - (42® + 10z - 73772 1 gin (x4 +22°) - 732 . In 7 - 3]
3
©V f(r) = Z‘sz(iﬁ
, —sin(3z) - 3 €267 _ cos(3x) - 562 . (107 + 6)
f (l‘) - (6512+6x)2
BV f(z) = (2-82)° - tg(32%)
, 1
_f () =5-(2—8z)* (—8) - tg(3z?) + (2 — 8z)° - e 6x]
(9 V f(z)=sin <1°§§$)
_, logs ﬁ-ﬁ—log x-2x
f(x)zcos( :cg).<13 o 3 )]
(h) V f(x) = cos (\/—333 + 10)
= —sin (V=3z + 10) - % (—3z +10) "1 - (—3)}
(i)V f(z) = VIn(4z = 5)
, 1 2 1 .
(o) = 5 (e -5 )
9. Adja meg az aldbbi fiiggvények x( helyen vett érint6inek az egyenletét!
(@) B f(x) =% zg= g,D(f) =R [y = —bx + 7]
0 B fx) = In(3 1), mo:;mn:];;oo[ ly=3c2
3
(© B f(z) = —, w0 ==2,D(f) = R\ {0} [y =gz +1]

@ B f(z)=V7T—2+4, m9=3,D(f) =] — 00;7] [y = Lot 2]
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4
0 B f(z) = —+5, 20 ==3,D(f) = R\ {0} [v=—52+73]
(@ B f(x)=(-2+32) -5 20=1,D(f) =R [y = 9z — 13]
i) B f(z) =In(@? - 3), @0 = 2, D(f) =] — 00; —v/3[U]V3; o [y = 4o — §]
10. Trja fel a kovetkezd hozzarendeléssel adott fiiggvények o pontjdhoz tartozé érintdinek az egyen-
letét!
sinz — 3
(@ Vv f(x):ﬁ,xO:O,D(f)Z}—l;oo[ [Z/:%»T—?)]
b) V f(z) =21 4+4, 20=0,D(f)=R [y =1z +4]
V3x +3
© V f(@) = Y2 wy = 2,D(f) = [ Liso[\{0) [y=—32+3]
d V f(z)=(2x—1)sin(3z) +5, o =0,D(f) =R [y = =3z + 5]

11. V. Hol metszi az f(x) = 22 — 8z + 19 fiiggvény xg = 5 -beli érintsje az x tengelyt?
[az érint§ egyenlete: y = 2z — 6, az x tengelyt a (3, 0) koordindtdji pontban metszi]

12. V. Hol metszi az f(x) = v/x + 3 fiiggvény xo = —2 -beli érintGje az x és az y tengelyeket?
[az érintS egyenlete: y = 3z + 2, az x tengelyt a (—4,0), az y tengelyt a (0, 2) koordindtdji
pontban metszi]

13. V Irjafel az f(x) = 2 fiiggvénynek azt az érint&jét, amelyik dtmegy a Q(—1, —3) ponton!
[ Ha xg = —3, akkor az érintG egyenlete:y = —6x — 9
Ha z = 1, akkor az érint§ egyenlete:y = 2z — 1]

14. V. Hatdrozza meg az f(z) = In(z? + 6) fiiggvény 5y — 2x = 10 egyenessel parhuzamos
érint6jének az egyenletét!
[ Ha z¢ = 2, akkor az érintG egyenlete:y = % r—2)+1nl0
Ha z = 3, akkor az érints egyenlete:y = 2(z — 3) + In 15]

. 20 — 1

15. V TIrjafel az f(x) = ;
[ Ha xg = 1, akkor az érint$ egyenlete:y = 3x — 2
Ha z( = 3, akkor az érint8 egyenlete:y = 3z — 14]

fliggvény y = 3z egyenessel parhuzamos érintdjének az egyenletét!

16. V Irja fel az f(z) = 3z + 51lnx fiiggvény 4z — y = 3 egyenessel parhuzamos érintjének az
egyenletét!
[y =4(z —5)+ 15+ 5In5]

17. V TIrjafel az f (x) = 23 — 3% + 1 fiiggvény m = 9 meredekségii érintjének az egyenletét!
[ Ha ¢ = 3, akkor az érintS egyenlete:y = 9(z —3) + 1 = 9z — 26
Ha zo = —1, akkor az érint§ egyenlete:y = 9(x + 1) — 3 = 9z + 6]

. 2 4
18. V TIrjafelaz f(x) = (364_6)2
x J—

ly="T(x+10) — 12 =72 — L]

+ 7x fiiggvény m = 7 meredekségii érint6jének az egyenletét!
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19. Legyen h(z) = (2% — 22)'? . Milyen x-re lesz h'(z) = 0?
[Df =R,z =0,z =12 =2]

20. Legyen h(z) = (222 + 32%)3 . Milyen x-re lesz h/(x) = 0?
[Df =Rzx=—-5,z=-1z :O]

21. V. Legyen h(x) = $22+1

Dy =R,x=—1,2=1]

Milyen x-re lesz h/(z) = 0?

22. V  Legyen h(z) = In®(z% — 1) . Milyen x-re lesz //(z) = 0?
[Df =] — oo, —1[U]1, 00,z = —V2,2 = \/ﬂ

23. Hatarozza meg az aldbbi fiiggvények masodik derivaltfiiggvényét!

(a) flx) = =223 + 22 — 62 — 3
[f'(z) = =622 + 2z — 6, f" () = —122 + 2]
(b) V. f(z) = 2% cos(2x)
[f(z) = 2z cos(2z) — 22?sin(2z), f"(z) = (2 — 42?) cos(2z) — 8z sin(2z)]

24. Adott a fiiggvény els6 derivaltjanak képlete. Vizsgélja meg a fiiggvényt monotonitds szempontjabol!
Hol és milyen jellegli sz&ls6értéke van az fiiggvénynek?

@ B f(z)=2(2-2)’(z+3)% D(f)=R
Megoldas
f'(x) zérushelyei:—3; 0; 2
D(f)|]—o00;=3[|z=-3| |—3;0] =0 []0;2]| =2 12; 00]
/() - 0 — 0 T 0 -
f(z) | csokken, X csokken N\ | lok.min. | nd 7 | lok.max. | csokken\,
;o (204 8)° B
(b) B fi(z) = B D(f) = R\ {3}
Megoldéas
f'(x) zérushelyei:—4
() | —o0;—4[ | z=—-4 | | =43][| =3 |]3;00]
f(z) — 0 + nincs ért. +
f(z) | csokken™, | lok.min n,” | nincsért. | nd,
© B )= ETTBEZO0 ) i
Megoldas

f'(x) zérushelyei:2; 5
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D(f) | 112 x=2 |25 | 2=5 | ]5 00|
f(x) — 0 + 0 +
f(z) | csokken ™, | lok.min. | n6 | X ng
! -3 3 +1 ! T
@5 )= EEED e piy < ry (o)
Megoldas
f'(x) zérushelyei:—1;3
D(f) | ]=oos—1[|z=—1| ]-10[ | =0 10; 3[ =3 | ]300
f(x) - 0 - nincs ért. — 0 +
f(x) | csokken N\ X csokken N\, | nincs ért. | cs6kken \, | lok.min. | n§ *
(e) fl(x) = (z — 2)%*Inz, D(f) =]0; 0]
Megoldas
f'(x) zérushelyei:1; 2
D(f) J0; 1] r=1 | [1;2[ |z=2 ]200]
f(x) - 0 + 0 +
f(x) | csokken N, | lok.min. | n§ ~* X né N

7z

25. V. Hol van értelmezve, hol nd, hol csokken, hol és milyen jellegli sz€éls6értéke van az
f(x) = 22* — 823 fiiggvénynek?

26.

Megoldas
D(f)=R

f'(x) = 823 — 2422 = 822 (v — 3)
f'(x) zérushelyei: 0; 3

f(3) =54

D(f) | =000 | 0| ]0;3[ 3 J3; 0]
f(x) - 0 — 0 +
f(x) | csokken N\, | X | csokken “\ | lok.min. | n§

7z

V  Hol van értelmezve, hol n6, hol csokken, hol és milyen jellegli széls6értéke van az

1 1
f(z) = = + —; fliggvénynek?
r  x

Megoldas

D(f) = R\l{o}

f'@) =

2 a3

3

f'(x) zérushelyei: —2

—r —2
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D(f) []=o0;=2[| =2 |]—=20 0 105 oo
f(x) — 0 + nincs ért. -
f(z) | csokken “\, | lok. min | nd , | nincs ért. | csokken “\

27. V  Hol van égtelmezve, hol nd, hol csokken, hol €s milyen jellegii sz€ls6értéke van az
f(x) = 4dze™™ fiiggvénynek?
Megoldas
D(fy=R | , ,
f!(x) = 4™ +dwe™" (—22) = e~ (4 — 8z?%)

f'(x) zérushelyei: %; _% _

1 T .1 T T
D(f) ]_Oov_ﬁ[ _ﬁ ]_ﬁaﬁ[ V2 ]\/’700[
C) ~ 0 + 0 -
f(x) | csokken “, | lok.min. né N lok.max. | csokken “\

)=t ()t =
1) 4.1 !

fl5)=4-—F-e2=17T2
V2 V2
28. V  Hol van értelmezve, hol nd, hol csokken, hol és milyen jellegii szélséértéke van az
2
- x . ’
flz) = m fliggvénynek?
Megoldds
D(f) = R\{1}
fl(z) = —22(z=1)"-(2-2?)2(z=1) _ —2o(e—1)—(2-2)2 _ 224

(z—1)* (z—1)3 ICERE
f'(x) zérushelyei:2

D(f) | ] —o0;1] 1 11;2[ 2 125 00]
f(x) + nincs ért. — 0 +
f(x) nSé | nincs ért. | csoken N\, | lok.min. | ng *

f2)=-2
29. V. Hol van értelmezve, hol nd, hol csokken, hol és milyen jellegii sz€ls6értéke van az
6
flx) = 9327_7_1 fiiggvénynek?
Megoldas
D) =R
6(z2+1)—6x-2 —6a2
f/(SU) = (x(xh)rl)zx = = (22&?)2

f'(x) zérushelyei:—1; 1
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D(f) []=o0s=1[| =1 |]=11] 1 1; 0o
f'(z) - 0 + 0 -
f(z) | csokken “\, | lok.min. | n8 | lok.max. | csdkken ™\

F-1) =371 =3

30. V. Adja meg az f(z) = In(x? + 1)? fiiggvény értelmezési tartomdnyét! Vizsgilja meg a
fliggvényt monotonitds szempontjdbol! Hol és milyen jellegli szélséértéke van az fliggvénynek?
Megoldas
D(f)=R
f’(az)zmﬂ(ﬂ—i—l)ﬂmzﬁ
1/ (x) zérushelyei:0

D(f) | ] =000 0 ]0; o0
f'(z) - 0 +
f(z) | csokken N, | lok.min. | ng ~*

f(0)=0

31. V. Adjameg az f(z) = 22ex fliggvény értelmezési tartomanyat! Vizsgalja meg a fliggvényt
monotonitds szempontjabdl! Hol és milyen jellegli sz€éls6értéke van az fiiggvénynek?

Megoldéas

DI =R\(0} S
fl@)=22-ev + 2% ev - (—%) =2mer —er = e (2z— 1)
f'(x) zérushelyei:

D(f) | ]—000] 0 10; 1] =3 (1500l
f'(z) - nincs ért. — 0 I
f(x) | csokken N\, | nincs ért. | csokken Y\, | lok.min. | né *

f(3) = 3¢
32. V. Adjameg az f(x) = zlnx fiiggvény értelmezési tartomanyat! Vizsgélja meg a fiiggvényt
monotonitds szempontjabdl! Hol és milyen jellegli sz€éls6értéke van az fiiggvénynek?

Megoldas

D(f) =]0; 0] .

fllxy=Ilnz+z-—=lnz+1
x

1
f'(x) zérushelyei:—
e

D(f) | 10l : J 4500
f'(x) - 0 +
f(z) | csokken ~ | lok.min. | n§ *
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1y _ _ 1
Fle)=-¢

33. V. Adjamegaz f(z) = 22 In(z?) fiiggvény értelmezési tartomanyat! Vizsgélja meg a fiiggvényt
monotonitds szempontjabdl! Hol és milyen jellegli széls6értéke van az fiiggvénynek?

Megoldés

D(f) = R\ {0} 1

f'(x) =2z - In(z?) + 22 - el 2z = 2z (In(2?) + 1)

f(x) zérushelyei:—\}g; Le
D(f) ]—OO;—ﬁ[ _ﬁ ]_ﬁao[ 0 ]07 16[ ﬁ ]%,OO[
f(x) - 0 + nincs ért. - 0 +
f(x) | csokken ™, | lok.min. né | nincs ért. | csokken Y\ | lok.min. | n§

34. V. Adjameg az f(z) = In(—z? + z + 12) fiiggvény értelmezési tartomdnyat! Vizsgdlja meg a
fliggvényt monotonitas szempontjdbol! Hol és milyen jellegl szélséértéke van az fiiggvénynek?

Megoldas
D(f) =] - 3;14[ -

! —2T
f'(x) = 224z +12 (=22 +1) = —:p2+;—+12

’ 1
f'(x) zérushelyei:

D(f) [1=3i5[[ x=5 [ 134
fll@) |+ 0 -
f(z) | nd, | lok.max | csokken™\

f(z) =m (%)
35. V. Mekkoranak kell vélasztani egy 20cm keriiletdi téglalap oldalait, hogy teriilete maximalis

legyen? Mekkora ez a maximélis teriilet?
[a téglalap oldalai:5cm;5cm. A teriilet maximumadanak értéke tehat 25¢m?2.]

36. V. Két pozitiv szdm Osszege 1. A szorzatuk maximumaét keressiik.
5]

37. V. Egy termék iranti keresletet a ¢ egységar fiiggvényében K (t) = 2 fliggvény irja le.
Vizsgéljuk meg, hogy milyen egységdr mellett lesz a termék irdnti kereslet a legnagyobb?
[A feladat szovegébdl kovetkezik, hogy a termék utani keresletet megadé fiiggvény értelmezési
tartomanya csak a pozitiv valés szamok halmaza lehet.t=2]

38. V  Két pozitiv szdm szorzata 100. Melyik ez a két szam, ha 6sszegiik minimalis? Mekkora a
minimdlis Osszeg?
[poitiv szdmok:10;10. Minimalis 6sszeg 20.]
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39. V. Adott egy 3 és 4 egység befogdju derékszogili haromszog. Tekintsiik azokat a haromszogbe
irhat6 téglalapokat, amelyeknek egyik csiicsa a hdromszog derékszoge, az ezzel szemkozti cstcs
pedig az atfogodra esik. A legnagyobb teriiletd ilyen téglalapnak mekkorak az oldalai?

[a téglalap oldalai:2, % A maximalis teriilet 3 teriiletegység.]

40. V. Egy t6 egyenes partjan szeretnénk elkeriteni egy téglalap alaki telket. Ehhez 200 m drétfonat
all rendelkezésiinkre. A legnagyobb teriiletli téglalapot szeretnénk elkeriteni dgy, hogy a t6 fel6li
oldalon nem lesz kerités. Mekkoranak kell védlasztani az oldalait, hogy teriilete maximadlis legyen?
[A partra mer&leges oldal 50 m, a parttal parhuzamos oldal 100 m. ]

41. V. Valamely joghurt irdnti keresletet az f(x) = e~ %92¢+10 fijggvény fejezi ki, melyben = a
joghurt egységdra Ft-ban, f(z) pedig a hozza tartozé heti kereslet. Milyen egységar mellett lenne a
heti drbevétel maximalis? Mekkora heti kereslet tartozik ezen egységérhoz, s mekkora a maximalis
heti arbevétel?

[maximadlis drbevétel akkor érhetd el, ha a joghurt egységéra 50 Ft; f(50) = 8103;ilyen dron tehat
8103 darab joghurt adhaté el hetenként ]

42. V. Egy adott termék termelési koltségét a termelt mennyiség fiiggvényében az f(z) = 222 +
500000 fiiggvény adja meg, ahol  a termelt mennyiség, f(x) pedig ezen termékmennyiség eldallitasanak
a koltsége. Hatdrozzuk meg, hogy mekkora termelés esetén lesz az egy termékre jutd atlagkoltség
minimalis?
[Az atlagkoltség a termelési koltség és a termelt mennyiség hényadosa:@ = 2z + 5026&;
x = 500 a lokdlis minimumbhely, azaz a minimalis termelési atlagkoltség 500 darabos széridval

érhetd el]



