Motivacids példa:

Egy termék gyartasanal a hatarkoltség megmutatja, hogy az 6sszkoltség hogyan valtozik, ha a
termelés egy egységgel novekszik. Azaz a hatarkoltség a koltségfiiggvény derivaltja. Ha a
hatarkoltséget ismerjlik, akkor hogyan lehetne eldallitani a koltségfiiggvényt?

Egy termék eldallitasandl a hatdrbevétel azt mutatja meg, hogy miként véltozik a bevétel, ha
az eladasokat egy egységgel emeljiik. Azaz a hatarbevétel a bevételfiiggvény derivaltja. Ha
ismerjiik a hatarbevételt, fel tudnank irni a bevételfiiggvényt?

Amint lathato, tobb olyan problémaval talaljuk magunkat szembe, melyben ismeriink egy
fliggvényt, és olyan fliggvényt keresiink, aminek ez az ismert fiiggvény a derivaltja. Az
alabbiakban a matematika azon témakdrét ismerhetjiik meg, amely ezzel a problémaval
foglalkozunk.

Elméleti 6sszefoglalo:

Definicié: A F(x) fiiggvényta f(x) fiiggvény primitiv fliggvényének nevezziik, ha

F'(x)=f(x).

Egy f (X) fliggvénynek nem csak egy primitiv fiiggvénye van. Tekintsiik példaul a

f (X) =cos X fiiggvényt. Ennek nyilvan primitiv fiiggvénye a F (X) =sin X fliggvény, hiszen
(sin X)’ =cos X. De primitiv fiiggvény lesz a F, (x)=sinx+1 fiiggvény is, mert

(sinx—i-l)’ :(sinx)l +1'=cosX+0=cosX.
Sét, ha ezt igy meggondoltuk, akkor azt mondhatjuk, f (X) -nek végteleniil sok primitiv

fliggvénye van, mert barmilyen konstanst hozzaadhatunk sin X -hez, mindenképpen olyan
fiiggvényt kapunk, aminek derivaltja cos X, hiszen a konstans derivaltja 0 lesz. Ezek alapjan
az alabbi tételt fogalmazhatjuk meg.

Tétel: Haaz f (X) fliggvénynek primitiv fliggvénye a F (X) fliggvény, akkor barmely
F(x)+c fiiggvény is primitiv fiiggvénye, ahol ceR.

Felvetddik azonban a kérdés, hogy ilyen médon megkaphatunk-e minden olyan fiiggvényt,
ami primitiv fliggvénye f (X) -nek? A valasz erre igen, ezt is megfogalmazhatjuk egy
tételben.

Tétel: Ha F,(x) és F,(x) is primitiv fiiggvénye f (x)-nek, akkor F, (x)—F,(x) konstans
fliggvény.

Amint lathatjuk, egy f (X) fiiggvény primitiv fiiggvényei egy halmazt alkotnak, s ezen

halmaz barmely két eleme csak egy konstansban tér el egymastol. Elég tehat egy elemet
ismerniink ebbdl a halmazbdl, mert akkor az 6sszes elemet megkaphatjuk ezen elembdl
kiilonb6z6 konstansok hozzdadasaval. Mivel a primitiv fliggvények halmazat ilyen
egyszerlien megkaphatjuk, ezért egy fogalmat definialunk.



Definicié: Az f(x) fiiggvény primitiv fiiggvényeinek halmazat az f (x) fiiggvény

hatérozatlan integraljanak nevezziik, ¢és j f (X) dx -szel jeloljiik.

Ha F(x) egy primitiv fiiggvénye f (x)-nek, akkor j f (x)dx=F (x)+c, ahol c tetszdleges
konstans.
Amint a fentiekbdl lathatd, a hatarozatlan integralas vagy masképp a primitiv fliggvény

keresés a derivalas megforditdsanak tekinthetd. Ezért a tovabbiakban ugy haladhatunk, hogy
tekintjiikk az alapderivaltakat, és azokat megforditva az igynevezett alapintegralokat kapjuk.

Példaul azt az alapderivaltat, hogy (sin X)' =CcoSX az _[ cos Xdx =sin X+C formaban forditjuk

meg, ¢és irjuk alapintegralként. Néhany esetben a megforditason egy kicsit alakitunk. Példaul
ha a (cos X)' = —sin X alapderivaltbol indulunk ki, akkor az egyszerti megforditas

J-—sin XxdX = cos X+ C lenne, de ezt inkabb Isin Xdx =—cos X+ formaban irjuk, hiszen

o P , ' 1 s
nyilvan (—cosX) =sinX is igaz. Hasonloan a (ctgx) = ———— alapderivaltbol az
sin® X

J‘ ——dXx = —ctg X +C alapintegralt kapjuk.
sin” X

Az igy kapott alapintegralokat egy tablazatban foglaljuk 6ssze. Ez 1ényegében az

alapderivaltak tablazatanak megforditasa, olyan aprobb valtoztatasokkal, amikrdl fentebb
irtunk.

Az alapintegralok tablazata:
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N¢éhany alapintegrallal kapcsolatban szeretnénk megjegyzést tenni. Az egyik a hatvanyok

a+l

+¢, a e R\ {~1} alapintegral. Itt arra hivjuk fel

. 12 . X
integralasra vonatkozo I x“dx =
o+l

nyomatékosan a figyelmet, hogy a —1-edik hatvany kivétel. Bar a hatvanyokat altalaban tgy
integraljuk, hogy a kitevit eggyel megndveljiik, €s osztunk az 0j kitevdvel, a —1-edik hatvany
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esetén nem ez torténik. Mivel X' = — a természetes alapu logaritmus, azaz In X derivéltja,
X

1 . . . . .
ezért az I —dx =1In x+c alapintegralt kapjuk. Ez csak pozitiv X -ekre igaz, hiszen a
X
logaritmus csak ekkor értelmezhetd. Belathat6é azonban, hogy negativ X -ek esetén
J-ldx =In (—X) +C igaz, s ezt egyiittesen J.ldx = 1n|X| + ¢ forméban foglalhatjuk 0ssze. Ez
X X

igy mar pozitiv €s negativ X -ekre is igaz.

Az alapintegralok megismerése utan jo lenne, ha ahhoz hasonlé szabalyokat is
megfogalmazhatnank, mint amilyenek a derivaldsnal szerepeltek, mert akkor az
alapintegralokbol miiveletekkel képezett fiiggvényeket is tudnank integralni. Nézziik milyen
szabalyok igazak a primitiv fliggvényekre.

Tétel: Haaz f(x) fiiggvénynek létezik primitiv fiiggvénye, akkor a k- f (X), keR

fliggvénynek is 1étezik primitiv fliggvénye, és Jk f dX K- J

Bizonyitas: Legyen F(x) egy primitiv fiiggvénye f (x)-nek, azaz F'(x)= f (x), vagy
masképp J‘ x)dx = F(x)+c. Ekkor nyilvan k-F’(x)=k- f (x), ami azt jelenti, hogy
k-F'(x) egy primitiv fiiggvénye k- f (x)-nek, azaz

[k f(x)dx=k-F(x)+c=k- [ f(x)dx

A tétel masképp ugy fogalmazhato, hogy integralas soran konstans szorzo6 kiemelhetd az

integralbol.

Tétel: Haaz f(x) és g(x) fiiggvényeknek létezik primitiv fliggvénye, akkor az
f(x)+g ( ) fliggvénynek is létezik primitiv fiiggvénye, és

J.f( X)dx = j dx+jg

Bizonyitas: Legyen F(x) az f(x) és G(x) a g(x) egy-egy primitiv fiiggvénye, tehat
F'(x)=f(x) és G'(x)=g(x), vagy I f(x)dx=F(x)+c és Ig x)dx =G (x)+c. Ekkor
nyilvan (F(X)+G(X))I =F'(x)+G'(x)=f (x)+9g(x), azaz F(x)+G(x) primitiv
fiiggvénye f(x)+g(x )-nek tehat

J'f(x)+g(x)dx F(x)+G(x)+c= I dx+J'g

Ezt a tételt fogalmazhatjuk meg ugy is, hogy fiiggvények Osszegét tagonként integralhatjuk.
A fenti két tételbc’Sl nyilvén az is kévetkezik, hogy fliggvények kiilonbsége esetén

J'f X)dx = J. X) dx — J'g

A derivalasnal ezutan az kovetkezett, hogy a fliggvények szorzatdra, hanyadosara és az
Osszetett fliggvényekre is sikeriilt derivalasi szabalyt talalnunk. Ezek a derivalasi szabalyok
barmilyen szorzat, tort vagy Osszetett fliggvény esetén alkalmazhatoak voltak. Sajnos az



integralasnal ilyen szabalyok nincsenek. Nem lehet kimondani olyan 0sszefliggést, amelynek
segitségével barmilyen fiiggvények szorzata, vagy hanyadosa, vagy kompozicidja integralhatd
lenne. A késObbiekben megismeriink majd szabalyokat, melyek segitségével fliggvények
szorzatat integralhatjuk, de ezek a szabalyok nem alkalmazhatok barmilyen fliggvények
szorzata esetében, csak bizonyos specialis esetekben. Megismeriink majd olyan szabalyt is,
amit fliggvények hanyadosanak integraldsara hasznalhatunk, de csak bizonyos specialis
tortekre alkalmazhato. Specialis 0sszetett fliggvényekre is lesz majd integralasi szabaly, de azt
sem lehet altalanosan alkalmazni minden sszetett fiiggvényre. Eppen ezért az integralas tobb
talalékonysagot igényel majd, mint amire a derivalasnal sziikség volt.

Kidolgozott feladatok:

1. feladat: Hatarozzuk meg az f (x)=3x"—2sinx+8e” fiiggvény hatarozatlan integraljat,

azaz I3X4 —25sin X+ 8e” dx -et!

Megoldéas: Mivel fiiggvények Osszegét illetve kiilonbségét kell integralnunk, ezért tagonként
végezhetjiik el az integralast. Igy hdrom integralt kapunk.

J.3x4 —2sin X +8e* dx = J.3x4 dx—.[zsinxdx+_|'8eX dx
Az egyes integralokbol a konstans szorzokat kiemelhet;jiik.
j3x4 dx—jzsinxdx+_[8eX dx = ?;_[x4 dx—2.[sinxdx+8_[ex dx

Mar csak alapintegralok szerepelnek, melyeket egyszeriien behelyettesitiink. Az elsd részben

a+l

1+C, OLER\{—]}

. . X
egy hatvanyfiiggvényt kell integralnunk, igy itt az I X“dx =
o+

alapintegralra hivatkozva eggyel megnoveljiik a kitevot, s osztunk az 0j kitevovel. A masodik
részben az J-sin X dx = —cos X + €, a harmadikban pedig az jexdx =e* +c alapintegralra

hivatkozunk.
4 . X XS X 3 5 X
3jx dx—2J.s1nxdx+8J.e dx:3?—2(—cosx)+8e +c:§x +2cosX+8e*+c¢C

Nem irjuk ki mindegyik rész integralasanal kiilon-kiilén a c integracids konstanst, mert C
barmilyen valds értéket felvehet. Ha tobbszor szerepelne, akkor a konstansok dsszege is egy
konstans lenne, ami barmilyen valos értéket felvehetne. Ezért elég mindig csak egyetlen
konstanst irnunk a primitiv fliggvény utan.

2. feladat: j 74/x dx

Megoldas: Els6 1épésként a konstans szorzot emeljiik ki az integralbol.
j7 Yxdx=7 I 4 dx
Az alapintegralok kozott a kiilonbozd gyokok a hatvanyokban szerepelnek. A derivalasnal is

az tortént, hogy a gyokoket tortkitevos hatvanyként irtuk, €s hatvanyként felirt alakot
derivaltuk. Most ugyanigy jarunk el az integralds soran is.

7J.{‘/§dx=7j'x‘l*dx

Ezutan mar hivatkozhatunk az .[ X*dx =

o+l

+C, ae R\{—l} alapintegralra.
o+1



1 4 3
7J'x4 dx:7i(—+c:7x—+c:§x4 +c_—8<‘/F+c.
Az eredményt irhatjuk tortkitevds hatvanyként, vagy gyokos formaban is.
3. feladat: I%dx
X

Megoldas: Kezdjiik most is a konstans szorzé kiemelésével.
j% dx=6 LS dx

X X
Az integraland6 fliggvényben, amit integrandusnak is szoktak hivni, most egy hatvany
reciprokat latjuk. Ezt felirhatjuk negativ kitevds hatvany formajaban, s igy ismét csak egy
hatvanyt kell majd integralnunk. Ugyanigy jarhattunk el az ilyen fiiggvények derivalasakor is.

1 s
6!; dx = 6J X~ dx
A hatvany integralasakor most is noveljiik eggyel a kitevot, és osztunk az 0j kitevovel.

—5+1 X
6Ix’5dx=6 +Cc= 6—+C—£X +c_—%i+c
X

-5+1 —4 —4
Az eredményt most irhatjuk negativ kitevds hatvany, vagy tort formajaban is.

4. feladat: j{/x-\/; dx

Megoldas: Az integralast ebbdl az alakbol nyilvan nem tudjuk végrehajtani, ezért elészor
atalakitjuk az integralando fiiggvényt. A gyokoket irjuk at tortkitevos hatvannya, amint azt
egy korabbi feladatban tettﬁk.

N—dx j(x x;J

Végezziik el a zarojelen beliil a szorzast. Azonos alapu hatvanyok szorzasa esetén egyetlen
hatvanyt kapunk, melyben a kitevok 6sszeadddnak.

Most egy hatvanyt tovabb hatvanyozunk. Ha ezt egyetlen hatvanyként irjuk, akkor a kitevok
szorzodnak.

j( 3} dx = szsdx jxlodx

Az integrandust sikeriilt egyetlen hatvannyd alakitunk, igy végre tudjuk hajtani az integralast.
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Az eredmény most is tobb alakban irhato. Hagyhatjuk tortkitevds hatvanyként, de irhatjuk
gy0kos formaban is.



A feladatbol lathato, hogy az integrandus megadott alakjabol nem lehet elvégezni az
integralast. De az atalakitdsok utan mar olyan formaban kapjuk meg a fliggvényt, ami
egyetlen alapintegral. Az integralasi feladatokban nagyon sokszor nem az okozza a fejtorést,
hogy magat az integralasi 1épést hogyan hajtsuk végre, hanem hogyan készitsiik el6 az
integralast, azaz milyen modon alakitsuk at az integrandust az integralas el6tt. Az atalakitasok
soran nagyon gyakran olyan azonossadgokra hivatkozunk, amelyek a kdzépiskolabol ismertek.
Kiilondsen szeretnénk kiemelni a hatvanyozas azonossagait, mert a hatvanyok gyakran
fordulnak eld, s atalakitasukra tobb azonossagot is ismeriink.

5. feladat: I(3x2 + 1)(5x —4)dx

Megoldas: Az integrandusunk most egy szorzat. Amint az korabban szerepelt, ilyen esetben
nincs altaldnosan alkalmazhato integralasi szabaly. At kellene ezért alakitanunk ugy a
fiiggvényt, hogy mar ne szerepeljen szorzas. Végezzik el a szorzast, azaz bontsuk fel a
zardjeleket.

[(3x +1)(5x—4)dx = [15x° —12x" + 5x—4dx =

Egyszertli polinomot kaptunk. Ekkor tagonként integralhatunk. Az egyes tagokbol a konstans
szorzdkat kiemelhetjiik.

j15x3 — 12X + 5% — 4dx =15jx3dx—12jx2dx+5jxdx—4j1 dx =

Alkalmazzuk a hatvanyfliggvényekre vonatkozé integralasi szabalyt.
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1525 12X 45X axic=152 —ax 155 _axac
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6. feladat: I2X+—2X_3dx
X

Megoldas: Az integraland6 fiiggvény most egy tort. Sajnos a tortekre sincsen minden esetben
hasznalhato integraldsi szabaly. Mivel a tort szamlalojaban Osszeg illetve kiilonbség all, a
tortet tobb tortre bonthatjuk Ggy, hogy az egyes tagokat kiilon-kiilon osztjuk a nevezdvel.

2X* +x-3 2x° X 3
J' v dx:J' v dx+J-Fdx—.|'?dx
Ahol tudunk egyszerisitsiink és a konstans szorzokat emeljiik ki az egyes integralokbol.

jzdx+j§dx—j%dx:2j1 dx+_[§dx—3_[%dx

Az elsO két tag egyszerli alapintegral, nem kell mar tovabb alakitani. A harmadik tagban egy
hatvany reciproka szerepel, amit negativ kitevos hatvanyként irhatunk fel.

1 3 .0 1 o
J.2dx+J.;dx—J'7dx = 2J'1 dx+_|.;dx—3j'x dx
Mar csak egy-egy hatvanyt kell integralnunk.

-1
2J'1 dx+’|.ldx—3jx‘2 dX:2X+ln|X|—3X—+C=2X+ln|X|+E+C
X -1 X

7. feladat: Egy termék gyartasa soran X mennyiség esetén a hatarkoltség C'(x) = 6X+4.
Hatarozzuk meg a koltségfliggvényt, ha tudjuk, hogy a fix koltség éppen 30?



Megoldas: A hatarkoltség megmutatja az Osszkoltség valtozasat, ha egy egységnyivel
noveljiik a termelést. Tehat a keresett C (X) koltségfliggvény derivaltja éppen C'(X) =6X+4.
Azt mar tudjuk, hogy végtelen sok olyan fiiggvény adhato, aminek a derivaltfiiggvénye éppen
6X+4 . Most azt kellene megkeresni a sok fliggvény kozott, amelyiknek X =0 esetén
(amikor nincs termelés) éppen 30-t vesz fel helyettesitési értékként, azaz C (O) =30. Kezdjiik

most is a feladat megoldasat a primitivfiiggvények eldallitasaval. Az integracios konstanst a
félreértések elkeriilése végett jeloljiik most k -val.

j6x+4dx =3x* +4x+k

A X =0 behelyettesitésével kapjuk, hogy C(0)=k =30. Tehat a keresett koltségfiiggvény
C(x)=3x*+4x+30



