Elméleti 6sszefoglald: A hatarozott integral nem csak olyan alakzatok teriiletének
meghatarozasat teszi lehetove, melyek egy fiiggvény grafikonja és az X -tengely kozott

helyezkednek el, hanem mas gorbékkel hatarolt alakzatokét is. Ha példaul a folytonos f (X)
és g (X) fiiggvények grafikonjai nem metszik egymast az [a, b] intervallum belsejében, akkor

a fiiggvények grafikonjai, valamint az x =a és X =b egyenesek altal hatarolt sikrész teriilete,
vagy maképp fogalmazva a fiiggvények grafikonjai kozti teriilet az [a, b] intervallumon a

kovetkezd:
b

If(x)—g(x)dx.

a

T =

Ha tudjuk, hogy az [a,b]-n f(x)>g(x), akkor az abszolut érték elhagyhato, hiszen

f (x)—g(x) nem negativ értéki fiiggvény az [a,b]-n. Az allitas helyességét az egyszertiség
kedvéert f(x) és g(x) [a,b]-n pozitiv fiiggvények esetén az alabbi dbra segitségével
lathatjuk be.
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Ezen lathat6, hogy az J‘ f (X) dx megadja a pirossal és kékkel jelolt alakzatok teriiletének

a

Osszegét, az I g(x dx pedig csak a piros alakzat teriiletét. A kékkel jelolt sikrész teriilete igy

a

a kettd kiilonbsége, tehat: T = I x)dx — '[g X)dx . A hatarozott integral tulajdonsagai

kozott szerepelt, hogy azonos 1nterva11urnon vett integralok kiillonbsége megegyezik a
ﬁiggvények kﬁlénbségének integrélj aval, azaz:

T.f dxjgdxj

Két fuggveny graﬁkonja koz‘u teriiletet tehat ugy kapjuk, hogy a nem kisebb fliggvénybol
kivonjuk a nem nagyobbat, s kiilonbséget integraljuk.

Lényegében ugyanigy jarhatunk el, ha két fiiggvény grafikonja altal kozrezart sikrész teriilete
a kérdés. Az ilyen alakzat a grafikonok metszéspontjai kozott helyezkedik el, amint az alabbi
abran lathato.



Ilyenkor elészor meg kell oldanunk az f (x)=g(x) egyenletet. Ezzel kapjuk meg a
metszéspontok helyét, azaz a-t és b -t. Ezek utan az [a,b]-n nem kisebb fliggvénybdl

kivonjuk a nem nagyobbat, s kiillonbséget integraljuk [a, b] -n.

Kidolgozott feladatok:

15. feladat: Mekkora az f (x)=4x—x*+1 és g(x)= 1 fiiggvények grafikonjai k6zotti
X

terlilet az [1,4] intervallumon.
Megoldés: Készitsiink egy abrat a két fliggvényrdl a megadott intervallumon. Ha kiszamoljuk
a két figgvény értékét az intervallum végpontjaiban, akkor a gorbék jelleg alapjan konnyti

elkésziteni az abrat.
f(1)=4-1-1"+1=4

f(4)=4-4-4+1=1

9(1)=1=1

Az f(x) grafikonja egy konkav parabola, g(x) grafikonja pedig hiperbola. Illessziink ilyen

gorbéket a meghatarozott pontokra.

. )

Amint lathat6, a megadott intervallumon beliil nem metszi egymast a két fiiggvény. igy
egyszertien venniink kell a két fliiggvény kiilonbségét, s azt kell integralnunk a megadott



intervallumon. Mivel tudjuk, hogy az adott intervallumban f (x)> g(x), igy ha az

f (x)—g(x)kiilonbséget vessziik, akkor nincs sziikség abszolit értékre.
4
1
T =|(4x—x>+1)——dx
s

Hatéarozzuk meg a primitiv fliggvényt.
4

¢ 1 X’
T :I(4x—x2 +1)——dx =[2X* = —+x-InX
1 X 3 1
Helyettesitsiik be az integralasi hatarokat, és vegyiik a helyettesitési értékek kiilonbségét, és
végezziik el a miiveleteket.

3 4 3 3
T :{2x2 —X?+x—lnx} =[2-42 —%+4—1n4)—(2-12—%H—lnl]:

1
:(32—63—4+4—1n4j—(2—§+1—0j=12—ln4z10.61

A kérdéses teriilet tehat kozelitoleg 10.61 egység.

17. feladat: Mekkora teriiletii sikrészt zarnak kozre az f (x)=x> -1 és g(x)=1-x
fiiggvények grafikonjai?

Megoldas: Mivel két gorbe altal kozrezart sikrész teriilete a kérdés, ezért meg kell
hataroznunk a metszéspontjaikat. Oldjuk meg tehat az f (X) =0 (X) egyenletet.
, , —1x 1P -4-1-(=2) (1
X =l=1-X & X" +x-2=0 = X, = =
’ 2-1 -2
A kérdezett teriiletet ezutdn ugy kaphatjuk, hogy a két fliggvény kiilonbségét integraljuk a két
metszéspont kdzott, azaz a [—2,1] intervallumon, s vessziik az integral abszolut értékét. Ha

azonban el tudjuk donteni, melyik fliggvény nagyobb az intervallum belsejében, és a nagyobb
értékil fliggvénybdl vonjuk ki a kisebb értékiit, akkor nincs sziikség az abszolut értékre. Ha
készitiink egy abrat, akkor arrdl ezt le tudjuk majd olvasni. Az intervallum végpontjaiban a

két fliggvény most ugyanazon értékeket veszi fel. Mivel g (X) az egyszerubb, igy ebbe
célszerii helyettesiteni.

f(-2)=g(-2)=1-(-2)=3

f(1)=g(1)=1-1=0
Az f (X) masodfoku fliggvény, grafikonja konvex parabola, g (X) elséfoku, grafikonja

egyenes. Ezek utdn mar kdnnyii egy jo abrat késziteni.



A [-2,1] intervallum belsejében lathatéan g (x)> f(x), ezérta g(x)— f (x) fiiggvényt
integraljuk, s igy nem lesz sziikség abszolut értékre.

1 1

T= j(l—x)—(xz —l)dx: J'Z—x—x2 dx
-2 )

Hatéarozzuk meg a primitiv fliggvényt.

1 NN 1
T= Iz—x—xz dX:{ZX————}
s 2 3 .,

Helyettesitsiik a hatarokat, és vegyiik a helyettesitési értékek kiilonbségét, és végezziik el a
muveleteket.

ot () (a2 ).
(1) a2

A két grafikon altal kozrezart teriilet tehat 4.5 egység.



