Tovabbi kidolgozott feladatok:
1. feladat: I\/;(Sx—si/;)dx

Megoldéas: Az integrandusunk most egy szorzat. Amint az korabban szerepelt, ilyen esetben
nincs altalanosan alkalmazhat6 integraldsi szabaly. At kellene ezért alakitanunk gy a
fliggvényt, hogy mar ne szerepeljen szorzds. Amint a korabbiakban, irjuk at most is a

gyokoket tortkitevés hatvannya, majd Végezzﬁk el a szorzast, azaz bontsuk fel a zarojelet.
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Az integrandus mindkét tagjaban azonos alapu hatvanyok szorzata all, melyeket egyetlen
hatvanyként is irhatunk. A kitevok ekkor 6sszeadddnak.
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Sikeriilt elérniink, hogy mar nincs fliggvények szorzasa, hanem csak kiilonbsége. Ekkor
tagonként integralhatunk. Az egyes tagokbdl a konstans szorzokat kiemelhetjiik.
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A két hatvanyt immar kiilon-kiilon integraljuk.
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Mivel tortkitevds hatvanyokat integraltunk, az eredmény most is irhatd hatvanyként és gyokos
alakban is.

4x — 9\/_+6

2. feladat: I dx

Megoldéas: Az integraland6 fiiggvény most egy tort. Sajnos a tortekre sincsen minden esetben
hasznélhato integraléasi szabdly. A fliggvényt ezért ismét atalakitjuk az integréalés eldtt. Elsd
Iépésben a gyokot irjuk hatvanyként.
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Mivel a tort szamlalojaban 0sszeg illetve kiilonbség all, a tortet tobb tortre bonthatjuk ugy,

hogy az egyes tagokat kiilon- kﬁlén osztjuk a nevezdvel.
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A konstans szorzokat ezutan klemelhetjuk az egyes integralokbol.
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Az els6 két tagban azonos alapu hatvanyok hanyadosa all, amiket egyetlen hatvannya
alakithatunk. Ekkor a kitevok kiilonbségét kell venniink. A harmadik tagban egy hatvany
reciproka szerepel, amit negativ kitevds hatvanyként irhatunk.
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Mar csak egy-egy hatvanyt kell integralnunk. Vigyazzunk azonban, mert az els6 tagban éppen
x~" 4ll, aminek integralasa kiilonbozik a tobbi hatvany integralasatol. Eppen ezért, ez ne is

irjuk hatvanyként, hanem inkabb 1 alakban.
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Most hajtsuk végre az integralasokat.
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Mint 4altalaban az ilyen feladatoknal, az eredmény most is tobb alakban adhaté meg.

3. feladat: Hatarozzuk meg azon véges sikrész teriiletét, melyet a koordinatarendszer két
tengelye és az f (x)=x’—8 fiiggvény grafikonja hatarol.

Megoldas: Készitsiink egy abrat a fliggvényrol, hogy lathassuk, hogyan is helyezkedik el a
kérdéses alakzat a koordindtarendszerben. Az dbrazolas kénnyfi, hiszen az x* grafikonjat kell
8 -cal lefelé eltolnunk az y -tengely mentén.
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Amint lathato, a negyedik siknegyedben van olyan sikrész, ami a feladat feltételeinek
megfelel. Nyilvan sziikségiink van arra, hogy meghatdrozzuk, hol metszi a fliggvény
grafikonja az X -tengelyt. Az dbrarol sejthetd, hogy X =2 a zérushely, s ez a fiiggvénybe

helyettesitéssel konnyen ellendrizhetd is. Természetesen az X° —8 =0 egyenletet is
megoldhatjuk, s ezzel is igazolhatjuk, hogy 2 -nél van a metszéspont. Igy egyértelmii, hogy az

alakzat a [0, 2] intervallumon talalhat6. Mivel itt a fliggvény negativ értékeket vesz fel, igy a

tertiletet a fliggvény ezen intervallumon vett integraljanak —1-szerese adja.
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Hatédrozzuk meg a primitiv fliggvényt.
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Helyettesitsiink a Newton-Leibniz-szabalyba, és hajtsuk végre a miiveleteket.
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4. feladat: Mekkora teriiletii véges sikrészt zarnak kozre az f (x)=x’+x és g(x)=>5x

fliggvények grafikonjai?

Megoldéas: Mivel két fiiggvénygrafikonja altal kozrezart sikrész teriilte a kérdés, igy el6szor
meg kell hatdroznunk, hol metszik egymast a grafikonok. Oldjuk meg az f (x)=g(x)
egyenletet.
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Ha az els6 tényez0 nulla, akkor az X =0 megoldast kapjuk.

H a mésodik tényez6 nulla, akkor x> =4, amibdl vagy X =2 vagy X =—2.

A két fliggvény grafikonja tehat 3 helyen is metsz egymast. Ez azt jelenti, hogy a két grafikon
altal kozrezart alakzat két részbol all, mert van kdzrezart alakzat az elsé két metszéspont €s a

masodik két metszéspont kozott is. Ezt jol lathatjuk, ha abrdzoljuk a két fiiggvényt. Az
abrazolashoz célszerii meghatarozni a fiiggvények értékét a metszéspontokban. Ezeken a

helyeken a két fliggvény azonos értéket vesz fel. Mivel ¢ (X) az egyszeriibb fiiggvény, igy
célszerli abba helyettesitve szamolni.

f(~2)=g(-2)=5-(-2)=-10

£(0)=g(0)=5-0=0

f(2)=g(2)=5-2=10
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A kérdéses teriilete két integrallal hatarozhatjuk meg. Mivel a [—2, O] intervallum belsejében
f (x) > g(x), ezért ezen az intervallumon integraljuk az f (x)—g(x) figgvényt, s mert a
[0,2] intervallumon g(x)> f (), ezért ezen az intervallumon integraljuk az g(x)— f (x)

fliggvényt. A teriilet a két integral 0sszege lesz.
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T= I(x3 +x)—5xdx+j5x—(x3 + x)dx = I X’ —4xdx+J.4x—x3 dx
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Hatarozzuk meg a primitiv fiiggvényeket.
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Helyettesitsiik az integraldsi hatarokat a megszokott médon, és végezziik el a miiveleteket.
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=(0-(4-8))+((8-4)-0)=4+4=8

A kozrezart alakzat teriilete tehat 8 egység.

A feladatot egy integral kiszamolasaval is megoldhatjuk, ha kihasznaljuk azt, hogy a
kozrezart alakzat két része szimmetrikus az origéra. Ekkor elég az egyik integralt
kiszamolnunk, és annak dupldjat venni. Szimmetrikus alakzatok esetén igy csokkenthetjiik a
szamolds mennyis¢gét.




