Bodo Beita 1

Tobbvaltozos fliggvények

1. Tekintsiik a kovetkezd kétvaltozés fiiggvényt: f(z,y) = x?y — o + 2y. Szamitsa ki az
f(1,2), f(2,1), f(3, 3) helyettesitési értékeket!

Megoldds: f(1,2) =5, f(2,1) =4, f(3,3) =30

2. Tekintsiik a kovetkezs kétvaltozos fiiggvényt: f(z,y) = xlny. Szdmitsakiaz f(—1,1), f(1,—-1)
helyettesitési értékeket!
Megoldds: f(—1,1) = 0, a fiiggvény a (1, —1) pontban nincs értelmezve

3. Hatdrozza meg az f(x,y) = In(z — 2y) kétvéltozods fliggvény értelmezési tartomanyat!
Megoldds: x — 2y > 0

4. B Hatdrozza meg az f(x,y) = /4x + y — 2 kétvaltozos fiiggvény értelmezési tartomanyat!
Megoldds: 4x +y—2>0

)/
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5. Hatdrozza meg az f(x,y) = /4 — 22 — y? kétvéltozos fiiggvény értelmezési tartoményat!
Megoldds: 4 — 2> — y?> > 0

A

A 4

6. B Hatdrozza meg az f(z,y) = /x? — y kétvdltozos fiiggvény értelmezési tartomdnyat!
Megoldds: x> —y > 0

x
A 4

7. B Hatérozza meg az f(z,y) = In(2? — 4z + y? + 2y — 4) kétvaltozos fiiggvény értelmezési
tartomanyét!
Megoldds: 1°> — 4z +y> + 2y —4 > 0 — (v — 2)% + (y + 1)? > 9:kor kozéppontja: (2; —1),
sugara: r = 3
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8. B,V Hatirozza meg az f(x,y) = eVY"3 + In(x — 1) kétviltozés fiiggvény értelmezési tar-
tomdny4t!
Megoldds: y+ 3> 0,2 —1>0

x
\ /

In(2? + y? — 25)

VT +y
Megoldds: 1> +y*> — 25> 0,2 +y >0 (\/Ja+y #0,2+y > 0)

9. B,V Hatdrozzamegaz f(x,y) =

kétvaltozos fliggvény értelmezési tartomanyat!
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10. B,V Hatdrozzamegaz f(x,y) = lg(9—2%—y?)++/z + 1 — y kétviltozés fiiggvény értelmezési
tartomdnyét!
Megoldds: 9 — 2> —y> >0,z +1—y >0

y

11. B,V Hatérozza meg az f(z,y) = /a2 +y? — 16 + 2z kétvéltozés fiiggvény értelmezési
tartomanyét!
Megoldds: x> + y> — 16 > 0,22 > 0
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A 4

12. V Hatdrozzameg az f(z,y) = v/x2 + y? — 9—In(y — 22 — 1) kétviltozés fiiggvény értelmezési
tartoményat!
Megoldds: z> +1y> —9>0,y —22—1>0

y

7 .
13. V. Hatdrozzamegaz f(z,y) = —————+1/36 — 22 — y? kétvaltozos fiiggvény értelmezési
2 +y? — 16

tartomanyét!
Megoldds: 2+ y> — 16 > 0,36 — 2% — y2 > 0
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y

14. V Hatdrozza meg az f(x,y) = In(x +y + 1) + /2% + y — 1 kétvaltozoés fiiggvény értelmezési
tartomdnyét!
Megoldds: x+y+1> 0,22 +y—1>0

y

In(y + 22 + 2)

/—p2 y2 + 16

Megoldds: y + x> +2 >0, —2% — y> + 16 > 0

15. V Hatdrozzamegaz f(x,y) =

kétvaltozos fliggvény értelmezési tartomanyat!
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y

16. V  Hatdrozza meg az f(x,y) = arccos(z? + y? — 4y — 1) fiiggvény értelmezési tartomanyat!
Megoldds: —1 < 2% + 3> —dy —1<1 =22+ (y—2)2>4és2’+ (y—2)2<6

A
y

. x 4 L s P s I
17. V. Hatdrozza meg az f(z,y) = log, () kétvaltozos fiiggvény értelmezési tartomanyat!
(Y

Megoldds: % >0
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18. V Hatdrozza meg az f(x,y) = In(zy + x) kétvaltozos fiiggvény értelmezési tartomdnyat!
Megoldds: vy + x > 0, azaz x(y + 1) > 0

A
y
0 e
-
PARCIALIS DERIVALAS
19. Hatirozza meg az f(x,y) = 2% siny fliggvény elsérend(i parcidlis derivalt fiiggvényeit!
Megoldads:
fo(z,y) =2z - siny; fy(z,y) = 2* - cosy
20. Hatérozza meg az f(x,y) = 2%y — x> fiiggvény els6rendii parcidlis derivalt fiiggvényeit!
Megoldds:

folwy) =20y —1-9° =20y — ¢°; fy(2,y) = 2% - 1 — 2 -y = 2® = 3ay®
21. B,V Vegyiik az alabbi kétvaltozds fliggvényt:

f:R2—>R,f(x,y):x2y—a:y3+x
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22.

23.

24.

25.

26.

27.

Szamitsa ki f; (1,2) és f, (1,2) értékeit! Majd képezze az 6sszes masodrendii parcidlis derivaltat!
Megoldds:

Folwny) = 2 = 20y — g+ 1, £o(1,2) =2-1-2— 25 11 = 3

Iz, y)2%2x2—3xy2+0 f,(1,2)=12-3.1-22 = —11

fxm(x y) aigx 2y, fony(aj y) aigy =2z— 3y fyw(l‘ y) aayafx = 21’_33/25 fyy(xay) =
2f _

a0y = —6xy
Vegyiik az aldbbi kétvéltozds fiiggvényt:
f:R> =R, f(z,y) =323y% —day® + 2+ 1
Szamitsa ki f, (1, —1) és f, (1, —1) értékeit! Majd képezze az dsszes méasodrendi parcidlis de-
rivéltat!
Megoldds:

Folw,y) = gb =92y — 4y’ + 1. fo(1,-1) = 14
fy(x,y) = 3L = 623y — 12asy2, fy(1,-1) = —18
2
fzx(x y) = aaxafx = 1833y2, fmy(x7y) = aaxgy = 181’23/ - 123/27 fym(xay) = aigx = 18x2y -
1292, fyy(z,y) = adydfy = 623 — 24xy

Vegyiik az aldbbi kétvaltozos fiiggvényt:

2

4
er2—>R,f(w,y)=5+w2y+yZ

Hatérozza meg a fiiggvény elsérendl és masodrendd parcidlis derivélt fiiggvényeit!
Megoldds:

le]
fo(lz,y) = ,f 44 2zy; fy(x,y) = f =z2+ 23/
9?2 0 92
%;f($ Y) = axé; = F + 2y; fmy(%y) = ax(f{y = 2z; fyz(xay) = ayé; = 2z; fyy(xay) =
1
Oyoy 2

Hatérozza meg az f(x,vy, 2) = xy?z3 + 22 — 3y? + 4./Z fiiggvény elsérend( parcidlis derivalt
fliggvényeit!
Megoldds:
felz,y,2) = y?2° + 2; fy(z,y,2) = 22y23 — 6y; f.(z,9,2) = 3xy?2% + %

Hatérozza meg az f(x,y) = 22 fiiggvény els6rend parcidlis derivalt fiiggvényeit!
Megoldads:
fo(z,y) = 22 - e® = 22e?; fy(2,y) = 2* - *¥ - 2 = 227

Hatérozza meg az f(x,y) = y>e%~* fiiggvény elsérendii parcidlis derivalt fiiggvényeit!
Megoldds:
fx(ﬂf y) _ 6y3 6x— 47fy(«77 y) _ 3y2 6x—4

Hatdrozza meg az f(z,y) = 2’ +y—zy fliggvény els6rendd parcidlis derivalt fiiggvényeit!

Megoldds: , ,
folw,y) = 7T (4 —y); fy(z,y) = 27 T4 - )
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28. Hatdrozza meg az f(z,y) = (2xy — y*)? fiiggvény elsérendi parcidlis derivalt fiiggvényeit!
Megoldads:
fola,y) = 3(2xy —y*)* - (1-2y — 0) = 6y(2zy — y*)?;
fy(z,y) = 32xy — y*)? - (22 -1 — 4y°) = 3(2xy — y*)* (22 — 4y°)

29. Hatarozzameg az f(z,y) = (4x2y — 3+ 556)7 fiiggvény els6rendd parcidlis derivalt fiiggvényeit!
Megoldds: ) )
fo(z,y) =7 (42%y — y3 + 52)” (8zy +5); fy(x,y) = 7 (4a’y — y3 + 5z)° (42 — 3y?)

30. Hatdrozza meg az f(x,y) = /2?y? + «7 fiiggvény els6rendd parcidlis derivlt fiiggvényeit!

Megoldds:
Yy ==Y +z') 2 -2z -y +77°) = —F———s;
folw,y) =5 - (7 )72 22y )2\/m
1 2,2 -2 2 2y
z,y)=—--(@y " +z') 2 (2 2y +0) = ———=—=
31. Hatérozza meg az f(x,y) = /3 — xy + y3 fiiggvény els6rend parcidlis derivlt fiiggvényeit!
Megoldads:
1 3._4 1 3y 4 2
folz,y) = c B =2y + )3 (—y)i fylo,y) = B —ay +y7) 75—+ 3y7)
32. Hatdrozza meg az f(z,y) = In (3z + 7zy) fiiggvény elsdrendd parcidlis derivalt fiiggvényeit!
Megoldas:
1 1
=~ (3 28 3.\, S 4
33. Hatérozza meg az f(x,y) = In(2x2 +2y°) fiiggvény elsérendd parcidlis derivalt fliggvényeit!
Megoldds:
1 4z 4 9P
= .(2.2 1.¢)= — "9 .
falz,y) = 5 e (2-22+1-9%) = 53 L
S5y
- (0 By =
Tyl 9) 222 + xyd (0+2-5y7) 222 + xyd
3
34. Hatarozza meg az f(z,y) = 3 x+y 5 fiiggvény els6rendi parcidlis derivalt fliggvényeit!
Tty
Megoldds:
322y - 3z +y?) — 23y -3 3 3z +1?) — 23y - 2y
fx(x7y): 2\2 7fy(x7y): 2\2
(3x +y?) (3x +y?)
35. B,V Hatdrozza meg az f(x,y) = > sin(xy) fiiggvény elsGrendd parcilis derivalt fiiggvényeit!
Megoldds:
fo(z,y) = 2z-sin(zy) + 22 cos(wy) -y = 2z sin(zy) +2%y cos(zy); f,(z,y) = 22 cos(zy)-x =
23 cos(zy)

36. B,V Hatirozzamegaz f(x,y) = 3> cos(2z+4y) figgvény elsérendii parcialis derivalt fiiggvényeit!
Megoldds:
fe(z,y) =y (—sin(2z + 4y)) - 2 = —2¢% sin(2z + 4y); f,(z,y) = 3y° - cos(2x + 4y) + y* -
(—sin(2z + 4y)) - 4 = 3y? cos(2z + 4y) — 4y3 sin(2x + 4y)
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37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

,V  Hatdrozza meg az f(z,y) = z¥ fliggvény els6rendd parcialis derivlt fiiggvényeit!
Megoldds:
oz, y) = yz' =", (72™); fy(2,y) = 2¥ In(z), ("3%)

.V Hatdrozza meg az f(x,y) = (42%y—3%) In(22? — 5y) fiiggvény elsérend parcidlis derivalt
fliggvényeit!

Megoldads:
1
falw,y) = (Szy =3 3) - In(20% = 5y) + (4ay = 3) - 5o Ao
" 1
fylaony) = 42 In(2® —5y) + (4ay = 3) - (09)

V2 — 3y?

V  Hatdrozza meg az f(x,y) = fliggvény els6rendd parcidlis derivalt fiiggvényeit!

2yt 42
Megoldds:
1 1
fi(ey) 122 —3y?) 2 (2:1-0) (%' +2) — (2z - 3y*)2 - 22 - y* 4+ 0)
T,Yy)= =
xg 4 (244 1 2)2
(@Zy312)2 ;
1 1
f o) - BT TE (032 @+ 2) - o= 3y")E - (0 4y +0)
y\hY) = 2,4 1+ 9)2 -
—3y(@®y'+2) 42,8 /o 3.2 e
v 22—3y? R Ty
(x2y* + 2)2

.,V Hatdrozzameg az f(x,y) = x°y3-e**~Y fiiggvény elsérend( parcidlis derivalt fliggvényeit!
Megoldds:
falw,y) = baty’e™ ™V + 22°yPe** 7Y, f (2, y) = 3a°y?e>T™¥ — a¥yPe?r Y

.V Hatdrozza meg az f : R> = R : f(z,y) = ™’V . In(xy) fiiggvény elsérendd derivalt
fliggvényeit!
Megoldds:

Jol,y) = e (2ayn(ey) + 1) fy(wy) = & (2 n(ay) + )

.V Hatdrozza meg az f : R> — R : f(x,y) = xsin(2z + 5y) + ycos(z — y) fiiggvény
elsérendi derivalt fiiggvényeit!
Megoldds:
fz(x,y) = sin(22 4 5y) + 2z cos(2x + 5y) —ysin(x — y); fy(z,y) = 5z cos(2x + 5y) + cos(z —
y) +ysin(z —y)

,V  Hatirozzamegaz f : R? — R : f(z,y) = ¢'*sin(2y) fiiggvény els6rendii és masodrendii
parcidlis derivélt fiiggvényeit!
Megoldds:

.V Hatdrozza meg az f : R?> — R : f(z,y) = 226’ fiiggvény elsérendd és méasodrendd

parcidlis derivélt fiiggvényeit!
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45.

46.

47.

48.

49.

50.

S1.

Megoldds:

falz,y) = 206V’ 4 z2y%e vy’ = (2z + 2%y?) - exy2; fy(z,y) = 213y - e

foo(@,y) = (24 22y%)e™” + (22 + 22y2)e™ Y%, foy(x,y) = (222)e™ + (22 + 22y?)e¥ 22y
fyz(z,y) = 6:1623/er2 + 2a:3y3e‘”?42; foy(z,y) = 203’ + 4atyPey

.V Hatdrozzamegaz f : R> — R: f(x,y) = sin(2z+3y) fiiggvény elsérendi és masodrend
parcidlis derivélt fiiggvényeit!
Megoldds:
fz(x,y) = 2cos(2x + 3y); fy(z,y) = 3cos(2z + 3y)
fra(x,y) = —4sin(2z + 3y); foy(z,y) = —6sin(2z + 3y)
fyz(x,y) = —6sin(2z + 3y); fyy(z,y) = —9sin(2x + 3y)

V' Hatdrozza meg az f : R* > R : flz,y) = ot fliggvény elsdrenddi és masodrendd
parcidlis derivalt fiiggvényeit!
Megoldds: ‘
folz,y) = 22”2 fy(z,y) = —6y2e”’ 2
Faa(,y) = €727 (2 4+ 42?); foy (3,y) = —120y%e”” %’
Fyo(,y) = —12aye™ =% f (2,y) = e 2 (—12y + 36y*)

,V  Hatrozza meg az f : R> — R : f(z,y) = In(2zy + 3y*) fiiggvény elsérendii és
madsodrendd parcidlis derivdlt fiiggvényeit!
Megoldds:
2z+12y3

fol(z,y) = Wafy(x y) = 2zy+3y?
—18y*
Jez(2,y) = vazy(x y) = W
24xy3 —36yS —4a2
fya(@,y) = Wafyy($ y) = %

GRADIENS VEKTOR, IRANYMENTI DERIVALT, ERINTOSIK

Hatdrozza meg az f : R? — R, f(x,y) = 2% + xy + y? fliggvény gradiensét a (—1,2)
pontban!
Megoldds: V f(—1,2) = grad f(—1,2) = (0,3)

Hatdrozza meg az f : R? — R, f(z,y) = 2x + 23y — y fliggvény gradiensét a (2, —2)
pontban!
Megoldds: V f(2,—2) = grad f(2,-2) = (—22;7)

Hatdrozza meg az f : R? — R, f(z,y) = sin(3zy?) fiiggvény gradiensét a (2, 1) pontban!
Megoldds: V f(2,1) = grad f(2,1) = (2,88;11,52)

Hatérozzameg az f : R2 — R, f(x,y) = cos(xy+x?) fiiggvény gradiensét a (3, 1) pontban!
Megoldds: V f(3,1) = grad f(3,1) = (3,76;1,61)
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52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

. 3
.V Hatdrozzamegaz f : R> — R, f(x,y) = 2/zy+ il + 4 kétvaltozos fiiggvény gradiensét
x
a (8, 1) pontban!
foe _ _(23.35
Megoldds: V (8,1) = grad f(8,1) = (5 %)
.V Hatdrozza meg az f : R? — R, f(z,y) = y - e* T2 kétviltozés fiiggvény gradiensét a
(2, —1) pontban!
Megoldds: V f(2,—1) = grad f(2,—1) = (—1;—-1)

, V Hatdrozza meg az f : R?> — R : f(z,y) = = - In(z + y) fiiggvény gradiensét a (3; —2)
pontban!
Megoldds: V f(3,—2) = grad f(3,—2) = (3, 3)

.V Hatdrozzamegaz f : R2 — R, f(z,y) = 2°- (zy? — 1)" kétvdltozés fiiggvény gradiensét
a (2, —1) pontban!
Megoldds: V f(2,—1) = grad f(2,—1) = (44; —128)

.V Hatirozzameg az f : R?2 — R, f(x,y) = y* - /22 + y kétviltozés fiiggvény gradiensét a
(2, —3) pontban!
Megoldds: Vf(2,-3) = grad f(2,—3) = (18; _%)

4
.V Hatirozza meg az f : R2 — R, f(z,y) = 2;673_2 kétviltozos fliggvény gradiensét a
e Ty
(—1,1) pontban!
Megoldds: V f(—1,1) = grad f(—1,1) = (5;6)
223 — 4
.V Hatirozza meg az f : R® — R, flz,y) = % kétvaltozods fliggvény gradiensét a
Z Y

(—1,1) pontban!
Megoldds: Vf(—1,1) = grad f(—1,1) = (%; g)

.V Hatdrozza meg az f : R> — R, f(z,y) = sin(zy) + cos(zy) kétvaltozés fiiggvény
gradiensét a (;T, 1) pontban!

Megoldds: V f (5,1) = grad f (3,1) = (-1;-3)

.V Hatdrozza meg az f : R?> — R : f(x,y) = Iny/22 + y? fiiggvény gradiensét a (3;4)
pontban!
Megoldds:
f(z,y) =In\/22 + 92 = In(z? + y2)% = 1In(z? + y?)

fx(x7y) = %afy(xay) = ny 2
+y +y

VF(3.4) = grad £(3,4) = (&: )

Hatdrozza meg az f : R> — R : f(z,y) = 2xy* — y fiiggvény u(1;2) irdnyd irdnymenti
derivaltjat a (1; —1) pontban!

Megoldds: f,,(1, —1) = —%
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62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

Hatdrozza meg az f : R?2 — R, f(z,y) = (az:‘gy)2 fiiggvény u = (—1, 1) irdnyd irdnymenti
derivaltjat az (1, —1) pontban!
Megoldds: f,,(1, —1) = —\%
Hatdrozza meg az f : R2 — R, f(z,y) = (z2y*)” fiiggvény u = (3, —2) irdnyd irdnymenti
derivaltjat az (—1, 1) pontban!
fae £ (— = _ 42
Megoldds: f,(—1,1) = iE
.V Hatdrozza meg az f : R?2 — R, f(x,y) = 2%e¥ — ye® + 1 fiiggvény u = (2, —2) irdnyi
irdinymenti derivaltjat az (0, 0) pontban!
fee ) — 2 1
Megoldas: f,,(0;0) = %=
.V  Hatdrozzamegaz f : RZ — R, f(x,y) = xe* + ye™2¥ + 1 fiiggvény u = (5, 12) irdnyd
irinymenti derivaltjat az (1, 2) pontban!

Megoldds: f,(1,2) = 12¢* — 3¢~ ~ 8,475

.V Hatirozzameg az f : R*> — R : f(z,y) = (z + 2y)* fiiggvény u(2; 1) irdnyd irdnymenti
derivaltjat a P(1; 1) pontban!
Megoldas: f,,(1,1) = 1—%
.V Hatdrozza meg az f : R? — R, f(x,y) = (222 —|—y5)3 fiiggvény u = (2,—3) irdnyu
iranymenti derivaltjat az (1, —1) pontban!
Megoldds: f,(1,—1) = —-Z4

Vi3
p 2 2x — 3y . p P
.V Hatdrozza meg az f : R* — R, f(z,y) = 1 —3 fiiggvény u = (—3,4) irdnyu
y — 3x
irinymenti derivaltjat az (2, 1) pontban!
Megoldads: f,,(2,1) = %
. 2 3z — 2y2 " p PSP .
.V Hatdrozzamegaz f : R — R, f(z,y) = T fiiggvény u = (3, 1) irdnyu irdnymenti
T Y
derivaltjat az (—1,0) pontban!
Megoldds: f,(—1,0) = —\/%

.V Hatdrozza meg az f : R?2 — R, f(z,y) = \/4x + 3y? fiiggvény u = (1, —1) irdnyd
iranymenti derivaltjat az (1, 1) pontban!

Megoldads: f,,(1,1) = _\/1174

[rjafelaz f : R?> — R : f(x,y) = 2* — xy + 2y° fiiggvény érintSsikjanak egyenletét az
(1; —1) pontban!
Megoldds:
fo(z,y) =22 —y; fy(z,y) = —x + 4y;
érintbsik egyenlete:3x — 5y — 2z —4 =0

V Irjafelaz f : R? - R: f(z,y) = x — 3z./y figgvény érintSsikjanak egyenletét az (1;1)
pontban!
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73.

74.

75.

76.

77.

78.

79.

Megoldds:
érint8sik egyenlete:—%x — %y —2+2=0—=52x+3y+22-4=0

.V Irjafelaz f : R — R : f(x,y) = /64 — 2 — 4y fiiggvény érintSsikjanak egyenletét a
(6;3) pontban!
Megoldds:
2

felr.y) = =i @) = — =

érintdsik egyenlete:—%aﬁ — %y —z+ % =0

V Irjafelaz f : R? = R : f(z,y) = 2In (y + :c2) fiiggvény érintdsikjanak egyenletét az
x

(1;1) pontban!
Megoldds:
érintGsik egyenlete:x +y — 2 +2In(2) —2=0—>2x+y — 2+ 2111(%) =0

V lIrjafelaz f : R? » R : f(z,y) = A fiiggvény érintGsikjanak egyenletét az (%7 %)
pontban!
Megoldads:

folw,y) = =26~ 7V fo(J5i ) = —205 et = —Y2

Fyla,y) = —2ye™ =V,
1.1y _ Lo =1 _ /2
IG5 = 25 ¢ =%
érint6sik egyenlete:—@x — ?y —z+ % =0—=V2r++v2y+ez—3=0

P 2
,V Irjafelaz f : R2 = R: f(x,y) = * +2y fiiggvény érintdsikjanak egyenletét az (—1;1)
Tr—2zy
pontban!
Megoldds:

érintdsik egyenlete:—g:c — %y —z+ % =0—=0r+5y+92-3=0

LOKALIS SZELSOERTEK

Hatdrozzameg az f : R — R: f(x,y) = 2% — 2y +y? + 3z — 3y + 1 kétvltozés fiiggvény
staciondrius pontjait!
Megoldds:(—1,1)

Az f:R>— R: f(z,y) = 2% — 2y + y? + 32 — 3y + 1 kétvéltozés fiiggvény staciondrius
pontja (—1,1). Dontse el, hogy ez a pont lokalis szélsGérték-e és ha igen, milyen jelleg(!
Megoldas:lokalis minimum hely

Hatdrozzamegaz f : R? — R : f(z,y) = 22 — 2y +y? +4a — 5y + 7 kétviltozés fiiggvény
staciondrius pontjait!

Megoldds:(—2,39)
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80.

81.

82.

83.

84.

85.

86.

Az f: R — R: f(z,y) = —22% -y +4x—3y? — 5y + 3 kétviltozés fiiggvény staciondrius
pontja (%, — %) Dontse el, hogy ez a pont lokélis sz&ls6érték-e és ha igen, milyen jelleg(!

Megoldds:lokalis maximum hely

Hatdrozza meg az f : R? — R : f(x,y) = 22 + 2y + 2z + 3y — 1 kétvdltozés fiiggvény
lokélis szEls6értékeit!
Megoldads:
Csak staciondrius pontja van (—3,4), ami nem lokalis széls6érték.
Hatdrozza meg az f : R?> — R : f(z,y) = 2® + y? — xy kétvéltozés fiiggvény lokalis
szElsdértékeit!
Megoldads:
Staciondrius pontok:(0; 0), (é; %)
Lokalis szEélséérték: (é; 1—12)
.,V Hatirozza meg hol és milyen szélsGértéke van az f(z,y) = 222 +4y? + 2zy + 6 kétvaltozos
fliggvénynek!
Megoldads:
Dy = R?
Folw,y) = 42+ 2y; f (@,y) = 20 + 8y
staciondrius pontok:(0;0)
foa(T,y) = 45 fay(2,y) = 25 fya(,9) = 2; fy(z,y) =8
(0; 0)-lokdlis minimum hely, f(0;0) = 6

.V Hatdrozza meg hol és milyen szélsértéke van az f(z,y) = 3(z+2)+4(y—1)? kétvaltozés
fliggvénynek!
Megoldds:
Dy = R?
fo(z,y) = 62+ 12; fy(z,y) = 8y — 8
staciondrius pontok:(—2; 1)
fea(T,y) = 6; foy(2,y) = 05 fya(z,9y) = 0; fy(z,y) =8
(—2; 1)-lokalis minimum hely, f(—2;1) =0

V  Hatirozza meg hol és milyen szélsGértéke van az f(z,y) = xy — 2° — y? kétviltozés
fliggvénynek!

Megoldds:

Dy = R?

fx(ﬂj,y) =Y - 3'1"2; fy(xvy) =T — 2y

staciondrius pontok:(0; 0), (%; %)

fm(x,y) = —6x;f$y(x,y) = 1;fyz($7y) =1 fyZI(xvy) =-2
(0;0)- nem sz€lsGérték hely

(%; 1—12)—10k2’11is maximum hely, f (%; %) = 47i1’>2

3

V Hatdrozza meg hol és milyen szélsGértéke van az f(z,y) = z° — 3zy — y® kétvaltozds

fliggvénynek!
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87.

88.

89.

90.

Megoldds:

D(f) = R?

Fulit ) = 322 — 3y; £, () = —32 — 397

staciondrius pontok:(0;0), (—1; 1)

fea(z,y) = 62; ]jac/y(i]?a y) = —3; fyw(x7y) =-3; fyy(xa y) = —6y

(0;0)- nem sz€1sGérték hely
(—1; 1)-lokalis maximum hely, f (—1;1) =1

V Hatdrozza meg hol és milyen szélsGértéke van az f(z,y) = z° — 8zy + > kétviltozés
fliggvénynek!

Megoldds:

V  Hatdrozza meg hol és milyen szélséértéke van az f(z,y) = 322 — 30z + y> — 62y — 15y + 8

kétvaltozds fiiggvénynek!

Megoldds:

Dy = R?

fo(z,y) = 62 — 30 — 6y; fy(z,y) = 3y? — 6z — 15
staciondrius pontok:(10;5), (2; —3)

foa(2,y) = 6; fuy (2, y) = —=6; fya(z,y) = —6; fyy(z,y) = 6y
(10; 5)-lokalis minimum hely, f(10;5) = —242

(2; —3)-nem sz€lsGérték hely

P

. ) . 2
V Hatdrozza meg hol és milyen szélséértéke van az f(z,y) = 22 + y? + — kétviltozés
xy
fliggvénynek!
Megoldds:
A fliggvény értelmezési tartomanya az egész sik, kivéve a koordinatatengelyek pontjait, hiszen a
nevezd miatt sem X, sem y nem lehet nulla.

2
flzy) =2+ 92+ — =22+ 9% + 2071y
Ty

fola,y) =22 — 20 fy(n,y) = 2y — 2

staciondrius pontok:(—1; —1), (1;1)

fea(w,y) =2+ %y;fmy(xyy) = xZLyﬂ fyr(fﬁay) = ﬁ% fyy(xay) =2+ %
(—1; —1)-lokélis minimum hely, f (—1;—1) =4

(1;1)-lokalis minimum hely, f (1;1) =4

V Hatdrozza meg hol és milyen szélsGértéke van az f(z,y) = —2% + 23 — ay + 22 — 2y
kétvaltozos fiiggvénynek!

Megoldds:

D(f)=R?

fx($7y) =3 fy(xa y)

staciondrius pontok:(

) 1

13 )\ 8] )
fea(@,y) =5 fay (€, Y) =5 fya (2, 9) =5 fyy(2,y) =
(%; %) - nem széls6érték hely

(%; —%)—lokélis maximum hely, f (%; —%) -

~~
=

;—

Wl
[
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91.

92.

93.

94.

95.

96.

97.

V Hatdrozza meg hol és milyen széls6értéke van az f(z,y) = 22 + yt — 122 — 29% Kétviltozés
figgvénynek!

Megoldds:

(—2,0)- lokdlis maximum hely, f (—2,0) = 16

(2, —1)- lokdlis minimum hely, f (2, —1) = —17

V Hatirozza meg hol és milyen szélsGértéke van az f(z,y) = z?y — xy — > kétvéltozés
fliggvénynek!

Megoldds:

V  Hatdrozza meg hol és milyen szélsértéke van az f(z,y) = 223 +6xy? —62—12y% kétviltozds
fliggvénynek!

Megoldas:

V Hatdrozza meg hol és milyen szélséértéke van az f(z,y) = z3 — 8xy + > kétviltozés
fliggvénynek!

Megoldds:

PN

V  Hatdrozza meg az f(x,y) = 42%e¥ — 22 — e kétvaltozos fiiggvény lokdlis szélsdértékeit!
Megoldas:

Dy =R?

fo(z,y) = 8xe¥ — 823, fy(z,y) = 4x2e¥ — 4e™

staciondrius pontok: (1,0), (—1,0).

foo(m,y) = 8 — 2422, fr, (7, y) = 8xY, fyu(m,y) = 8x€Y, fyy(z,y) = 42%e¥ — 16
(1,0)- lokalis maximum hely, f (1,0) = 1

(—1,0)- lokdlis maximum hely, f (—1,0) =1

KETVALTOZOS FUGGVENYEK INTEGRALSZAMITASA

Szamolja ki az aldbbi kettSs integralt!

1 /2
/ (/ (2% — 3y — 1)dm)dy
0

-1

4
Megoldds: 3
, V. Szadmolja ki az aldbbi kettds integralt!
2 /1
/ (/ (2x + y)Qdy) dx
“1\2

Megoldds: 36
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98. B,V Hatdrozza meg az f(z,y) = zy(z*y* — 1) fiiggvény kettSs integraljat a
{(z,y) € R?:1 <z < 3;0 < y < 2} tartoményon!
Megoldds:

2 3 3 2
/ (/(w3y3 — zy) d:r) dy =/ (/(w3y3 — zy) dy) da

0 1 1
2

4 272 2
1 1
R e A A T
/ 0

3 /2 3 .
/(/(zgy?’—xy)dy) da::/(4:1:3—2:1c)dx: [m‘l—xﬂl =72
1

1 0

99. V Szdmoljakiaz f : R? — R, f(x,y) = e**7¥ fiiggvény kettSs integraljat a
{(z,y) € R?:0 <2 <1In3;0 <y < In4} tartoményon!
Megoldds: 3

100. V Szdmoljakiaz f(x,y) = €237 fiiggvény kettSs integréljata { (z,y) € R?: 0 <2 <In2;0 <y < In3}
tartomanyon!

Megoldds: g

101. V Hatdrozzamegaz f(x,y) = (4z—y)° fiiggvény kettds integréljata { (v,y) € R?: —1 <2 < 1;1 <y < 2}
tartomédnyon!
Megoldds: —1189

102. V Hatdrozzamegaz f(z,y) = (2o-+4y)?> fiiggvény kettds integraljdta { (v,y) € R?: 1 <2 < 2; -1 <y < 3}
tartomanyon!
Megoldds: 3192

1
103. V  Hatdrozza meg az f(z,y) = -——— fiiggvény kettSs integrdljit a
(z +y)
{(z,y) € R*:3 <2 <7;-2 < y < —1} tartoményon!
Megoldds:
7 (1 ) —1/7
1
) \J, (@+y) EAVECESIE

3 (T+y)3 T3 (3+7y)3

[ 7
S/(xjy);;diﬂ:/(x—ky)4dm:{—;.(x+ly)3}:::_l 1 1 1

3

1/ 7 1
[(/ o) = [ (5 )

-2

(- (T+y) 7+ é (3 +?J)3> dy
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104.

105.

106.

107.

V  Szamoljakiaz f(x,y) = x cos(zy) fiiggvény kettSs integraljat a {(az, y)ER?:0<2<50<y< 77}
tartomanyon!
Megoldds:
Az x szerinti integral elvégzése nagyon nehéz és hosszadalmas lenne, mig az y szerinti integral
gond nélkiil elvégezhetd.
™

/mcos(xy) dy = [sin(zy)]; = sin(nz)
0

E chos(:z:y)dy dr = Esin(wx)da:: —lCOS(ﬂ'x) %:l
I/ / re)] =5

0 0 0

V  Szamoljakiaz f(x,y) = ysin(zy) fiiggvény kettds integraljat a {(w, Y ER*:0<z<4;0<y< 77}
tartomédnyon!
Megoldds:
Az y szerinti integrél elvégzése nagyon nehéz és hosszadalmas lenne, mig az x szerinti integral
gond nélkiil elvégezhetd.
1

s 2

/ /ysin(xy) dr | dy =1,1416
0o \0

Hatdrozza meg az f(z,y) = 2zy fiiggvény kettds integréljdta {(v,y) € R2: 0 <z < L2 <y < /z}
tartomanyon! Rajzolja fel a tartomanyt!
Megoldds:
1/ Vz

/ /(2xy) dy | dx

1 1 gt 1
/(Qxy) dy | de = 0/(:13 x”) dz {3x 22 ]0 15

.,V Hatirozza meg az f(z,y) = 102> + Szy fiiggvény kettSs integraljat a
{(z,y) e R?: 0 <z <1;—x <y < \/r} tartomdnyon! Rajzolja fel a tartomanyt!
Megoldads:

1 [V

/ / (102 4 8zy) dy | dx

—I

§O

2 2 y? e 2 2| VE 2 2 3
(102° + 8zy) dy = |10z -y+8$-? :{10.% y +4dzy _x:103:2 + 4z° 4 62

do—

—X
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1 [V 1
20 4 34"
/ /(10x2+8xy)dy dx:/(10x3+4x2—|—6m3)dx:[7-x;+30x3—|—2-$4 =
0
0 \—z 0
239
42

108. B,V Szdmolja ki az aldbbi kettds integralt! Rajzolja fel a tartomanyt!

1/ —a+1
/ ( / (x — 2y)dy> dx
0 x—1

Megoldads:
—z+1 1
(x — 2y)dy = {wy - yz} = 2% + 2z
z—1
1 /—a+1 1
2 2 o]t 1
/ / (z —2y)dy d:c:/—Zx +2xd:1::[—3x3+x] =3
0 \a—1 0 0

109. V  Hatdrozzameg az f(r,y) = yr’+4 fiiggvény kettSsintegraljdta { (v,y) € R?: 0 <z < Lz <y < 2> +2}
tartomanyon! Rajzolja fel a tartomanyt!

Megoldads:
1 [ x2+2
/ / (yz? +4)dy | dz
0 T
242 2 x2+42 1 2242 1 3
/(ym2+4)dy:la:2-y+4-y :{x2y2+4y = 2%+ Zat 4 627 — 42+ 8
J 2 ) 2 N 2" T3
1 [ x2+2 1
/ / (yz? 4+ 4) dy dx:/<;x6+2$4+6m2—4x+8) dx =
T 0

0
1
293
[m+ — 2 4+ 223 2372—1—837} = —
o 39
110. V Hatdrozza meg az f(z,y) = x? — y fiiggvény kétszeres integréljit az y = 3z — x2 ésy = x
fliggvények éltal kdzrezart tartomanyon! Rajzolja fel a tartomanyt!

Megoldds:

Tartomdny={(z,y) € R?: 0 <z < 2;x <y < 3z — 22}
2 3x—a2

/ / (2 —y)dy | da

0 x

3x—x2

2

2 2 Y e 2 1 o]%® 4 3 2
(z°—y)dy = |z Y- = |27y — -y = ——a" +5x° —4dx

xT
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2 3z—x?

2
4 42 4
0/ / (z* —y)dy dwzo/(—gcc4+5:c3—4:c2> de = [—]%x‘r’—i-ix‘l—?)x?) 0:—1—5

x

111. V Hatirozza meg az f(z,y) = 3xy + 42? fiiggvény kétszeres integraljatazy = 22 —5és y = 4
fliggvények altal kozrezart tartomanyon! Rajzolja fel a tartomanyt!

Megoldas:
Tartomdny={(z,y) € R?*: -3 <z < 3;2% =5 <y <4}
3 4
/ / (3zy + 42?) dy | da
-3 275
y2 4 3 4 3
/ (3zy +42?) dy = [33@ A y] = {xy2 + 4x2y} = —Zad — 4t + 1523 +
. 2 oy L2 s 2
27
3677 — 5T
3 4 3
2 3 5 4 3 2 27
(Bzy +42°) dy | doz = —5 — 4z” + 152° + 362 -5 dx =
-3 2_§ -3
1 g 45 15, 3272]3 1296
—oa - Za% 4 2t b 1208 - 20 = =2
{41‘ 533+4x+:v 4:673 5

1
112. V Hatdrozzameg az f(z,y) = 1+ 2Ty fliggvény kétszeres integraljataz y = 2> —4ésy = 0
fliggvények éltal kozrezart tartomanyon! Rajzolja fel a tartomanyt!

Megoldds:
Tartomdny={(z,y) € R*: -2 <z < 2;2? —4 <y <0}
2 0
1
/ /(1+§x—y)dy dx
-2 2_4
1 1 15" 1 1
/(1+$—y)dy:{y+xy—y2] = —gt — —2% — 52?4 22 + 12
/. 2 2 27 |24 2 2
e
2 0 2
1 14 14 9
/ /(1+§:L‘—y)dy dm:/ J% — 5 —bz°+2x+12 ) do =
-2 \p2—4 -2
1 1 5 2
Loaf” — §x4 — gx?’ + 2% + 123:} e 27,733

113. V Hatdrozza meg az f(z,y) = 4 —v° fiiggvény kétszeres integrljat azy = 2 — 22 ésy = 2> —2
fliggvények éltal kozrezart tartomdnyon! Rajzolja fel a tartomanyt!
Megoldds:
Tartomény:{(x,y) ER?: —\V2<ax<V22?—2<y<2— .TUQ}



Bodo Beita 23

114.

115.

\/5 2— g2

/ / (4—y*)dy | dz
—/2 22

(A—B)?= A3 -3A2B+ 3AB? - B?

v 1427 2 32

4—2d:4—3] = g8 — 42t 4 =

/( y)y[y 3V L, 3" z' + 3
22

V2 [ 2—z? V2

! ) 2 s, 32

/ /(4—y)dy da::/ 3% —4dx —i-? dx =
—v2 \e?-2 —V2

2 4 5 32 V2

{gﬂ — 220 4+ x} = 23,2739

21 5 3 1.3
V' Hatdrozza meg az f(z,y) = —; 1 fiiggvény kétszeres integraljat az A(0;0), B(1;0) és

x

C'(1;2) pontok éltal hatdrolt haromszog felett! Rajzolja fel a tartoményt!
Megoldds:

Tartomdny={(z,y) € R*: 0 <2 < 1;0 <y < 2z}

1 2x 5
/(/x2+1dy) dr
0 0

2x

)
/x2+1d {
0

e . L on
/(/ ol y) :0/x2+1dx— 51n |z +1|} =5In2

0 0

Qﬂi

1
]0 .7}2—1-1

V  Hatirozza meg az f(x) = 2° — 1 és g(2) = = + 1 fiiggvények altal hatarolt véges teriileti H
sikidom stlypontjanak koordinétdit! Rajzolja fel a tartomdnyt!
Megoldds:
Tartomdny={(z,y) € R?*: -1 <2 <222 -1 <y <ax+1}
2 z+1

/ /ldy dr =

-1 \$2_1

2
/ / xdy | de =
-1

2
2
/ /ydy dx:i
10
T\

| o

> ©
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