[lleszkedésvizsgalat x?-probéaval

Szalay Krisztina

1. feladat
(tiszta illeszkedésvizsgalat)

Négy pénzérmét 160-szor feldobunk. A kapott gyakorisagok:

fejek szama | 0 | 1 | 2 | 3 | 4 | Osszes
gyakorisag | 5 | 35 | 67 | 41 | 12 160

Elfogadhato-e 95%-os szignifikancia szinten, hogy az érmék szabélyosak?

Megoldas: Feltételezésiink az, hogy az érmék szabalyosak (mindegyiken % valoszintséggel dobunk fejet). A
mintaelemek szama n = 160 (160 kisérletet hajtottunk végre), a mintaelemeket a dobott fejek szdma szerint

osztalyoztuk, r = 5 csoportba soroltuk.

A dobott fejek szamat tekintjiik az & valoszintiségi valtozonak. Ha helyes a feltételezésiink, akkor £ binomialis
eloszlasu valoszintségi valtozo n = 4,p = — paraméterekkel. A paraméterek elméleti értékek, ebben a feladatban
nem a mintabol becsiiljiik a varhato értéket, igy tiszta illeszkedésvizsgélatot hajtunk végre.

A hipotézisvizsgélat soran azt kell eldonteniink, hogy a megfigyelt valoszintiségi valtozo (a dobott fejek szama), a
minta alapjan tekinthet6-e adott paramétert binomialis eloszlasinak. Ennek alapjan a proba illeszkedésvizsgalat.

ElGszor meg szeretnénk hatérozni azt, hogy ha az érmék szabélyosak, akkor az egyes osztalyokba hany mintaelemet
varnank. Szamitsuk ki a dobott fejek szaménak lehetséges értékeihez tartozo valoszintségeket (azaz irjuk fel £
eloszlasat)!
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A kiszamolt valoszintiségek alapjan meg tudjuk mondani, hogy mennyi az egyes osztalyokba esé mintaelemek elvart
gyakorisaga, azaz a binomialis eloszlas fennallasa esetén atlagosan hany mintaelem esik az egyes osztalyokba. Ehhez
nincs méas dolgunk, mint a fenti valoszintiségekkel szorozni a mintaelemek szamat (np;) (tehat pl. a 160 kisérletbsl

1
atlagosan pg = I 160 = 10 esetben kapunk olyan dobéaseredményt, ahol a négy dobas egyike sem fej). Az utolso
oszlopba a megfelels helyre a sordsszeg keriil.

Az attekinthetSbb szamolashoz az alabbi tablazatot hozzuk létre:



Osszeg
dobott fejek szama 0 1 2 3 4
megfigyelt gyakorisag: p; | 5 35 67 41 12
elvart gyakorisag: np; 10 40 60 40 10
(i — np;)? 25 25 49 1 4

(i — npi)?)/ (np;) 2,5 (0,625 | 0,8167 | 0,025 | 0,4 | 4,3667

A hipotézisvizsgalat 1épései ezutan az alabbiak:

1. A nullhipotézis kimondésa.
A feltételezésiink most az, hogy az érmék szabalyosak, a dobott fejek szdma binomiélis eloszlast, (4, %)
paraméterekkel.

2. A prébafiiggvény kivalasztasa és értékének kiszamitasa.
A proéba illeszkedésvizsgalat, y2-probaval. A probastatisztika mintabol szamitott értéke a tablazatunk utolsd
soraban szerepl§ értékek Osszege, azaz 4,3667.

3. A kritikus tartomany kijelélése.
A proba egyoldali y2-proba. A kritikus értéket a y2-eloszlas tablazatabol olvashatjuk ki, r — 1 =5—1 =4
szabadsagi fok (amely az osztalyok szama minusz 1) és 0,95 valésziniiség mellett. Ez a jegyzet y2-eloszlas
tablazataban a negyedik sor, els6 oszlopban talalhato

X7 =9,49

érték. (A kritikus tartomany abrajan a kordbban megszokott jelolésekkel lathato, hogy a probastatisztika
értéke az elfogadési tartoményba esik.)

4. A déntés.
4,3667 < 9,49, a probastatisztika értéke az elfogadasi tartoméanyba esik, a nullhipotézist elfogadjuk 95%-os
szignifikanciaszinten. Ez azt jelenti, hogy az adott minta alapjan elfogadhato, hogy az érmék szabalyosak.

2. feladat
(becsléses illeszkedésvizsgalat)

Egy focicsapat meccenként 16tt goljainak szamét az alabbi tablazat tartalmazza::

16tt golok szama | O | 1 | 2 | 3 | 4 | 5|6
meccsek szama | 14 | 18 |29 |18 [ 10| 7 |3 |1

Modellezhet6-e a meccsenként 16tt golok szama olyan Poisson-eloszlasa valdszintiségi valtozdval, melynek varhato
értéke a fenti értékekbdl szamolt meccsenkénti golatlag?

Megoldas:

A feladat megoldasa soran tobb lépésre kiilontsen oda kell figyelni, ezért érdemes alaposan attanulményozni a
megoldast!

Elssként vegyiik észre a kovetezst: a véges mintankat akarjuk modellezni egy olyan valoszintiségi valtozoval, amely-
nek végtelen sok lehetséges értéke van (tudjuk, hogy egy Poisson-eloszlast valoszintiségi valtozo tetszileges
nemnegativ egész értéket felvehet). Felmeriil a kérdés, hogy ezt megtehetjiik-e? A focicsapatunk hétnél tobb golt
egyetlen mérkézésen sem 16tt. Ha Poisson-eloszlastinak tekintjiik a 16tt gélok szamat, akkor viszont az eloszlasbol
a hétnél tobb 16tt gol valoszintisége nem nulla lesz. Mit tehetiink ilyen esetben? Megnézziik, hogy a Poisson-
eloszlasbol mekkora valoszintiség-et kapunk a 7-nél tobb golra. Ha ez a valoszintség kellen kicsi (majdnem
0), akkor elhanyagolhatonak tekintjiik. Ekkor modellezhetiink a végtelen eloszlassal. (Emlékezziink a valoszind-
ségszamitas tanulményainkbol a binomialis eloszlas Poisson-eloszlassal valé kozelitésére!)

A mintaelemek szama n = 100 (Gsszesen 100 mérkszés eredményét osztalyoztuk a tablazatban), a mintaelemeket a
16tt gbélok szama szerint osztalyoztuk, r = 8 csoportba soroltuk.

A 16tt golok szamat tekintjiik az £ valoszintségi valtozonak. Azt feltételezziik, hogy £ Poisson-eloszlasu valoszi-
ntiségi valtozo, melynek A\ paraméterét a mintabol szamolt atlaggal becsiiljiik, igy becsléses illeszkedésvizsgalatot



hajtunk végre. A feladat szerint a £ varhato értéke az osszesen 16tt golok szamanak és az Gsszes megfigyelt mérkézés
szaménak hanyadosa:

M(E)_0-14+1-18+2-29+...+6-3+-1 230
- 144+18+29+...+3+1 T 100

2,3

A hipotézisvizsgalat soran azt kell eldonteniink, hogy a megfigyelt valoszintiségi valtozé (meccsenként 16tt golok
szdma) a minta alapjan tekinthet6-e A = 2,3 paraméter Poisson-eloszlasinak. Ennek alapjan a proba becsléses
illeszkedésvizsgalat.

El6szor nézziik meg, a Poisson-eloszlasbol mekkora valoszintiségeket kapunk a 16tt gélok szamanak lehetséges érté-
keihez.

po=P(E=0)= 2(’)3,’0 e~ % =0,1003
p=PE=1)= 2’13!’1 ce” %3 = 10,2306
p2=P{=2)= 2’23!’2 ce72% =0,2652
p3=PE=3)= Q;jg ce %3 =0,2033
pa=PE=4)= 2;54 ce723 =0,1169
ps =P =5)= 2’5?;5 ce” 2% =0,0538
pe =P =6)= 2236 ~e” %3 = 10,0206
pr=PE=T7)= 2’7?;7 -e” % = 10,0068

ps=PE>T7)=1-PELT) =
=1—(P(=0)+P(=1)+...+ P(6=71)) =0,0025

A kiszamolt valoszintiségek alapjan meg tudjuk mondani, hogy mennyi az egyes osztalyokba esé mintaelemek elvart
gyakorisaga, azaz a Poisson-eloszlas fennallasa esetén atlagosan hany mérkézés esik az egyes osztalyokba. Ehhez
nincs mas dolgunk, mint a fenti valészintségeket szorozni a mintaelemek szamaval (np;) (tehat pl. 100 mérkézésbol
atlagosan pg = 0,1003 - 100 = 10,03 esetben lesz a 16tt golok szama 0). Azt latjuk azonban, hogy a 6 és 7 16tt
golhoz tartozo elvart gyakorisagok értékei nem érik el az 6t6t (ug = 0,0206 - 100 = 2,06, p7 = 0,0068 - 100 = 0,68).
Illeszkedésvizsgalatnal ugyanakkor nem lehet az elvart gyakorisagok cellaiban 5-nél kisebb szam,
mert az a proba képletében az Gsszeadando6 tagok szélsGségesen nagy értékei miatt potencialisan torz eredményre
vezetne. CellaGsszevonassal érhetjiik el, hogy a cellaértékeink megfelelGek legyenek. Modositsuk tigy az eredeti
tablazatot, hogy az utolsé oszlopokat Osszevonjuk. Nem elegendé csak az utolsdé két oszlopot Osszevonni, mert
a cellaérték az Gsszevonas utan is kisebb 5-nél (0,206 + 0,68 = 2,74), igy az utols6 harom oszlopot vonjuk Gssze
(az Osszevonast mar a megfigyelt gyakorisagok kis értéke alapjan is megtehettiik volna, a 6 és 7 golhoz tartozo
mérkGzések kis szama miatt).

Ugyanakkor pgs = 0,0025 kozel nulla (a legalabb 8 golhoz tartozé elvart gyakorisag 0,25), igy kozelithetiink végtelen
eloszlassal. Ezt a gyakorisagot is az utolso (6sszevont) oszlophoz vonjuk.

Az attekinthetébb szamolashoz a kiindulési tablazatot egészitsiik az alabbiak szerint:

Osszeg
16tt gbélok szama 0 1 2 3 4 legaldbb 5
megfigyelt gyakorisag: p; 14 18 29 18 10 11
elvart gyakorisag: np; 10,03 | 23,06 | 26,52 | 20,33 | 11,69 8,37
(i — npi)? 15,7609 | 25,6036 | 6,1504 | 5,4289 | 2,8561 | 6,9169
(i —npi)?)/(np;) 1,5713 | 1,1103 | 0,2319 | 0,2670 | 0,2443 | 0,8264 | 4,2512




A hipotézisvizsgalat 1épései ezutéan:

1. A nullhipotézis kimondaésa.
A feltételezésiink most az, hogy a meccsenként 16tt golok szama A = 2,3 paraméterii Poisson-eloszlasu valo-
szintiségi valtozo.

2. A proébafiiggvény kivalasztasa és értékének kiszamitasa.
A proba illeszkedésvizsgalat, x2-probaval. A probastatisztika mintabol szamitott értéke a tablazatunk utolsé
soraban szerepl$ értékek Osszege, azaz 4,2512.

3. A kritikus tartomany kijelélése.
A proba egyoldali x2-proba. Az eloszlas szabadsagi fokara viszont figyelniink kelll A feltételezett eloszlas
paraméterét (varhato érték) az adott mintabol szamolt értékkel (atlaggal) kozelitettiik. Ekkor a proba sza-
badsagi foka még eggyel csokken, azaz nem osztalyok szama (az Gsszevont tablazatban!) minusz egy, hanem
osztalyok szama minusz 2 lesz!!! A kritikus értéket a y2-eloszlas tablazatabol olvashatjuk ki, 6 — 2 szabad-
sagi fok és 0,95 valoszintiség mellett. Ez a jegyzet ty>2-eloszlas tablazataban a negyedik sor, elsé oszlopban
talalhato
X2 = 9,49

érték. (A kritikus tartomany abrajat felrajzolva a korabban megszokott jelolésekkel lathato, hogy a kritikus

érték az elfogadési tartomanyba esik.)

4. A déntés.
4,2512 < 9,49, a probastatisztika értéke az elfogadasi tartomanyba esik, a nullhipotézist elfogadjuk, 95%-os
szignifikanciaszinten. Ez azt jelenti, hogy az adott minta alapjan modellezheté a meccsenként 16tt golok
szama olyan Poisson-eloszlassal, melynek paramétere a mintabol szamolt atlag.

3. feladat
(becsléses illeszkedésvizsgalat)

Egy gyartosornél rendszeresen 5 elemd mintat vesznek a termékekbdl. Egy hét alatt 500 mintat vettek. A mintéak-
ban talalt selejtek gyakorisdga az alabbi volt:

selejtek szama | 0 1 2 31415
gyakorisag 170 | 180 | 120 | 20 | 8 | 2

Modellezhet6-e a mintaban levs selejtek szama olyan binomialis eloszlassal, melynek varhaté értéke a fentiekbdl
szamolt atlag?

Megoldas:

Az egyes mintédkban levd selejtek szaméat tekintjiik az £ valoszintiségi valtozonak. Azt feltételezziik, hogy &
binomialis-eloszlast valoszintségi valtozo, melynek varhaté értékét a mintabol(!) szamitott atlaggal becsiiljiik
(becsléses illeszkedésvizsgalatot hajtunk végre) oly modon, hogy az dsszes kihuizott selejt szamat osztjuk a kisérletek
szamaval:

:0~14+1~180+2'120+3~20+4-8+5'27@:1’044

M =
© 170 +180+ 1204+ 20+ 842 500

A mintaelemek szama n = 500 (500 kisérletet hajtottunk végre), a mintaelemeket a kihtizott selejtek szama szerint
osztalyoztuk, ezzel r = 6 csoportba soroltuk.

Ha £-t binomialis eloszlassal akarjuk modellezni, ismerniink kell a binomialis eloszlas két paraméterét, az n kisérlet-
szamot, amely 5, illetve a megfigyelt esemény (selejthtizas) p valészintiségét. Ez utobbi nem ismert, de a binomialis
eloszlas varhato értékbdl becstilhetjiik: az 1,044 = M (£) = n - p egyenletbdl

M(¢) _ 1,044

= 0,2088
n 5 ’

Az illeszkedésvizsgalathoz elGszor meghatarozzuk, hogy ha £ binomiélis eloszlasu az n = 5, p = 0,2088 paraméte-
rekkel, akkor az egyes osztalyokba atlagosan hany mintaelemet varunk. Szamitsuk ki a kihuizott selejtek szamanak
lehetséges értékeihez tartozo valoszintiségeket! (Kiszamoljuk, hogy mekkora annak a valoszintisége, hogy az 5 elemt
mintaban éppen k darab selejt van, ahol k =0,1,2,3,4,5. Célszerti minél tobb tizedes pontossaggal szamolni!).



po = P(¢£ = 0) = 0,7912° = 0,31005

5

p1=P(E=1)=0,2088!-0,7912* (1> =0,40912
5

p2 = P(£ =2) = 0,2088 - 0,79123 (2> =0,21593
5

p3 = P(£ = 3) = 0,2088° - 0,79122 (3) = 0,05699
5

ps = P(€ = 4) = 0,2088 . 0,7912* ( 4> =0,00752

ps = P(¢£ = 5) = 0,2088° = 0,000397

A fenti valoszintiségekkel szorozzuk a mintaelemek szamat, igy megkapjuk az i-edik osztalyhoz tartozod elvart
gyakorisagot (np;), (igy pl. az 500 kisérletbdl atlagosan p; = 500-0,40912 = 204,56 esetben kapunk olyan eredményt,
ahol az 5 kihuzott termékbsl pontosan egy selejtes). Az elvart gyakorisagokat beirjuk a tablazatba:

selejtek szama 0 1 2 3 4 5
megfigyelt gyakorisag 170 180 120 20 8 2
elvart gyakorisag 155.03 | 204.56 | 107.97 | 28.49 | 3.75 | 0.2

A kapott elvart gyakorisagok kozott azonban két 5-nél kisebb érték is szerepel, ami illeszkedésvizsgalatnal nem
megengedett! Tehat cellakat kell sszevonnunk. Mivel az utolsé két osztalyban a vart gyakorisagok Gsszege (3,75 +
0,2 = 3,95) kisebb 5-nél, ezért az utolsé harom osztalyt vonjuk dssze. Ezzel az osztalyok szama 4-re csokkent.
Ezutan a tablazatot az alabbiak szerint kitoltjiik:

selejtek szama 0 1 2 3v.4v. 5 | Osszes
megfigyelt gyakorisag: p 170 180 120 30
elvart gyakorisag: np; 155,03 204,56 107,97 32,44
(i — npi)? 224,1009 | 603,1936 | 144,7209 5,9536
(i — np;i)?)/(np;) 1,4455 2,9487 1,3404 0,1835 5,9181

A hipotézisvizsgélat 1épései ezutan az alabbiak:

1. A nullhipotézis kimondaésa.
A feltételezésiink most az, hogy & binomialis eloszlast az n = 5 és p = 0,2088 paraméterekkel.

2. A prébafiiggvény kivalasztasa és értékének kiszamitasa.
A préba illeszkedésvizsgalat, x2-probaval. A probastatisztika mintabol szamitott értéke a tablazatunk utold
soraban szerepl§ értékek Osszege, azaz 5,9181.

3. A kritikus tartomany kijelélése.
A proba egyoldali y2-proba. A kritikus értéket a y2-eloszlas tédblazatbol olvashatjuk ki. A szabadsagi fok
a varhato érték mintabol valé becslése miatt osztalyok szama-2, azaz 4 — 2 = 2, a szignifikancia szint nem
volt megadva, ezért a valoszintiséget a szokasos 0,95-nek tekintjiik. Ez a jegyzet y?-eloszlas tablazatiban a
masodik sor, els oszlopban talalhato

X? = 5,99
érték. (A kritikus tartomany abrajat felrajzolva lathat6, hogy a kritikus érték az elfogadési tartomanyba
esik.)
4. A déntés.

59181 < 5,99, a probastatisztika értéke az elfogadasi tartomanyba esik, a nullhipotézist elfogadjuk 95%-
os szignifikanciaszinten. Ez azt jelenti, hogy az adott minta alapjan elfogadhat6, hogy dobott fejek szama
binomialis eloszlési, n = 5, p = 0,2088 paraméterekkel.

Ugyanakkor vegyiik észre, hogy a szamitott és a kritikus érték nagyon koézel van egyméshoz!



