I. modul: Kombinacios halozatok

2. lecke: nevezetes kétvaltozos fiiggvények; implementacio
kétszinti kapu-hal6zatokkal; logikai fliggvények
egyszerisitési modszerei

Cél:
A lecke célja, hogy a hallgatdé megismerje a Boole-algebra nevezetes kétvaltozos
fuggvényeit, az ezekhez tartoz6 alapvetd logikai kapu szimbdlumokat, illetve
megismerje a logikai fliggvények egyszer(sitési eljarasait és az ehhez tartozo
fogalmakat
Kovetelmények:
On akkor sajatitotta el megfeleléen a tananyagot, ha
e ismeria Boole-algebra nevezetes kétvaltozos fiiggvényeit
e ismeri az alapvetd logikai kapukat és szimbdlumaikat
o képes egy logikai fliggvény kétszintli kapuhal6zatanak realizacidjara
e ismeri és alkalmazni tudja a logikai fliggvények algebrai és grafikus
egyszerlsitési eljarasait
Iddsziikséglet:
A tananyag elsajatitasahoz kb. 120 percre van sziikség.
Kulcsfogalmak:

nevezetes kétvaltozos logikai fliggvény

e implikans, primimplikans

e Quine-médszer

e Karnaugh tabla

e teljesen vagy nem teljesen specifikalt kombinaciés hal6zat



Tevékenység: irja fel tablazatos formaban a nevezetes kétvaltozos fiiggvényeket, és
rajzolja fel az 6ket megvalositdés kapu szimbolumokat! Valdsitsa meg realizacids rajz
elkészitésével a leckében szerepl6 fliggvények kapuszintii logikai aramkoreit!

2.1 Nevezetes kétvaltozos logikai fliggvények

Kétvaltozos (X;, X;) logikai fiiggvények esetében léteznek Kitiintetett, mas néven
nevezetes kétvaltozds logikai fliggvények, melyek koziil tébbet gyakran hasznalunk
logikai hal6zatok épitése soran, mint kapu-aramkoroket. Ezek értelmezéséhez nyujt
segitséget a 2.1.a dbran lathaté tablazat.
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2.1.a dbra

Az Osszes lehetséges kétvdltozos logikai filiggvény (F, - Fys)




A tablazatban szerepl6 fliggvények koziil nevezetes kétvaltozos logikai fliggvényeknek
tekintik a kovetkezdket:

e '0’'(F,) és’1’(F;5) generator:

Az F, értéke allandéan ’0’, nem érzékeny a bemenetekre. Negdltja az Fis,
amelynek értéke allandéan ’1’.

o ’'ES'(F,) és'NEM-ES’(F,,) fiiggvény, illetve kapu:

Az F, és az F;, értékei éppen egymas negiltjai. Az F; nevezetes, csak akkor
szolgaltat '1’-et, ha mindkét bemeneti valtozo értéke '1’, az F;, pedig ekkor éppen
'0’-t szolgaltat. Az el6bbi neve 'ES’, az utébbié 'NEM-ES’, réviden 'NES’.

o 'VAGY'(F;) és'NEM-VAGY'(Fg) fuggvény, illetve kapu:

Az F, és az Fy filiggvények ugyancsak egymas negaltjai. Az F, értéke '1’, ha
legalabb ez egyik bemenet '1’. Az Fg értéke éppen ilyenkor '0’. Az el6bbi a 'VAGY’,
az utébbi a’'NEM-VAGY’ ('NVAGY’) fliiggvény, illetve kapu.

e ANTIVALENCIA(F,) és EKVIVALENCIA(F,) fiiggvény, illetve kapu:

Ha a kétvaltozés fiiggvény csak abban az esetben szolgaltat '1’-et, ha a két
bemenet kiilonbozs, akkor a fiiggvény neve: ANTIVALENCIA, vagy KIZARO-
VAGY(EXOR, XOR). Ez az F fiiggvény. Negaltja az Fy, éppen ezekben az esetekben
'0’, és egyezés esetén '1. Ez utébbi neve EKVIVALENCIA, vagy KIZARO-NEM-
VAGY(EXNOR, XNOR). Az ezeknek megfelel6 kapu aramkoéroket igen gyakran
hasznaljuk. A KIZARO-VAGY miivelet jelolésére gyakran hasznaljak a '@’
szimbolumot.



2.1.1 Logikai fiiggvények egyszeriisitése

A logikai fliggvények egyszer(sitésének célja egyrészt a realizacié soran a logikai
kapubemenetek, valamint a realizalashoz felhasznalt kapuk szamanak csokkentése,
masrészt ezaltal a minél egyszerlibb és koltséghatékonyabb aramkori megvalésitas
elérése. A csupa NOR, illetve NAND kapus, valamint a multiplexeres megvalositasok
pedig az SSI aramkorok (IC-k) darabszamat csokkentik.

Ebben a fejezetben azt a négy egyszeriisitési eljarast mutatjuk be, melyek a teljesen
hatarozott logikai fliggvények esetében altalanossagban alkalmazhatoak. Ezek a
kovetkezdk:

e egyszertsités algebrai modszerrel
e Quine modszer

e Quine-McCluskey mddszer

e Karnaugh tdblds médszer

2.1.1.1 Algebrai modszer

Egyszerlisitsik a bemutatott azonossagokat kihaszndlva a mar megismert
haromvaltozos logikai fiiggvénytlinket! A disztributivitast kifejez6 azonossagok arra
mutatnak, hogy a klasszikusan kiemelésnek nevezett atalakitas itt is végrehajthato. A
logikai Osszeg els6 két szorzat-termjébdl és a masodik két szorzat-termjébdl is
kiemelhet6 egy-egy kétvaltozos szorzat. Ezutan felismerhetjiik a zardjelben 1évé
osszegek ‘1’ értékét, valamint azt, hogy a '1’-el valé beszorzast nem kell feltiintetni. Az
eredmény kifejezés tehat azonos a kiindulasival, de joval egyszer(ibb annal:

F(A B,C)=ABC+ABC+ABC+ABC=

= AB(C+C)+AC(B+B)=AB+AC

2.1.1.2 A Quine mddszer

A Quine moddszer alapja a fiiggvény ’'1’-es értékéhez rendelt két minterm kozos
szorzotényezdinek oly modon torténdé kiemelése, hogy a zarodjelben egy logikai
valtozonak és negaltjanak az 6sszege maradjon, amely logikai 6sszeg'1’.



Példa: adott a korabbi példankban szereplé mintermes fiiggvény leiras, melyhez az
alabbi tablazatot készithetjiik.

mintermek | L il
2 ABC. (23 4B

3 ABC.- (2,00 BC

j  ABC- (0 4AC

6 ABC .-

2.1.1.2.a abra[1]

A Quine-mddszer oszlopai

Gondoljunk arra, hogyan hajtottuk végre az algebrai egyszertisitést az
ABC

és az

mintermek k6zos tényezdjének, az

AB

kiemelésével. A zarojelen beliil a

(6+C):1

marad. Ezzel a két 6sszevont minterm helyén a k6z0s szorzo-tényez6 marad, a zarojelen
belil maradé valtozo eltlinik. A Quine-mddszer lényege ennek az eljarasnak a
szisztematikus ismétlése mindaddig, amig ilyen eltiintethetd valtozé mar nem marad. Ha



a valtozok szama 'n’, el6szor az 'n’ tényezds minterm parokat vonjuk igy 6ssze 'n-1’
tényezds termekké, azutan a kiad6do 'n-1’ tényezos term-parokat 'n-2’ tényezds

termekké, azutan a kiad6do 'n-2’ tényezds term-parokat 'n-3’ tényezds termekké, és igy
tovabb.

Az 2.1.1.2.a abrdn mutatjuk a szisztematikus eljarast ismert példankra. Azok a
mintermek, amelyekhez a fiiggvény ’'1’-et rendel, az ’l.’-el jel6lt oszlopban lathatok,
binaris értékeikkel megcimezve. A II. oszlopban az 6sszevonhaté minterm-parok cimei
és az oOsszevonasok eredményei lathaték. Ha a II. oszlopban lennének 6sszevonhaté
kéttényezds szorzatok, akkor a harmadik oszlop nem lenne fires.

Figyeljik meg, a kiemeléssel 6sszevonhat6 termek sajatossaga, hogy azok mindig csak
egyetlen valtozoban kiillonboznek egymastdl. Azt mondjuk, hogy az ilyen termek tn.
Hamming-féle tavolsaga egységnyi.

Miutan nincs tobb oszlop, ahova Uj 6sszevonasokat irhatnank, az oszlopokban szerepld,
tovabbi 0sszevonasokba mar nem bevonhaté termeket primimplikansoknak nevezziik.
Példank primimplikansai :

AB, BC, AC

A Quine-mddszer kovetkezd lépése a feltétleniil sziikséges primimplikdnsok
kivalasztasa. Ezt a primimplikansok lefedési tablazatanak segitségével végezhetjiik el
(2.1.1.2.b 4bra). A primimplikansok kijelolik a tablazat sorait, az oszlopokat pedig azok a
mintermek, amelyekhez a fliggvény ’1’-et rendel. Ezutan ™ karakterrel bejeldljiik az
egyes primimplikansok altal lefedett mintermeket.

Primimplikans tablazat

2,3 48] | ® ©

(2,6) BC | = *

A, 6) ® @

2.1.1.2.b dbra[1]

Primimplikdnsok lefedési tabldja



Nyilvanvalé6 példaul, hogy az

AB
primimplikans az

ABC
és az

ABC

mintermeket fedi. A lefedési tabla megmutatja, elhagyhatunk-e gy egy primimplikanst,
hogy a lefedend6 mintermek mindegyike fedve marad.

Ha taldlunk ilyeneket, azokat elhagyhatjuk. Példankban egyetlen redundans, tehat
elhagyhat6 primimplikans a

BC

A lényeges, elhagyhatatlan primimplikansok tehat :

AB, AC

A végeredmény a lényeges primimplikansok logikai 6sszege, tehat:

F(A,B,C)=AB+AC

A fentiekben megismert néhdny Uj fogalom dsszefoglalva:

e primimplikans:
olyan term, amelybdl nem hagyhaté el t6bb valtozd

e megkiilonboztetett minterm :
olyan minterm, amelyet csak egy primimplikans fed le



e lényeges primimplikans:
olyan primimplikans, amely csak egy megkiilonboztetett mintermet tartalmaz.

2.1.1.3 A Quine-McCluskey mddszer

A Quine-McCluskey egyszer(isitési mddszer részletes elemzése és bemutatdsa nem
képezi e targy torzsanyaganak részét, ezért roviden osszefoglalva a kovetkezdket kell
tudni a modszer lényegérdl: ez az egyszer(isitési modszer a Quine eljarasbdl alakult ki,
de a mintermek Osszevonhatdsagadt nem a binaris kédok kozotti tdvolsag, hanem a
decimalis értékek alapjan vizsgalja.

Koénnyen megfogalmazhaték ugyanis azok a kritériumok, amelyek fennallasa esetén két
minterm, illetve két term 6sszevonhatd. Ennek a megkozelitésnek nagy el6nyei, hogy a
4-5-nél nagyobb bemeneti valtozé szam esetén is konnyen alkalmazhatd, és egyszerd a
szamitogépes megvalositds. A Quine-McCluskey moédszer a szadmitégépes logikai
szintézis eljarasok el6futarava valt a mult szazad hatvanas éveiben.

A moédszer lényegének 6sszefoglaldsa az alabbi linken tanulmanyozhat6:

https://en.wikipedia.org/wiki/Quine%E2%80%93McCluskey_algorithm

2.1.1.4 A Karnaugh tablas (grafikus) modszer

A Karnaugh-tablas minimalizalas lényegében a Quine-eljaras geometriai reprezentacioja.
A tablazat a nevét az elv kidolgozodjanak, Maurice Karnaugh amerikai fizikusnak a
nevérdl kapta.

Az egyszerlisités elvégzéséhez sziikséges tablazat megalkotdsanak elve a kovetkezo: egy
'n’ valtozos fliggvény lehetséges mintermjeinek megfeleltetiink egy-egy négyzetet, és ugy
helyezziik el 6ket, hogy -mind vizszintesen, mind fligg6legesen- az egymastol egységnyi
tavolsagra 1évl6, azaz csak egyetlen bit-ben kiilonb6zd mintermeket reprezentald
négyzetek szomszédosak legyenek, vagyis igy binaris kddszavuk tin. Hamming-tavolsaga
'l". Ennek az a nagy el6nye, hogy igen konnyen észrevessziikk az 0sszevonhato
mintermeket illetve termeket, hiszen azok egymas mellett helyezkednek el.



Attdl figgben, hogy egy adott fliggvényt illetve mintermet hany valtozé hataroz meg, az
adott bitszam szerint nevezziik el az elkészitett tablazatot (pl. kétvaltozés Karnaugh
tabla, haromvaltozo6s Karnaugh tabla stb.)

Példdk:

e kétvdltozés Karnaugh tdbla

Két valtozo (4,B) esetén 4 lehetséges mintermiink van. Ezeket egy 2 x 2 —es négyzeten
helyezziik el (2.1.1.4.a dbra). Az egyes négyzetek jobb alsé sarkdban megjeloltiik az
adott binarisan kodolt mintermhez tartoz6 decimalis szamértéket is.

Megjegyzés: altalanos elvként alkalmazzuk a felsoroldsi sorrend szerinti helyiérték
értelmezést, vagyis esetiinkben '’AB’ kétvaltozods fliggvényben 'A’ képezi a legmagasabb

helyiértékii bitet (MSB, =Most Significant Bit). A tovabbi példdkban is ezt az értelmezést
hasznaljuk.

2.1.1.4.a dbra[1]

Kétvdltozos (A,B) Karnaugh tdbla

e hdromvdltozos Karnaugh tdbla
Harom valtozé esetén 8 lehetséges mintermiink van. Ezeket egy 4 x 2 -es téglalapon
helyezziik el, megfelel6 peremezéssel. A peremezés azt jelenti, hogy a valtozokat két
csoportra osztjuk, egy kéttagi és egy egytagu csoportra. Vizszintesen elrendezziik az
elsd csoport lehetséges kombinaciéit (0 0,0 1,1 1, 1 0), fiiggblegesen pedig a masodik



egyvaltozos csoport két lehetséges értékét, (0, 1). Figyeljiink fel arra, hogy a mintermek
geometriai szomszédossaga csak ugy biztosithatd, ha a csoportok kombinaciéi is
egységnyi Hamming-tavolsagra vannak egymastél. Ezért a kiilonleges és szokatlan
sorrend, azaz (0 1) utan az (1 1) kévetkezik!

Nézziik az 2.1.1.4.b abrat! Ezzel a peremezéssel a négyzetek megcimezhetdk a
valtozokhoz rendelt binaris vektorokkal, ugyanakkor a négyzetek (cellak) jelolhetdk is a
binaris vektornak megfelelé decimalis szamjeggyel. Példaul a felsé négyzetsor harmadik
négyzete az (1 1 0) binaris vektorral cimezhet6, és a 6-os decimalis értékkel jelolhetd. A
minterm algebrai alakjat az ismert médon olvassuk ki:

ABC

A Karnaugh tablakhoz tartozé binaris valtozék logikai értékei —-az adott sorokban és
oszlopokban- masfajta jeloléssel is megadhatéak. Erre mutat példat a 2.1.1.4.c dbra
szerinti tablazatforma.

A 0 0 1 1
B 0 1 1 0
C
0 ABC
¢ 2 6 4
1
1 3 7 5
2.1.1.4.b dbra
Hdromvdltozds Karnaugh tdbla
A
B
C
ABC
0 2 6 4
1 3 7 5

2.1.1.4.c abra

Hdromvdltozds Karnaugh tdbldzat mds logikai érték jeléléssel



A tablazatok szerkesztésénél figyeljlink arra is, hogy nem minden logikai szomszédossag
jelenik meg geometriai szomszédossagként. Belathatjuk, hogy a (0 0 0) szomszédos az
(1 0 0) mintermmel, a (0 0 1) pedig az (1 0 1) mintermmel, bar nincsenek egymas

mellett. Ezt szem el6tt kell tartanunk a hasznalatndl, de belathatjuk, hogy egy henger
palastjdra csavarva a tablat, a geometriai és logikai szomszédossag egylittallasa
tokéletes lenne.

e négyvdltozds Karnaugh tdbla
A négyvaltozos Karnaugh tabla 6sszeallitasa és peremezése elvi tjdonsagot nem jelent,
de a széleken elhelyezkeddé mintermek kozotti szomszédossagokat -az el6zdéekben
emlitett okbdl kifolydan- érdemes megvizsgalni (2.1.1.4.d abra).

A 0 0 I 1
B 1 1
CcD 0 v
00
0 4 12 8
01
1 5 13 9
11
3 7 I5 11
10
2 6 14 19

2.1.1.4.d dbra[1]

Négyvdltozos Karnaugh tabla

Az egyszeriisités elve, azaz a leheto legnagyobb ésszevont termek kiolvasdsa
a tablazatbol

Példa:

egy négyvaltozés Karnaugh tabldban az 5-0s és 13-as (decimalis szamértéki)
mintermekhez '1’-et rendel egy teljesen hatarozott logikai fliggvény (2.1.1.4.e abra). Az
osszevonhatosag elvét kovetve az egyesitett (Osszevont) term itt egy kétnégyzetes
téglalap, amelynek a cimébdl az A’ valtozé értéke mar hidnyzik, hiszen az ‘A" az a
valtozo, amely a VAGY miivelettel kiesik.



Igy az 6sszevont cim algebrai alakja :

BCD
4 0 0 1 )
“B ) )
cD 0 0
00
0 4 1 8
01 1 1
1 5.1 9
11
3 AR I I
10
2 6 14 10

2.1.1.4.e dbra[1]

Osszevont term létrehozdsa

Megjegyzés: a tablazatban felesleges a ’0’-as minterm értékek jel6lése, igy az - a
konnyebb atlathatdsagot szem el6tt tartva - elhagyhato.

Tegylik most fel, hogy az eddigi mintermeken kiviil szerepel a fliggvényben a 7-es és a
15-6s is (2.1.1.4.f abra). Ez utobbiakat egymassal 6sszevonva felismerjik, hogy az igy
kialakult két mintermes két term ugyancsak szomszédos, és a C valtozo is kiejthetd.

Ezzel egy geometriailag még nagyobb, négy mintermes term adddott az 6sszevonassal,
amely mar csak két valtozos. Kiolvasva:

BD



[onJON
oS
[,
b
<

cD
00

01 [u 7|

1 N . | 9
A FF

3 L I5 11

10

2.1.1.4.fdbraf1]

Két szomszédos term dsszevondsdval képzett kétvdltozds term

2.1.2 Teljesen és nem teljesen hatarozott fiiggvények egyszerisitése
Karnaugh tablan

2.1.2.1 Teljesen specifikalt fiiggvények egyszeriisitése a Karnaugh tabla
segitségével

A tervezés lépései

1épés: a sziikséges méretii(valtozoszamu) Karnaugh tabla felvétele

lépés: a fliggvény "1’ értékeihez tartoz6 mintermek bejelolése

1épés: az 6sszes primimplikans-tertilet kijel61ése 6sszevonassal

1épés: az egyszerilisitett fliggvény felirasa a rendelkezésre all6 primimplikansok
kozul torténd valogatassal

B W N e

Példa:

egyszer(sitsilk Karnaugh tdblan a korabbi példdban szerepld, teljesen hatarozott
fliggvénytinket!

F(AB,C)=ABC+ABC+ABC+ABC



Az 1. a 2. és a 3. 1épést illusztraljuk az 2.1.2.1.a abran. Az '1’-es mintermek bejel6lése
utan megkezddédhet a pdarosaval torténd osszevondas. Mivel tagjaik szomszédosak,
osszevonhaték a kovetkezé parok:

(010,011), (010,110), (110,100).

Ezutan azt vizsgaljuk, hogy a harom osszevont kettes csoportok kozott vannak-e
szomszédos, nagyobbakka 6sszevonhatdk. Szembet(ind, hogy nincsenek ilyenek, tehat a
harom kétvaltozos term mindegyike primimplikans.

A 4. 1épés ugyancsak a Karnaugh tablan végezhetd el a legegyszer(ibben. Képzeljiik el,
hogy a primimplikansok négyszogei lemezek, amelyek felemelhet6k a tablarol. Ha ezeket
sorra felemeljiik, és azt talaljuk, hogy az felemelt term altal fedett valamennyi minterm a
tobbi term altal fedve marad, akkor a felemelt term felesleges, eltavolithaté. Ezzel
szemben, ha a felemelés Kkovetkeztében valamelyik minterm fedetlen marad, a
primimplikans elhagyhatatlan.

A 0 0 1 1
~B 0 ! | 0
- —r
0 § : 2 |I 6 f]af
I i

I3 7 ¥

2.1.2.1.a dbra[1]

Lehetséges primimplikdnsok

Az egyszerlsitéshez szoba johet6 primimplikansok:
AB, BC, AC

A teljes lefedettség szilikséges és elégséges elvét kovetve lathatd, hogy

elhagyhato, felesleges term.



2.1.2.2 Nem teljesen specifikalt fiiggvények egyszerisitése a Karnaugh
tablan

Ha a logikai fliggvény nem teljesen hatarozott, akkor legalabb egy olyan bemeneti
kombinaci6, azaz minterm van, amelyhez rendelt fiiggvény érték szamunkra k6zémbds.
Illyenkor kiilonb6zd szimbolumokkal jeloljik be a Karnaugh-tablaba az '1’-es és
k6zombos (don’t care) mintermeket. Ez utébbiakat célszerli a mar ismert kis vizszintes
vonalkaval (-) jelolni. A k6z6mbos mintermekkel szabadon banhatunk. Ha el6nyos az

egyszerlsités szempontjabol, akkor 6sszevonjuk 6ket az '1’-es mintermekkel, ha nem,
akkor ’'0’-as mintermeknek tekintjiik 6ket.

Példa:

adott egy négyvaltozés (4,B,CD), '’kozombos’ mintermekkel is rendelkezd logikai
fliggvény Karnaugh tablas alakja (2.1.2.2.a dbra):

4 0 0 1 1
B 0 ! I 0
00 1
01 1 | 1 —
11 — — | = —
10
2.1.2.2.a dbra[1]

Egy nem teljesen specifikalt, négyvdltozos logikai fliggvény Karnaugh tdblds alakja, a
kézombdés bejegyzések kézotti vdlogatdssal elédllitott primimplikdnsok megaddsdval



A primimplikdnsok ko6zott egy ,négymintermes”, tehat kétvaltozos, és a kozombos
bejegyzéssel rendelkez6 lehetséges primimplikdnsok kozotti valogatassal eléallitott két
’kétmintermes’, vagyis haromvaltozos term szerepel. Kiolvasva:

BD, ACD, ABC

Ezek koziil a masodik elhagyasa nem valtoztat a teljes lefedésen.

(Megjegyzés: a fiiggvényalakban a teljes lefedettséget biztosité6 primimplikansok mellett
felirt felesleges, Un. redundans primimplikansok alkalmazasa a gyakorlati, kapuszint(
megvaldsitds soran bizonyos esetekben sziikséges lehet, melynek pontos okaival a
késébbiekben részletesen foglalkozni fogunk.)

A tervezés lépései

1. 1épés: a szilikséges méretii(valtozészadmu) Karnaugh tabla felvétele

2. lépés: a fliggvény '1’ és '’k6zombos’ értékeihez tartozé minternek bejeldlése

3. lépés: a kozombos bejegyzéssel is rendelkezhetd lehetséges primimplikansok
kijelolése

4. lépés: az egyszerisitett fliggvény felirdsa a rendelkezésre 4llo
primimplikansok koziil torténd valogatassal

Felhasznalt irodalom:

[1] Dr. Keresztes Péter: Digitalis hal6zatok (HEFOP elektronikus Jegyzet)



