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Emlékeztets

Taylor-sorfejtés

Ha az f(x) fliggvény végtelen sokszor differencialhaté az xp pont
valamely ¢ sugar( kornyezetében, akkor az f(x) fliggvény minden
X € [xo — 9, x0 + 0] esetén elsall:
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Emlékeztets

Taylor-sorfejtés

Ha az f(x) fliggvény végtelen sokszor differencialhaté az xp pont
valamely ¢ sugar( kornyezetében, akkor az f(x) fliggvény minden
X € [xo — 9, x0 + 0] esetén elsall:

) = 1) + L0 ) 4+ L0024
(n) ( x, (n+1)
= n(! e+ f(n T 1()5!) (x =)™

alakban, alkalmas & € [xg — 0, xo + 0] mellett.




Emlékeztets

Lagrange-maradéktag

Az 6sszeg utolso tagja, a Lagrange-maradéktag, azaz
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Emlékeztets

Lagrange-maradéktag

Az 6sszeg utolso tagja, a Lagrange-maradéktag, azaz

FrH(g)

CE x0)""

O( | h (1)) nagysagrendd, ahol x — xo = h.

Otlet

Hasznaljuk ki az f(x) Taylor-sorfejtését az f'(xg), f”'(xo), stb.
értékének becslésére!

| A




1. feladat

Konstrualjunk egy, az f'(xo) derivaltat az xg, x1 = xo + 2h,
xo = xg + 3h alappontrendszeren h szerint masodrendben kézelits
differenciasémat!




1. feladat megoldasa

Ismerjiik
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1. feladat megoldasa

Ismerjiik az alappontokat:

X0, X1, X2 J

és az alappontokhoz rendelt értékeket a szokasos jeldléssel:

f(xo) =fo, f(x1)="f, f)=~r J




1. feladat megoldasa

Mivel az f(x) fuggvény elsé derivaltjanak az xo pontbeli értékét
akarjuk kozeliteni, ezért az xg pont koriili masodfoka Taylor
polinomot irjuk fel a Lagrange-maradéktaggal:



1. feladat megoldasa

Mivel az f(x) fuggvény elsé derivaltjanak az xo pontbeli értékét
akarjuk kozeliteni, ezért az xg pont koriili masodfoka Taylor
polinomot irjuk fel a Lagrange-maradéktaggal:
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Lagrange-maradéktag

f(x) = f(xo) +
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1. feladat megoldasa

Irjuk fel f(x1) értékét a Taylor-sorral (azaz helyettesitsiink x helyére
x1-et):



1. feladat megoldasa

Irjuk fel f(x1) értékét a Taylor-sorral (azaz helyettesitsiink x helyére
x1-et):

(X1 —X0)+ f”é)!(O) (Xl —X0)2+ f 3(]5) (Xl X0)3J

f'(x0)
|

f(x1) = f(x0)+ 1




1. feladat megoldasa

Irjuk fel f(x1) értékét a Taylor-sorral (azaz helyettesitsiink x helyére
x1-et):

f'(x0)
1!

f”(Xo)
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Kihasznalva, hogy x1 — xo = (xo + 2h) — xo = 2h,



1. feladat megoldasa

Irjuk fel f(x1) értékét a Taylor-sorral (azaz helyettesitsiink x helyére
x1-et):

f'(x0)
1!

f”(Xo)

Flox) = o)+ £9) ()21 3§5)<xlxo)3J

(x1—x0)+

Kihasznalva, hogy x1 — xo = (xo + 2h) — xo = 2h,
és f(xo) = fo. f(x1) = f1,



1. feladat megoldasa

Irjuk fel f(x1) értékét a Taylor-sorral (azaz helyettesitsiink x helyére
x1-et):

f'(x0)
1!

f"(Xo)

f(x1) = f(x0)+ ol

(X1 —Xo)+

(X1 —Xo)2 -+ f 3(|§) (X1 X0)3}

Kihasznalva, hogy x1 — xo = (xo + 2h) — xo = 2h,
és f(xo) = fo, f(x1) = f,
a fenti egyenlet az alabbi alakra egyszeriisodik:



1. feladat megoldasa

Irjuk fel f(x1) értékét a Taylor-sorral (azaz helyettesitsiink x helyére
x1-et):

f(x1) = f(x

f,(lTO) (31 —x0)+ fﬂé)!(O) a0+ 3(!5) b XO){

Kihasznalva, hogy x1 — xo = (xo + 2h) — xo = 2h,
és f(xo) = fo, f(x1) = f,
a fenti egyenlet az alabbi alakra egyszeriisodik:

0 =1+ Flo)en) + o n @(2’”3 J




1. feladat megoldasa

Az el6z6hoz hasonléan irjuk fel f(x2) értékét a Taylor-sorral:



1. feladat megoldasa

Az el6z6hoz hasonléan irjuk fel f(x2) értékét a Taylor-sorral:

f’( o)
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1. feladat megoldasa

Az el6z6hoz hasonléan irjuk fel f(x2) értékét a Taylor-sorral:
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1. feladat megoldasa

Az el6z6hoz hasonléan irjuk fel f(x2) értékét a Taylor-sorral:

f(x2) = f(x0)+—— f/( 0) (x2— Xo)+%)l®)(X2xo)2+f3—(!n)(x2xo)3J

Most xo — xg = (Xo + 3/’7) — xp = 3h, és f(xo) =1, f(X2) =,
ezért a fenti egyenlet az alabbi alakra egyszer(isodik:



1. feladat megoldasa

Az el6z6hoz hasonléan irjuk fel f(x2) értékét a Taylor-sorral:

f(x2) = f(x0)+ F(x 0)( Xo)+%)!®)(X2Xo)2+f3—(!m(X2XO)3J

Most xo — xg = (Xo + 3/’7) — xp = 3h, és f(xo) =1, f(X2) =,
ezért a fenti egyenlet az alabbi alakra egyszer(isodik:
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1. feladat megoldasa

Tekintsiik a kapott két egyenletbél all6, kétismeretlenes
egyenletrendszert (az ismeretlenek:f’(xg) és f(xp)):



1. feladat megoldasa

Tekintsiik a kapott két egyenletbél all6, kétismeretlenes
egyenletrendszert (az ismeretlenek:f’(xg) és f(xp)):
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1. feladat megoldasa

Tekintsiik a kapott két egyenletbél all6, kétismeretlenes
egyenletrendszert (az ismeretlenek:f’(xg) és f(xp)):

1"

f'// f-
(I) fi = fo+2hf (x0) + 4h° (2X)+8h3 6(5)

I/(Xo) + 27h3 f.///( )
2

(I1) fo = fo + 3hf'(x) + 9 ——= c




1. feladat megoldasa

Tekintsiik a kapott két egyenletbél all6, kétismeretlenes
egyenletrendszert (az ismeretlenek:f’(xg) és f(xp)):

f// f///
(I) fi = fo+2hf (x0) + 4h° (2X 0) , g3 6(5)
I/ f.///
(I1) £ = fo+ 3hF'(x0) + 9K (2X0) +o7p3 6( )

f'(xo)-at akarjuk kifejezni az egyenletrendszerbdl. Ehhez az (I)
egyenletet 9-cel, a (1) egyenletet 4-gyel szorozzuk. (Vagy azonnal
kivonjuk az (1) egyenlet 9-szeresébdl a (II) egyenlet 4-szeresét.)



1. feladat megoldasa

111

36 72
(I) 9A = 9f + 18hf'(xp) + 7hzf"(xo) + €h3f (€)




1. feladat megoldasa

111

36 72
(I) 9f = 9fy + 18hf'(x) + 7hzf"(xo) + Fh3f (6)

108 g
(1) 465 = 4fs + 12hF (x0) + W7 () + 0 1*F" ()




1. feladat megoldasa

111

72
(I) 9f = 9fy + 18hf'(x) + 32—6h2f"(x0) + Fh3f (6)

(II) 4f2 = 47‘6 + 12hf’(X0) + ?h2f”(X0) + 1;;8h3f_///(n)

Vonjuk ki az (1) egyenletbdl a (1) egyenletet:



1. feladat megoldasa

111

72
(I) 9 = 9fy + 18hf'(x0) + 32—6h2f"(x0) + Fh3f (6)

Vonjuk ki az (1) egyenletbél a (1) egyenletet:
72 117 ]. 8 11
Ofi — 4f = 5fo + 6hf'(x0) + =h*F (€)= 2 h3f ()

o(m)




1. feladat megoldasa

Rendezés utan:

9f — 4f, — 5f = 6hf'(xo) + O(h%) J




1. feladat megoldasa

Rendezés utan:

9f — 4, — 5, = 6hf'(xo) + O(K?) ]

Of, — 4 — 5fy

5o |




1. feladat megoldasa

Rendezés utan:

9f — 4f, — 5f = 6hf'(xo) + O(h%) ]
B = ) + O(1?) J

Azaz:

9f — 4h — 51
, ~
f'(x0) = - J

A hiba h szerint masodrenddi.




Megjegyzés

Ha az el6z6 feladatban /(xo) helyett f/(x1)-et kozelits sémat
akarunk felirni, akkor a megoldas elsé [épésében az x; koriili
Taylor-polinomot irjuk fel:



Megjegyzés

Ha az el6z6 feladatban /(xo) helyett f/(x1)-et kozelits sémat
akarunk felirni, akkor a megoldas elsé [épésében az x; koriili
Taylor-polinomot irjuk fel:
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Megjegyzés

Majd helyettesitsiink x helyére elészor xp-at, majd x helyére xo-t.



Megjegyzés

Majd helyettesitsiink x helyére elészor xp-at, majd x helyére xo-t.

Ne feledjiik, hogy most
X0 — X1 :Xo—(X0+2h) = —2h

és
X2—X1:(Xo+3h)—(Xo+2h):h



Megjegyzés

Majd helyettesitsiink x helyére elészor xp-at, majd x helyére xo-t.
Ne feledjiik, hogy most
X0 — X1 :Xo—(Xo+2h) = —2h

és
X2—X1:(Xo+3h)—(Xo+2h):h
!

A kapott egyenletrendszerbél fejezziik ki f'(xq)-et!



Megjegyzés

Majd helyettesitsiink x helyére elészor xp-at, majd x helyére xo-t.
Ne feledjiik, hogy most
X0 —x1 = xo — (x0 +2h) = —2h
és
xp —x1 = (x0+3h)—(x0+2h)=h
|

A kapott egyenletrendszerbél fejezziik ki f'(xq)-et!

Ez egy remek otthoni gyakorlé feladat!!
Eredmény:
—fo — 3f + 46

/ ~
Flla)~ 6h

O (h?)



2. feladat

Konstrualjunk egy, az f”(xy) derivaltat az xq, xo = x; + h,
x3 = x» + 2h alappontrendszeren h szerint elsérendben kozelitd
differenciasémat!




2. feladat megoldasa

Ismertek:



2. feladat megoldasa

Ismertek:

X0, X1, X2 J




2. feladat megoldasa

Ismertek:

X0, X1, X2 J

és

fa) = fi, () =f, f(x)="f ]




2. feladat megoldasa

Mivel az f(x) fliggvény masodik derivaltjanak az x» pontbeli
értékét akarjuk kozeliteni, ezért az x» pont koriili masodfoka Taylor
polinomot irjuk fel a Lagrange-maradéktaggal:



2. feladat megoldasa

Mivel az f(x) fliggvény masodik derivaltjanak az x» pontbeli
értékét akarjuk kozeliteni, ezért az x» pont koriili masodfoka Taylor
polinomot irjuk fel a Lagrange-maradéktaggal:
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2. feladat megoldasa

Irjuk fel f(x1) értékét a Taylor-sorral (azaz helyettesitsiink x helyére
x1-et):



2. feladat megoldasa

Irjuk fel f(x1) értékét a Taylor-sorral (azaz helyettesitsiink x helyére
x1-et):

F"(x (¢
(X1—X2)+ 2!2)(X1—X2)2+ 3(! )(X1X2)3J

f'(x2)
|

f(x1) = f(x)+ ]




2. feladat megoldasa

Irjuk fel f(x1) értékét a Taylor-sorral (azaz helyettesitsiink x helyére
x1-et):

f'(x2)
1!

f”(Xz)

f(x1) = f(x)+ -

(X1 —X2)+

f (¢
(X1—X2)2+ 3(| )(X1X2)3}

Kihasznalva, hogy x1 — x2 = x1 — (x1 + h) = —h, és hogy
f(x1) = f1, f(x2) = fp, a fenti egyenlet az alabbi alakra
egyszeriisodik:



2. feladat megoldasa

Irjuk fel f(x1) értékét a Taylor-sorral (azaz helyettesitsiink x helyére
x1-et):

f'(x2)
1!

f”(Xz)

f(x1) = f(x)+ -

(X1 —X2)+

f (€
(X1 —X2)2+ 3(| ) (X1 X2)3}

Kihasznalva, hogy x1 — x2 = x1 — (x1 + h) = —h, és hogy
f(x1) = f1, f(x2) = fp, a fenti egyenlet az alabbi alakra
egyszeriisodik:

f.I/(X2) f./ll (

(I) A=f+Ff(x)(—h)+ T(—h)2 + Té)(—h)?’ J




2. feladat megoldasa

Az el6z6hoz hasonléan irjuk fel f(x3) értékét a Taylor-sorral:



2. feladat megoldasa

Az el6z6hoz hasonléan irjuk fel f(x3) értékét a Taylor-sorral:

f(X3) = f(Xz)—i-f/g—)!Q)(Xg,X2)+%)I<2)(X3X2)2—|—f3—(!n)(X3X2)3J




2. feladat megoldasa

Az el6z6hoz hasonléan irjuk fel f(x3) értékét a Taylor-sorral:

f(X3) = f(Xz)—i-f/g—)!Q)(Xg,X2)+%)I<2)(X3X2)2—|—f3—(!n)(X3X2)3J

Most x3 — xo = (x2 + 2h) — xp = 2h, és f(xp) = f, f(x3) = f3, igy
a fenti egyenlet az alabbi alakra egyszer(isodik:



2. feladat megoldasa

Az el6z6hoz hasonléan irjuk fel f(x3) értékét a Taylor-sorral:

f(X3) = f(Xz)—i-f/g—)!Q)(Xg,X2)+%)I<2)(X3X2)2—|—f3—(!n)(X3X2)3J

Most x3 — xo = (x2 + 2h) — xp = 2h, és f(xp) = f, f(x3) = f3, igy
a fenti egyenlet az alabbi alakra egyszer(isodik:

) s=a+roaen + e+ L0 |




2. feladat megoldasa

Tekintsiik a kapott két egyenletbdl all6, kétismeretlenes
egyenletrendszert (az ismeretlenek:f'(x2) és ' (x2)):



2. feladat megoldasa

Tekintsiik a kapott két egyenletbdl all6, kétismeretlenes
egyenletrendszert (az ismeretlenek:f'(x2) és ' (x2)):

11’

) =t h(a) + 202 T ©)




2. feladat megoldasa

Tekintsiik a kapott két egyenletbdl all6, kétismeretlenes
egyenletrendszert (az ismeretlenek:f'(x2) és ' (x2)):

11’

(I) Ah=H— hf/(xz) + K2 f/,(2x2) pél f 6(5)

(I) £ = f+2hf'(x2) + 4h° (2X2) g3/ 1) é n)




2. feladat megoldasa

Tekintsiik a kapott két egyenletbdl all6, kétismeretlenes
egyenletrendszert (az ismeretlenek:f'(x2) és ' (x2)):

11’

) =t h(a) + 202 T ©)

(I1) f3 = f + 2hf'(x2) + 4K° (2X2) g3/ 1) é n)

" (x2)-t akarjuk kifejezni az egyenletrendszerbdl, ezért az (I)
egyenlet 2-szeresét hozzaadjuk a (I1) egyenlethez.



2. feladat megoldasa

A kapott egyenletben mar csak az f”(x) az ismeretlen:

111 8 1"
©)+ ;1" ()

o(r)

2
2f; + f3 = 3f + 3K F(x2) — 6h3f




2. feladat megoldasa

Rendezés utan:

2f + f; — 36 = 3K2F"(x2) + O () ]




2. feladat megoldasa

Rendezés utan:

2f + f; — 36 = 3K2F"(x2) + O () ]

2f +f — 36

2 = () + O(h) J




2. feladat megoldasa

Rendezés utan:

2f + f; — 36 = 3K2F"(x2) + O () ]
2f + f; — 3f;
B30 i)+ o(h)
3h
Azaz:
2 —3h + 13
Flle) > =5 J

A hiba h szerint elsérenddi.



Otthoni feladat

Otthoni gyakorlasra:

a) A 2. feladatban konstrualjunk f’(x2)-t h szerint masodrendben
kozelits differenciasémat! Eredmény:

—4h +3h+1f

, ~
Fle)~ 6h

. O(h)

b) A 2. feladatban konstrualjunk f”(x;)-et h szerint elsérendben
kozelits differenciasémat! Eredmény:

_2f-3h+h

f-//(Xl) 3h2

, O(h)

c) A 1. feladatban konstrualjunk f”(xz)-et h szerint elsérendben
kozelits differenciasémat! Eredmény:

fo — 3f + 2f
() ~ =3 O(h)



