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Bevezetés

Ez a jegyzet a Széchenyi Istvan Egyetem mérnoki BSc-hallgatdoi szamara
késziilt. A jegyzet bevezetést ad a korszeri numerikus médszerek elméletébe
és gyakorlataba. Hangsulyozottan bevezetd jellegii, tehéat a teljességre meg-
kozelitéleg sem torekszik egyik fejezetében sem.

A jegyzet feltételezi a Matematika I. és I1. targyak, azaz az elemi analizis,
a linearis algebra és a tobbvaltozds fliggvények témakorébdl korabban ta-
nultak készségszeri ismeretét.

A jegyzetben érintett témakorok a kovetkezok:

e Linedris egyenletrendszerek és métrixfelbontasok

e A legkisebb négyzetek maédszere

Interpolacié
o Kozelitd integrdlas
e Derivaltak kozelitése

Mindegyik fejezet végén néhdny gyakorlo feladat talalhato, részletes meg-
olddsokkal egyiitt. Ez azonban nem helyettesiti a lényegesen bGvebb fela-
datgylijteményeket.

A jegyzetben alkalmazott jelolések:

e N: a pozitiv egész szamok halmaza
e R: a valés szamok halmaza

e R": a rendezett valds szdm-n-esek vektortere

C: a komplex szamok halmaza

o M,,«mm: az n sorbdl és m oszlopbdl all6 matrixok vektortere

Fogjuk még alkalmazni az O(x) jel6lést, mely egy olyan, z-t6l fiiggé kife-
jezést jelent, melynek abszolut értéke feliilrol becsiilheté C' - z-szel valamely
alkalmas, z-t6l fliiggetlen C' > 0 konstans mellett.

Tipikus példak: egy N x N-es regularis matrixd linedris egyenletrend-
szer megoldasanak miiveletigénye (ha a matrix semmilyen specidlis tulaj-
donsiggal nem rendelkezik) O(N?3), azaz a megoldashoz sziikséges miiveletek
szama < C' - N3, ahol a C szdm N-t6l fiiggetlen. Ez j6l mutatja a miivelet-
igény viselkedését: ha az ismeretlenek szama megduplazddik, a megoldas
miiveletigénye az eredeti miiveletigény mintegy nyolcszorosara no.



Miésik példa: az [a,b] intervallumon értelmezett, elegendGen sima f
fliggvény integraljat egy ekvidisztans, h 1épéskozii alappontrendszeren fel-
épitett osszetett trapézformula O(h?) hibdval kozeliti, azaz a pontos integral
és a trapézformula altal adott kozelitd integral eltérése < C - h%, ahol a C
szam h-t6l nem fiigg (de az f integranduszt6l valamint az intervallumtol
igen). Ez jél mutatja a kozelités pontossagat: ha a lépéskozt felére, har-
madéra csokkentjiik (azaz a részintervallumok szdmat kétszeresére, harom-
szorosara noveljik), akkor a kozelités hibdja az eredetinek kb. negyedére,
kilencedére csokken.

Javasoljuk, hogy a jegyzetben talalhaté mddszereket, mintapéldakat és
feladatokat az Olvas6 valdsitsa is meg — célszertien MATLAB-ban. Nu-
merikus moédszereket igazédn csak "miikodés kozben” lehet megérteni, a prog-
ramozas, a hibajavitas, az egyszeriibb, majd bonyolultabb példakon at valé
kiprobaléds soran.

Kérjiik tovabba az Olvasdkat, hogy a jegyzettel kapcsolatos észrevételeket,
esetleges sajtohibdk felfedezését stb. tudassak a szerzével a

gasparcs@sze.hu

email cimen.
Eredményes felhasznaldst kivan a szerzé:

Dr. Gaspar Csaba



1 Linearis egyenletrendszerek és matrixfelbontasok

1.1 Motivacié

A gyakorlatban rengeteg probléma vezet linedris (els6foki) egyenletrend-
szerekre. Ezek numerikus megoldasa alapvet6 fontossagi. Hogy érzékeltessiik
a lényeges kiilonbséget a "tiszta”, ”elméleti” és a numerikus matematikai
problémak kozott, tekintsiik a kovetkezo két példat:

Példa: Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert:
1000z + 999y =1

999z + 998y = 1

A rendszer determindnsa 998000 — 9992, ami nem 0, igy pontosan egy
megoldas létezik. Konnyen ellenérizhetd, hogy ez: x =1, y = —1.
Most tekintsiik az alig-alig médositott egyenletrendszert:

1000z + 999y = 1
999z + 998y = 0.999

Intuitive azt vérjuk, hogy mivel az adatok csak "kicsit” véltoztak (1 ezrelék-
nyit), azért a megoldas is csak "kicsit” fog kiillonbozni az el6z6t6l. Ezzel
szemben most a megoldas: xz = 0.001, y = 0. Mivel pedig az egyen-
letek adatai (matrixelemek és/vagy a jobb oldal elemei) gyakran mérésekbol
szarmaznak, fontos, hogy ne csak a megoldast tudjuk kiszamitani, hanem
annak hib4jat is meg tudjuk becsiilni. A fenti példa a legegyszeriibb példa
a rosszul kondiciondlt egyenletrendszerekre, ahol a megoldas igen érzékeny
az adatok megvaltozéaséra.

Példa: Mennyi idébe telhet (a leggyorsabb szamitégépeken) egy 200 x 200-
as matrix determindnsdnak definicié szerinti kiszamitdsa (pl. az elsé sor
szerinti kifejtéssel)?

Megoldds: Jeldlje cy egy N x N-es matrix determinansanak kiszamitdsakor
csak a szilikséges szorzdsok szamat. A sor szerinti kifejtés alapjan nyilvan
cy =N -cn_1, innen:

ecNn=N-ecy-1=N-(N—-1)-¢y_g2=..=N!

azaz copp = 200!. Ez felfoghatatlanul nagy szam. Ha tekintiink egy hipo-
tetikus parhuzamos miikodést szamitégépet, melynek mérete a Foldével



egyezik, az egyes processzorok atomnyi méretiiek, az informécioterjedés se-
bessége pedig a fénysebesség, a sziikséges szamitasi id6 meghaladnd a ma
feltételezett Osrobbands éta eltelt idot.

Tehat nem elég tudni egy modszerrdl, hogy az elvileg helyes, az is sziik-
séges, hogy a miveletigényét becsiilni tudjuk, és az elfogadhato felsé korlat
ala essék.

1.2 Linearis egyenletrendszerek megoldhatésaga

Most felidézziik a lineéris egyenletrendszerekrdl az alapképzésben mar megis-
mert legfontosabb megoldhatésagi tételeket.

Legyen A € My« adott négyzetes matrix (elemei legyenek ay, ; (k,j =
1,2,...,N)), b € RN adott vektor (elemei legyenek by, bo,...,by), és tekintsiik
az

Az =b (1)

linearis egyenletrendszert, ahol z € RN a keresett megolddsvektor. A
fenti tomor jelolésmdd egyenértékii az alabbi, hagyomanyos felirdsu linearis
egyenletrendszerrel:

a1171 + a12x2 + ... + a NI N = by

a9171 + a9 + ... + aoNT N = b
an1T1 + anoxs + ... +ayyTy = by

Az egyenletrendszert homogénnek nevezziik, ha b = 0, azaz by = by =
... = by = 0. Nyilvanvald, hogy ekkor 1 = z2 = ... = xxy = 0 mindig
megoldas: ezt trividlis megolddsnak nevezzik, mig a homogén egyenlet min-
den olyan megoldasat, ahol legalabb egy x; zérustdl kiilonbozik, nemtrividlis
megolddsnak nevezziik.

A homogén egyenletek esetében a jellemzd probléma az, hogy létezik-e
nemtrividlis megoldas, mig az inhomogén egyenlet esetén az a kérdés, hogy
van-e egyaltalan megoldasa, és ha igen, akkor hany.

Idézziik fel az egyenletrendszer megoldhatésagat biztositd tételeket:

Tétel: Az A € Myyxy matrix pontosan akkor regularis, ha az Ax = b
egyenletnek minden jobb oldal mellett 1étezik megolddsa. Ekkor a megoldéas
egyértelmii is (éspedig A~'b-vel egyenld).



Tétel: Az A € My« y matrix pontosan akkor reguléris, ha az Az = 0 ho-
mogén egyenletnek csak a trivialis megoldédsa 1étezik. Masszoval, A pontosan
akkor szingularis, ha a homogén egyenletnek 1étezik nemtrivialis megoldésa.
Ekkor pedig végtelen sok nemtrividlis megoldés is 1étezik (barmely x megol-
dés esetén annak tetszéleges konstansszorosa is megoldas).

1.3 A Gauss-eliminacio

Most attekintjiik — az alapképzésben megismert — egyik legfontosabb egyen-
letmegoldé algoritmus, a Gauss-eliminacié miikodését.
Tekintsiik az alabbi linearis egyenletrendszert:

a11x1 + a12x2 + a1373 + ... + aiNTN = by
a2121 + a22x2 + 2373 + ... + aaNTN = b2
az1ry + azoxrs + agzxs + ... + agyry = b

an1T1 + anaZo + an3x3 + ... + anNTN = bN

ahol most tegyiik fel, hogy az A matrix regularis. A Gauss-elimindcié (vagy
kikiiszoboléses modszer) 1épései a kovetkezok:

1. Osszuk le az 1. egyenletet az a1 egyiitthatoval:

T1 + oz + dj3x3 + ...+ yan =)
ao121 + av2T9 + ag3x3 + ... + asNxTN = bo
as1x1 + azoro + agzxs + ... + agyxn = bs

an1Z1 + an2x2 + an3x3 + ... FannNTN = by

2. Az 1. sor api-szeresét vonjuk ki a k-adik sorbdl (k = 2,3,..., N), ezéltal
kikiiszoboljiik xi-et a 2.,3.,...,N. egyenletbol. Eredményiil az aldbbi szer-
kezetll egyenletrendszerhez jutunk:

T+ ajyre + djzxs + ...+ yen =)
UhoTa + ahex3 + ... + ahyrn = b)

/ / / /
A30T2 + A3373 + ... + azyTN = Uy

/ / / /
ApoT2 + ygT3 + ... + ayyTN = by

3. A2.3.,...,N. egyenlet mar csak (N —1) ismeretlent tartalmaz, igy az 1., 2.



pont lépéseit megismételhetjiik: xo-t kikiiszoboljiik a 3.,4.,...,IN. egyenletbdl,
majd hasonldéan, xs-at a 4.,5.,....N. egyenletbol, és igy tovabb. Végiil a
kovetkezo alaki egyenletrendszert kapjuk:

T1 + a19x2 + @133 + ... F NN = D1
To + G933 + ... + Aoy N = bo
T3+ ... +asyxry = bg

4. Az utolsé egyenletb6l x méris ismert: visszahelyettesitve az (N — 1)-
edik egyenletbe, x_1 szamithatd; xy-et és xy_1-et visszahelyettesitve az
(N — 2)-edik egyenletbe, zy_o szamithatd, és igy tovébb, igy az egyes is-
meretleneket index szerint csckkend sorrendben hatarozzuk meg. Ezt a
miiveletsort a Gauss-eliminacié wvisszahelyettesitési részének, mig az el6z6
lépéseket elimindcids résznek nevezziik.

Az algoritmust az alabbi egyszerli példan szemléltetjiik:

Példa: Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert:

2cv1 — 6x9 + 10z3 = —12
201 — bxo 4+ 3x3 = —4
3r1 — 239 + xr3 = 3

Megoldas: Osszuk le az 1. egyenletet 2-vel:

r1 — 3x2 + dSx3 = —6
21‘1 — 5332 + 3$3 = —4
3r1 — 2x9 + xr3 = 3

Az 1. egyenlet 2-szeresét vonjuk ki a 2. egyenletbdl, majd az 1. egyenlet 3-
szorosat vonjuk ki a 3. egyenletbdl, ezzel a 2. és 3. egyenletbdl kikiiszoboljiik
x1-et:

r1 — 32 + Srz = —6
Tro — 7953 = 8
71’2 - 14%3 == 21

A 2. egyenletet mar nem kell o egyiitthatéjdval leosztani, 1évén az 1-gyel
egyenl6. Vonjuk ki a 2. egyenlet 7-szeresét a 3. egyenletbdl, ezzel a 3.



egyenletbol xao-t is kikiiszoboltiik:

Ty — 39 + Sry = —6
Tro — 7{L‘3 = 8
353 = —35

Elosztva a 3. egyenletet 35-tel, az eliminacios részt befejeztiik:

r1 — 3x2 + dx3 = —6
o — 7333 = 8
xr3 = -1

Az utolsé egyenletbdl xs mar ki van szamitva. Visszahelyettesitve a 2.
egyenletbe, innen 9 is szamithaté (ugyanide jutunk, ha a 3. egyenlet 7-
szeresét hozzdadjuk a 2. egyenlethez):

r1T — 31‘2 + 5563 = —6
i) = 1
r3 = —1

Végiil, xo-t és x3-t az 1. egyenletbe helyettesitve vissza, x1 is szamithato:

I =
1
r3 = -1

L2

Ezzel az egyenletrendszer megoldasat eléallitottuk. Visszahelyettesitéssel
meggyozodhetiink réla, hogy az igy nyert megoldds valéban kielégiti az ere-
deti egyenletrendszert.

Vegylik észre, hogy a szamitas végrehajtasahoz az x1, 2, 3 szimbélumo-
kat és az egyenléségjeleket tjra meg tjra lefrni felesleges: a szamitdsokat
voltaképpen csak az egyiitthatokon, azok matrixan hajtjuk végre. fgy a
fenti szamitasi lépések az aldbbi tomor formédba irhaték (a métrix utolsé
oszlopa el6tti fiiggbleges vonal csak a jobb attekinthetdséget szolgélja):

2 —6 10 —-12 1 -3 5 —6

2 -5 3 —4 -1 2 -5 3 —4 —

3 -2 1 3 3 -2 1 3

1 -3 5 —6 1 -3 5 —6
— 0 1 -7 8 — 0 1 -7 8 —

0 7T —14 21 0 0 35 -35



1 -3 5 | -6 1 -3 5 | —6
=10 1 -7 8 | —1 0 1 0 1 ] =
o o0 1 | -1 0o o0 1 | -1
1 00 2
-1 01 0 1
0 01 |-1

Megmutathatd, hogy a Gauss-eliminacié miiveletigénye O(N?3), ami azt
mutatja, hogy numerikus szempontbol a Gauss-elimindcié nem ”olcsé”: ha
az ismeretlenek szama dupldjara n6, akkor a sziikséges miiveletszam kb.
nyolcszorosdra emelkedik.

Az algoritmust ebben a formdban nem mindig lehet végrehajtani, ui.
lehetséges, hogy valamelyik egytitthatd, mellyel osztanunk kéne, 0-val egyen-
16. Legyen pl. a;; = 0. Ekkor az elsé és valamelyik késobbi egyen-
let cseréjével elérhetd, hogy az 14j egyenletrendszer elsé egyenletében
egyltthatéja ne legyen 0, ellenkezd esetben a maétrix elsé oszlopa csupa
0-bdl allna, de ekkor a matrix szinguldris volna, kiindulé feltételiinkkel el-
lentétben. Ugyanez 4ll az elimindci6 tovabbi 1épéseiben fellép6 (egyre kisebb
méretii) egyenletrendszerekre. A numerikus szamitas pontossaganak szem-
pontjabdl az a célszerii, hogy a egytitthatdk, melyekkel leosztjuk az egyen-
leteket (az un féegyiitthatdk), abszolit értékben minél nagyobbak legyenek
(hogy az osztds szamitasi hibdja minél kisebb legyen). Ezért az egyenletek
cseréjekor célszerli az aktudlis, mondjuk k-adik egyenletet azzal a kés6bbi
pl. r-edik egyenlettel felcserélni, melyre |a,;| a lehetd legnagyobb (r =
k,k+1,..., N) még akkor is, ha agx # 0. Ezt a megoldasi stratégiat részleges
féelemkivdlasztdsnak nevezziik, és ez mar minden reguldris A matrix esetén
miikodik. Valamivel tobb szamitasi munkéval jar, de még nagyobb pon-
tossagot biztosit a teljes foelemkivdlasztds, amikor a k-adik egyenlettel vald
eliminacids 1épéskor az Osszes hatralévd |a,g| érték maximumat keressiik
(p,qg = k,k+1,...,N), és ekkor nemcsak az egyenleteket cseréljilk meg,
hanem az ismeretlenek sorrendjét is megvaltoztatjuk, hogy a féegytitthato
az imént meghatarozott maximalis abszolut értékii elem legyen.

A Gauss-elimindcié egy valfaja a Gauss—Jordan-elimindcid, amikor az
aktudlis pl. k-adik egyenlet segitségével nemcsak a késébbi egyenletekbol
kiiszoboljik ki a k-adik ismeretlent, hanem a megeldzéekbdl is. fgy a vissza-
helyettesitési 1épések elmaradnak, és az eliminacié befejeztével azonnal nyer-
juk az ismeretlenek értékeit. (Egyszeriisége ellenére a Gauss—Jordan-elimi-
nécié miiveletigénye nagyobb a Gauss-eliminécié miiveletigényénél).

Példa: Tekintsiik az el6z6 példa egyenletrendszerét. Az algoritmus elso két



1épése egyezik a Gauss-eliminacio els6 két 1épésével, eltérés csak a 3. 1épéstol
van:

2 -6 10 | —12 1 -3 5 | -6
2 -5 3 -4 | =12 -5 3 |-4]—=
3 -2 1 3 3 =2 1 3
1 -3 5 | —6 1 0 —-16 18
-1 0 1 =7 8 | =101 =7 8 | —
0o 7 —-14 21 00 35 | =35
1 0 -16 18 1 00 2
101 =7 8 =010 1
0 0 1 ] -1 001 |1

A Gauss-eliminécié szingularis métrixi egyenletrendszerek megoldasara
is alkalmas. Ekkor az a jellemz0O, hogy az eliminacié valamelyik 1épésében
az egyik egyenlet dsszes egylitthatdja zérussa valik. Amennyiben az il-
let6 egyenlet jobb oldala nem zérus, akkor az egyenletrendszernek nincs
megoldasa; ha a jobb oldal is zérus, akkor van megoldés, s6t, ekkor mindig
végtelen sok megoldds van. Ekkor ui. valamelyik ismeretlen (esetleg tobb
is) szabadon megvélaszthat6, a tobbi pedig ezek fiiggvényében fejezhetd ki.

Az elmondottakat egy példan szemléltetjiik:

Példa: Oldjuk meg a kovetkezo egyenletrendszert:

1 — 229 + x3 = 1
—2:E1 + xZ9 + r3 = 4
r1 + x2 — 2x3 = 1

Megoldds: A Gauss-eliminacio 1épéseit az el6z6 példdkban megismert tomor
jelolésmaéddal irjuk le:

1 -2 1 |1 1 -2 1 |1
-2 1 114 |—-10 -3 3 |6 |—
1 1 -2 |1 0o 3 -3 10
1 -2 1 1 1 -2 1 1
-1 0 1 -1 | -2 -1 0 1 -1 | -2
0o 3 =3 0 0 0 O 6

Az utolsé egyenlet egyiitthatéi mind 0-val lettek egyenldk, de a jobb oldal
nem zérus. Ez ellentmondas, igy az egyenletrendszernek nincs megoldasa.
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Ha viszont a megfelel6 homogén egyenletet tekintjiik:

r1 — 229 + x3 = 0
—2r7 4+ 3 + x3 = 0
r1 + To — 2x3 = 0

akkor mér tudjuk, hogy van nemtrividlis megoldas, hiszen a matrix szin-
guldris (ezt akar a determindns zérus voltabdl lathatjuk, akar onnan, hogy
ha a matrix regularis volna, az el6z6 egyenletrendszernek is lenne, éspedig
egyetlen megolddsa). Lassuk, hogyan miikodik a Gauss-eliminécié ebben az
esetben:

1 -2 1 |0 1 -2 1 |0
-2 1 1 {0 )] —=-10 -3 3 [0 |—=
1 1 -2 {0 0 3 -3 1|0
1 -2 1 |0 1 -2 1 1|0
10 1 -1 ]0]—=10 1 -1 10
0 3 -3 10 0 0 0 10
Az utolsé egyenlet a semmitmondd 0 = 0 egyenl6séggé egyszerlisodott.

Valamelyik, célszertien az utolsé ismeretlent igy tetszélegesen megvalaszthat-
juk: x3 :=t, ahol t € R tetszbleges szam. Ezt beirva a 3. egyenlet helyére,
a visszahelyettesitések mar nehézség nélkiil elvégezhetok:

1 -2 1 1|0 1 -2 0 | —¢
o 1 -1 {0 ]—=110 10 t | —
0 0 1 | ¢ 0 01 t
1 0 0 |¢
-1 0 1 0 |¢
0 0 1 |¢

Tehat végtelen sok nemtrivialis megoldas van, és ezek altalanos alakja: x1 =
t, .TQZt, T3 =1t.

Végil megmutatjuk, hogyan hasznalhaté a Gauss-elimindcié matrixinver-
talasra. Legyen A € Myxn egy regularis matrix. Ekkor érvényes az

AA =T

matrixegyenléség. Jelolje az egyeldre ismeretlen A~! inverz métrix oszlopait
ai, as, ... , ay, az I egységmatrix oszlopait pedig ey, es, ... ,en (ezek épp a
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standard bézis elemei R"-ben):

A- al a9 an = €1 €9 enN

A matrixszorzas definiciéja értelmében ez a matrixegyenléség ekvivalens N
db vektoregyenlOséggel, éspedig:

Aay, = ey, (k=1,2,..,N)

Azt kaptuk tehat, hogy a fenti IV db egyenletrendszert megoldva, a megoldés-
vektorokbdl mint oszlopokbdl Osszedllitott métrix épp az eredeti A métrix
inverzével egyezik.

Tehat egy matrixinverziéhoz N db specidlis jobb oldali, de azonos mat-
rixu egyenletrendszert kell megoldani. Ez torténhet egyidejiileg is, mivel az
eliminécids 1épésekkel egyidoben a jobb oldalakon végrehajtandé miiveleteket
egyszerre mindegyik jobb oldallal megtehetjik. Az eljaras a fentiekben
hasznalt tomor jelolésmdddal igen szemléletes: az elimindcié elején a bal
oldali részmaétrix az eredeti matrix, a jobb oldali pedig az egységmétrix,
mig az algoritmus befejeztével a bal oldali részmatrixbdl egységmatrix lesz,
ekkor a jobb oldali részmaétrix az inverz matrixszal lesz egyenlo.

Példa: Szamitsuk ki az aldbbi matrix inverzét:

-3 -2 0
A= 0 3 2
-2 0 1

Megoldas: Az algoritmus lépései az eddigiekben alkalmazott témor jelolés-
moddal:

3 -2 0100
0 32(010 |-
—2 01|00 1
12/30|-1/3 0 0
> o 32 010 |—
—2 01 00 1



12/3 01]-1/3 00
{0 1 2/3 01/3 0 | —
0 4/3 1 |-2/3 0 1

1 2/3 0 |-1/3 00
{0 1 23 0 1/3 0 | —
0 0 1/9 | —2/3 —4/9 1

123 0]-1/3 00

(o 1 2/3 01/3 0 | —
0o 0 1 6 —4 9
12/3010-1/3 0 0

(o 10 4 3 -6 | =
0 0 1 —6 -4 9
100 |-3 -2 4
(o0 10]| 4 3 -6
001 /|-6 -4 9

-3 -2 4
Al = 4 3 —6
-6 -4 9

amit az A1 A métrixszorzéds elvégzésével kinnyen ellendrizhetiink.

1.4 Matrixok LU-felbontasa

Legyen A = [ayj] € Mpyxn reguldris matrix, mellyel a Gauss-elimindcié
elvégezhet$ (azaz nincs sziikség sorcserékre).

Tétel: Az A matrix egyértelmiien eléall
A=LU

alakban, ahol L normdlt alsé haromszégmatriz (azaz Ly, = 1, és Ly; = 0,
ha j > k) U pedig felsé hdromszégmdtriz (azaz Uy; = 0, ha j < k).

Az LU-felbontas gyakorlati haszna a kovetkez6. Ha megoldandé egy Ax = b

egyenletrendszer esetleg sok kulonbézd b jobb oldallal, akkor ezek helyett
elég egyszer végrehajtani az LU-felbontéast; ezekutan most mar elegend6
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megoldani az L(Uz) = b egyenleteket, azaz az Ly = b, Ux = y egyen-
letparokat (minden b jobb oldali vektorral), ami numerikusan sokkal olcsébb,
tekintve, hogy itt csak elore- és visszahelyettesitéseket kell végrehajtani
(kikiiszobolési 1épéseket méar nem).

Igazolhat6, hogy az LU-felbontds miiveletigénye O(N3), mig egy-egy
fenti alakt, Ly = b, Ux = y egyenletpar megoldasanak miiveletigénye csak
legfeljebb O(N?) (specidlis esetekben ennél kevesebb is lehet, pl. ha L és U
ritka matrixok).

A tétel és a kovetkezd algoritmus helyességének bizonyitasa nem nehéz,
de hosszadalmas; tobb aprébb allitas eredménye, igy ettol eltekintiink.

A felbontds végrehajtdsa Gauss-elimindcidval: A k-adik sorral valé elimindcié-
kor vonjuk ki a k-adik sor lp, i := amk/ak-szorosat az m-edik sorbdl
(m=k+1,...,N). Ezekbdl az ,,, j, szdmokb6l az L matrix Gsszeéllithato:

1 0 0 .. 0
by 1 0 0
L= l371 l372 1 0
lN71 lN72 lN,3 V|

Az eliminacios 1épések utan pedig az eredeti A matrixbol épp U-t kapjuk.

Példa: Hatarozzuk meg az

2 —6 10
A=\ 2 -5 3
3 —2 1
matrix LU-felbontéasét!
Megoldds:
2 —6 10 1 00
2 -5 3 10
3 —2 1 1
2 —6 10 1 0 0
0 1 -7 1 10
3 -2 1 1
2 —6 10 1 00
0 1 -7 1 10
0 7 -14 3 1
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2 -6 10
U=10 1 -7
0 0 35

NI =t
N = O
= o O
Il
~

Egy mésik példa, amelyre két megoldédst is mutatunk; az els6é 1ényegében
egyezik az el6z6 példa eljarasaval, mig a masodik talan még egyszeriibb.
Hatarozzuk meg az alabbi matrix LU-felbontéasat:

2 -2 4
A= -2 -1 -1
4 1 3

Megoldds: Mindenekel6tt L-et a mar ismert elemeivel kitoltjiik: a féatloban
1-esek allnak, a f64tlo felett zérusok:

2 -2 4 1 00
A= -2 -1 -1 L= 10
4 1 3 1
Majd elkezdjiik az elimindciét: A elsé sordanak %—szeresét kivonjuk a masodik,

%—szeresét a harmadik sorbdl, e szorzokat ( _72 és %) pedig beirjuk L els6 osz-

lopanak masodik ill. harmadik helyére:

2 -2 4 100
0 -3 3 L= -1 10
0 3 =5 2 1

Folytatjuk az eliminaciét: a matrix masodik soranak %—szorosét kivonjuk a
harmadik sorbdl, a % szorzét pedig beirjuk L masodik oszlopanak harmadik
helyére. Ezzel az eredeti matrixbdl felsé haromszog matrixot kaptunk (ez
lesz a felbontds U matrixa), és egyidejiileg az L-et is megkaptuk.

2 -2 4 1 00
U= 0 -3 3 L=| -1 10
0 0 2 2 -1 1

(Ellenérizziik az eredményt az LU szorzat kozvetlen kiszamitasavall)

Mads megoldas: Toltsuk ki az L és U matrixok elére ismert elemeit:

o [ foatlojaban csupa l-esek allnak;
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L f6atléja felett csupa 0-k allnak;

L els6 oszlopanak tovébbi elemei: ag;/a11, asi/ai1, asi/ain, ...

o U f6atldja alatt csupa 0-k allnak;
e U els6 sora mindig egyezik A els6 sordval.
1 00 2 =2 4
L= —1 10 U= 0 U22 U23
2 532 1 0 0 us3

Ezekutan L k-adik sordt U j-edik oszlopaval szorozva az eredeti A matrix
ay;-edik elemét kell kapjuk. A sor-oszlop-szorzasok sorrendjének tigyes meg-
vélasztésaval elérhetd, hogy minden igy nyert egyenletben csak egy ismeretlen
szerepeljen, amit aztdn mindjart be is irhatunk L ill. U megfelel helyére.
Példaul, L masodik sordt U mésodik oszlopaval szorozva: (—1) - (—2) +

1-u99 + 0 = —1, ahonnan w99 kifejezheto: uge = —3:
1 00 2 -2 4
L=| -1 10 U= 0 -3 wug
2 532 1 0 0 us3

Most L harmadik sordt szorozzuk U mésodik oszlopaval: 2 - (—2) + f32 -
(—=3) + 0 = —1, ahonnan ¢35 kifejezhetd: f35 = —1:

1 0 0 2 =2 4
L= -1 1 0 U= 0 —3 w93
2 -1 1 0 0 wuss
Ezzel L-et mar ki is szamitottuk. L maésodik sorat szorozva U harmadik
oszlopaval: (—1)-4 4 1-wug3 + 0 = —1, ahonnan ugs kifejezhets: ugs = 3:
1 0 0 2 =2 4
L= -1 1 0 U= 0 -3 3
2 -1 1 0 0 u3s
Végiil L harmadik sorat szorozva U harmadik oszlopaval: 2-4 + (—1) -3+
1-ug3 = 3, ahonnan ugs kifejezhet6: ugs = —2:
1 0 0 2 =2 4
L= —1 1 0 U= 0 -3 3
2 -1 1 0 0 -2

Ezzel a kivant LU-felbontdst megkaptuk.
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Megjegyzés: Az LU-felbontas a determindns kiszamitdsara is ad egy eljarast,
ami numerikusan sokkal olcsébb, mint a definicié alkalmazdsa (sor vagy
oszlop szerinti kifejtés). Ha ui. A = LU, akkor det(A) = det(L) - det(U).
A jobb oldali determindnsok pedig rendkiviil egyszeriien szamithatok, épp
a diagondlelemek szorzataval egyenl6k (miért?). Ezért det(L) = 1, tehdt:

det(A) = det(U) =Ui1-Usg-...-Unn.
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1.5 Feladatok

1. Oldjuk meg Gauss-eliminaciéval az alabbi egyenletrendszert:

z + 4y + 2z = 5
-3z + 2y + =z = -1
e — y — z = 2

Megoldds: A szamitds séméja a kovetkezo:

1 4 2 5 1 4 2 5
-3 2 1 |-1|->]0 14 7 14 | -
4 -1 -1 2 0 —17 -9 | —18
1 4 2 5 14 2 5
-0 1 3 1| =01 % 1| -
0 —17 -9 | —18 00 —3 | -1
1 4 215 1401
(o1 i1 |=1010]|0]=
00 1|2 00 1]2
100 |1
-1 01010
00112
A megoldas tehat: x =1,y =0, z = 2.

2. Oldjuk meg a kovetkezo linedris egyenletrendszert Gauss-Jordan-eliminaciéval:

21 — 3x9 + x3 = -1
xr1T — 2:(}2 — 3.%'3 = 6
21 + x99 4+ x3 = 3

Megoldds: Felceserélve az 1. és 2. sorokat, majd az (1j) 1. sor (—2)-
szeresét hozzdadva a 2., majd a 3. sorhoz:

2 -3 1]-1 1 -2 3| 6
1 -2 3| 6 — 2 -3 11 —
2 1 1 3 2 1 1 3
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1 -2 -3 6
0o 1 7|-13
0o 5 7| -9

A masodik sor segitségével elimindljunk lefelé:

1 -2 -3 6
0 1 7|13
0 0 —-28| 56

Folytassuk az elimindalast felfelé is. (Ebben kiilonbozik a Gauss-Jordan-
algoritmus a Gauss-eliminaciétdl.) A mésodik sor kétszeresét az elsd
sorhoz adva:

1 0 11|-20 1 0 11| -20
0 1 7|13 — 01 7|-13
0 0 —28] 56 00 1| -2

A harmadik oszlopban felfelé eliminédlva:

1 0 0| 2
0 1 0 1
0 0 1]-2
Innen végiil:
:ZJ1:2, 1’2:1, $3:—2

. Oldjuk meg a kévetkezd linedris egyenletrendszert Gauss-eliminaciéval:

2r1 — Tro + r3 = 3
201 + 229 — 4dx3 = 4
ry — 220 + 3x3 = 1

Megoldds: Mindenekel6tt: a rendszer métrixa most szinguldris (mert
determindnsa 0; ellenérizziik!). Ez azt jelenti, hogy a megoldhatéség
a jobb oldaltdl fiigg: vagy van megoldas (és akkor mindjért végtelen
sok is), vagy nincs megoldas. A szamitas séméja a kovetkezo:

2 -1 113 1 -2 31
2 2 414 )= 2 2 414 | —
1 -2 31 2 -1 113

19



1 -2 31 1 -2 3
0 6 —-10/2 |—=10 1 -2
0 3 -5|1 0 0 0

O Wik —

Az utolsé eliminalasndl a 3. sor csupa 0 lett. Ez azt jelenti, hogy az
egyik ismeretlen, pl. x3 szabadon megvélaszthaté: x3 :=t¢ (ahol t € R
tetszéleges). Igy a 3. sor igy alakul:

-2

S O =
— wlot Qo
~ I =

1
0

Az eliminaldst folytatvas:

1 -2 0] 1—3t 1 0 0 %—Fét
1 5
0 0 1 t 00 1 t

Az egyenletrendszernek tehat végtelen sok megoldéasa van, mégpedig
tetszoleges t € R mellett:
5 1

1
Ti= 4ot T=o+

§75 xr3 =1
373 3737 T

. Szamitsuk ki Gauss-elimindciéval az alabbi matrix inverzét:

-2 3 1
A= -1 1 1
2 =2 -1

Megoldds: A szédmitds séméja a kovetkezo:

-2 3 1]1 00
-1 1 110 1 0
2 -2 -1]0 0 1

Els6 1épésben cseréljik fel az 1. és a 2. sort, majd végezzik el az elsé
oszlop eliminaldsat.

-1 1 110 1 O 1 -1 -1]0 -1 0
-2 3 111 0 0 | =10 1 =111 -2 0 | =
2 -2 -1|0 0 1 0 O 110 2 1
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1 -1 0|0 1 1 10 01 1 2
0 101 01 }—=101H0|1 01
0 0 1(/0 2 1 0 0 1/0 2 1
Kaptuk tehét, hogy:
11 2
A'=11 01
0 21

5. Szamitsuk ki Gauss-elimindcioval az aldbbi matrix inverzét:

1 01
A= 0 0 2
-1 3 2

Megoldds: A szamitds séméja a kovetkezo:
0 10110
O] —=1002]01
1 03 3|10
0
0

0
1

0

1 1
—-1 0 0
011 |1

3
Cseréljiik meg a 2. és 3. egyenletet (a hozzajuk tartozo jobb oldalakkal
egyltt, hogy az elimindciét folytatni tudjuk:

= o O
1l

1 01 |1
00 210
-1 3 2 |0

0
1
0

W= o O

101]100 1 01]100
1 1 1 1
611153035 |—=1011}]s35 035]=
002]010 001/]0 3 0
1001 -3 0
1 1 1
-1 0 1 0 3 T35 3
0010 £ 0
Az inverz matrix tehét:
1 -1 0
-1 _ (| 1 _I 1
A7=13 -3 3
0 5 0
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6. Hatarozzuk meg az alabbi matrix LU-felbontasat, és ennek segitségével
szamitsuk ki a matrix determinansat:

4
A= 2
1

N = N
I N

Megoldds: Mindenekel6tt L-et a mar ismert elemeivel kitoltjiik: a
féatloban 1-esek allnak, a f64atld felett zérusok:

4 2 1 100
A= 2 4 2 L= 10
1 2 4 1

Majd elkezdjiik az eliminéciét: A elsé soranak %—szeresét kivonjuk a

masodik, %—szeresét a harmadik sorbdl, e szorzdkat (% és %) pedig

beirjuk L els6 oszlopanak mésodik ill. harmadik helyére:

4 2 1 1 00

03 3 L= 110
3 15 1

0 5 7 i -1

Folytatjuk az eliminaciét: a matrix méasodik soranak %—szeresét kivon-
juk a harmadik sorbdl, az % szorzét pedig beirjuk L masodik osz-
lopanak harmadik helyére. Ezzel az eredeti matrixbdl fels¢ haromszog
matrixot kaptunk (ez lesz a felbontds U matrixa), és egyidejiileg az
L-et is megkaptuk.

4 2 1 1 0 0
u=|0 3 3 L={3 10
00 3 1

(Ellendrizziik az eredményt az LU szorzat kozvetlen kiszdmitésdvall
Probaljuk ki a mintafeladatban mutatott matrixszorzdasos maddszert
is!)

A determindns az U métrix diagonalelemeinek szorzata:

det(A) = det(U) =4-3 -3 = 36.
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7. Hatarozzuk meg az alabbi matrix LU-felbontasat, és ennek segitségével
szamitsuk ki a matrix determinansat:

210
A=[1 2 1
01 2

Megoldds: Mindenekel6tt L-et a mar ismert elemeivel kitoltjik: a
féatloban 1-esek allnak, a f6atld felett zérusok:
210 1 00
A= 1 2 1 L= 1 0
01 2 1
Majd elkezdjiik az eliminéciét: A elsd soranak %—szeresét kivonjuk a
mésodik sorbdl (a harmadik sorbdl nem kell kivonni semmit, mert az
els6 eleme 0), a szorzokat (% és 0) pedig beirjuk L els6 oszlopanak
masodik ill. harmadik helyére:

2 10 1 00
3 _ | 1
031 L=|(1 10
01 2 0 1
Folytatjuk az eliminaciét: a matrix masodik soranak %-SZOTOSét kivon-

juk a harmadik sorbdl, az % szorzot pedig beirjuk L masodik osz-

lopanak harmadik helyére. Ezzel az eredeti matrixbdl felsé haromszog
métrixot kaptunk (ez lesz a felbontds U madtrixa), és egyidejiileg az
L-et is megkaptuk.

2 10 1 00
U=|0 3 1 L=|[3 10
0 0 3 0 2 1

(Ellenérizziik az eredményt az LU szorzat kozvetlen kiszamitasavall
Probaljuk ki a mintafeladatban mutatott matrixszorzdasos maddszert
is!)

A determindns az U métrix diagonalelemeinek szorzata:

3 4

— — .7.774.
det(A) = det(U) = 2 53
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2 A legkisebb négyzetek moddszere

2.1 Motivacid

Gyakorta fellépé probléma, szamoknél bonyolultabb objektumok pl. vek-
torok, fiiggvények nagysigat valamint ezek tavolsagat alkalmas modon defi-
nialni.
Tipikus példak:
e Ha egy fiiggvényt egy masikkal (egyszeriibbel) kozelitiink, akkor ketto-
jik tavolsdga mérheti a kozelités jésagat abban az értelemben, hogy
minél kisebb ez a tdvolsdg, anndl jobb a kozelités.

e Ha egy sokismeretlenes egyenletrendszert oldunk meg, 6hatatlanul sza-
mitasi hibdkat kovetiink el, tekintve, hogy a szamitégép is csak véges
sok tizedesjeggyel dolgozik. S6t, olykor a kiindulasi adatok is hibaval
terheltek, mert pl. mérés eredményei. Ilyenkor j6 tudni (vagy legaldbb
megbecsiilni), hogy a kozelité megoldds milyen tédvol van a pontos
megoldastol: itt is, minél kisebb ez a tavolsag, anndl jobb a kozelités.

Ebben a fejezetben a sik- és térgeometriabdl jol ismert nagysag- és tavolsag-
fogalmakat altalanositjuk RN-beli vektorokra, és valamilyen kozos inter-
vallumon értelmezett fliggvényekre. Ezen kiviil igen jél hasznalhaté alkal-
mazasokat mutatunk fliggvénykozelitésekre és linedaris egyenletrendszerek
kozelit6 megoldasara.

2.2 Skal4ris szorzat, norma és tavolsag R"-ben

Adott N dimenziészam mellett tekintsiik az RN vektorteret, melynek elemei
a rendezett, valés (1,2, ..., ry) alaki szdm-N-esek (vektorok). Két ren-
dezett valds szam-N-est, x := (z1,...,xN)-t és y := (y1, ..., yn)-t egyenlének
tekintiink, ha a komponenseik rendre megegyeznek, azaz r1 = y1,..., Ty =
yn. N = 2 vagy 3 esetén RY azonosithaté a geometriai sikkal ill. térrel
egy rogzitett derékszogii koordindtarendszer megadasaval; ekkor a sik (tér)
pontjai és a koordinatdik alkotta (x1,z9) ill. (z1,x2,z3) rendezett valds
szamparok (szdmhédrmasok) kolesonosen egyértelmiien megfeleltetheték egy-
masnak.

Az x = (z1,22), y = (y1,y2) sikbeli pontok tdvolsiga a Pitagorisz-
tételbél adédik: \/(z1 — y1)2 + (22 — y2)2. Térbeli pontokra hasonléan: ha
x = (z1,22,23), ¥y = (Y1, Y2, y3), akkor a tavolsig:

V(w1 —y1)? + (22 — y2) + (23 — y3)>.
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Az x pont tavolsagat az origétdl az x vektor hosszdnak is nevezziik.
Ezen egyszerii geometriai fogalmakat kézenfekvé modon dltalanosithatjuk
az RY vektortér esetére is:

Definicié: Az x := (21, xa,...,xn) € RY vektor hosszdnak vagy normdjinak
az

lzl| := /a3 + a3 + .. + 2% =

N
2
Z%‘
j=1

szamot nevezzikk. Az x = (r1,22,....,2N), ¥ := (Y1,%2, ..., yn) € RV vek-
torok tdvolsdga alatt pedig az

|z —yll =

> (@ —y;)?

J=1

szamot értjik.
Sokszor célszerti bevezetni két vektor skalaris szorzatat is:

Definicié: Az x = (x1,22,...,2x), ¥ = (Y1,%2,...,yn) € RN vektorok
skaldris szorzatdnak az alabbi szamot nevezziik:

N

(x,y) = Zazjyj =z1y1 + ... + TNYN
j=1

szamot nevezziik.
Elemi szamolasokkal adédnak a norma alapvet6 tulajdonsagai:
Allitas:

e Tetszéleges © € RN-re ||z|| > 0 és ||z|| = 0 pontosan akkor teljesiil,
ha x maga a zérusvektor, azaz = (0,0, ...,0).

e Tetszdleges © € RN vektor és o € R szdm esetén: ||a - z|| = |a| - ||2]].

o Tetszéleges v,y € RYN vektor esetén: ||z+y|| < ||z||+]||y|| (hdromszog-
egyenl6tlenség).

Ezek — a haromszog-egyenlGtlenség kivételével — egyszerli, elemi meg-
gondolasokbdl adédnak (ellenérizziik!); a haromszog-egyenlStlenséget kicsit
késébb igazoljuk.
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Ugyancsak elemi szamolésokkal kaphatok meg a skalaris szorzatra vonat-
kozo6 alapvetd egyenloségek, melyek megkonnyitik a kétkezi szamitasokat:
Allit4s: Tetszéleges x,y, z € RY vektorra és a € R szamra:

o [[zf| = v/ (z, )

o (z,y) = (y,7)

o (ax,y) =a-(z,y)

o (z,y+2) = (x,y) + (,2)

A fenti allitdsokbdl azonnal kovetkezik, hogy (x, ay) = a-(x,y) és (x+y, z) =
(x,z) + (y, 2) is igaz.
Kiilonleges jelentosége van az aldbbi tételnek:

Tétel (Cauchy-egyenlétlenség): Tetszéleges x,y € R esetén:

[, )| < [l - Iyl

és egyenlGség csak abban az esetben &ll fenn, ha x és y linedrisan 6sszefliggok,
azaz egyik a masik konstansszorosa.

Bizonyitds: Tetszéleges a € R esetén nyilvan igaz, hogy ||z — ay||?> > 0,
azaz:
N N
Z(:cj — ayj)2 = Z (9532 + 20y + 012]'32) =
j=1 j=1
= ||z]” = 2a(z,y) + [yl > 0

Legyen most mar «a := Mol (ha y # 0; y = 0 esetén az allitdas a 0 = 0
egyenléségre egyszertisodik). Ekkor:

||| ||| |?
||| + 21— (z, y) +
[yl [[y]|?

ahonnan a lehetséges 6sszevondsok és egyszerlisitések utian az

(@, y) <[]l - [lyll

egyenlStlenséget kapjuk. Mivel ez minden z,y € R esetén igaz, azért y
helyébe (—y)-t irva is igaz marad:

lyl? >0,

(@, —y) <l - [| = yll = [l - [ll],
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ahonnan (x,y) > —||z|| - ||y||. Kaptuk, hogy:

=l Iyl < (2, y) < [l=]] - Iyl
azaz valéban, |(z,y)| < ||z||-||y||. Egyenléség pedig nyilvan csak akkor van,

ha ||z — ay||? = 0, azaz = = ay.

A bizonyitasbdl érdemes egy énmagaban is érdekes és fontos egyenléséget
kiemelni:
[l =yl = [l = 2(z, y) + Iyl P,

és hasonldan lathat6 az is, hogy:

[l +yl? = ||zl + 20z, y) + |lyl%,

A Cauchy-egyenl6tlenséghdl a haromszog-egyenlotlenség mar egyszertien ado-
dik:

[l +yl1* = ll2]1*+2(z, y) +1lyl1* < || ]*+2ll2]] [yl +y]* = (]l + 1yl

Mindkét oldal négyzetgyokét véve, épp a haromszog-egyenlGtlenséget kapjuk.

2.3 Skaldris szorzat, norma és tavolsag az Ls(a,b) térben

Legyen (a,b) C R egy (véges vagy végtelen) intervallum. Jelolje La(a,b)
mindazon f : (a,b) — R fiiggvények Osszességét, melyekre az f; |f(x)|? dx
integral létezik és véges (a négyzetesen integralhaté fiiggvények tere).
Koénnyen ellenérizhetd, hogy La(a, b) vektortér a szokésos fiiggvénymiive-
letekre nézve.
Ilyen fiiggvényekre szintén bevezethet6 a norma, a tdvolsag és a skalaris

szorzat; vegyiik észre a nagyfokd analégist az RYN-ben bevezetett definicidk-
kal.

Definicio: Az f € La(a,b) figgvény normdjdinak az

b
1]l = / (@) da

szamot nevezzik. Az f,g € Lo(a,b) fliggvények tdvolsdga alatt az

b
!f—gH=\// (@) - gl de
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szamot értjik. Az f,g € La(a,b) fliggvények skalaris szorzatdnak pedig az
alabbi szamot nevezziik:

b
(f,9) 32/ f(z)g(x)dz.

Az alabbi Allitdsok elemi szdmoldsokkal adédnak:
Allit4s:

o Tetszbleges f € La(a,b)-re ||f|| > 0, és ||f|| = 0 pontosan akkor
teljestil, ha f azonosan 0 az (a,b) intervallumon.

o Tetszbleges f € Lo(a,b) figgvény és a € R szadm esetén: ||a - f|| =

o - 111

o Tetszbleges f,g € La(a,b) vektor esetén: ||f + gl| < ||f]| + |lgl|
(héromszog-egyenldtlenség).

Allitas: Tetsz6leges f, g, h € La(a,b) fiiggvényckre és o € R szdmra:
o [lfll=V{f 1)
o (f,9)=1(9,f)
e (af.g)=a-(f,g)
o (fig+h)=(f9)+ ([, h)

A fenti allitdsokbdl azonnal kovetkezik, hogy (f, ag) = a-(f, g) és (f+g,h) =
(f,h) + (g, h) is igaz.

A Cauchy-egyenlétlenség most is igaz, és lényegében ugyanigy igazol-
hat6, mint RY-ben, igy ettél eltekintiink. Ebben a forméajaban néha Schwarz-
egyenlétlienségnek vagy Cauchy-Schwarz-egyenlétlienségnek is nevezik:

Tétel (Cauchy-Schwarz-egyenldtlenség): Tetszbleges f, g € La(a,b) fliggvé-
nyek esetén:

[(F ) < IIFI - Mlgll,

b b b
| / f(w)g(:c)dxlé\/ / rf<m>r2>dm-\/ / l9()[?) da
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és egyenlGség csak abban az esetben all fenn, ha f és g linearisan Gsszefliggék,
azaz egyik a masik konstansszorosa.

A Cauchy-egyenl6tlenség segitségével a haromszog-egyenlStlenség ugyanugy
igazolhat6, mint az RY tér esetében. Erdemes megjegyezni tovabba az
alabbi hasznos egyenlGségeket: tetszéleges f, g € Lo(a,b) fliggvények esetén:

1F+ 9l = [1F11” +2(f, 9) + llgll*,
és

1f = gl = [1£11> = 2(f. 9) + [lg]*.

2.4 A legkisebb négyzetek modszere
2.4.1 Linearis regresszio

Legyenek adottak az z1, xa, ..., xpr és az yi1, Y2, ..., yu szamok (ahol M >
2). Ezek a gyakorlatban sokszor mérési adatok. Feltételezziik (egyéb, nem
feltétlentil matematikai meggondolasok alapjan), hogy az x; adatoktdl az
y; adatok kozel egy elséfokd polinom szerint fliggenek, azaz az Osszefiiggés
formulaja:

Yy =ap+ a1z,

ahol ag, a; egyel6re ismeretlen paraméterek, és épp ezekre vagyunk kivancsiak.
Pontosabban: keresstiink olyan y = ag + a1 alakd polinomot, mely a
”lehet6 legjobban” illeszkedik az x1, x2, ..., n, Y1, Y2, ..., Yy adatokra.
A tokéletes illeszkedés ez lenne:

ap + a1x1 =N

ap + a1x2 = Y2

ag + a1 = Ym

Tomor jelolésekkel:

Aa =y,
1 Y1
ahol A = L x2 € Mjyrx2, a= ( Z(l) > € R?, ¥y= v =
1 xpy YMm
RM
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Az egyenletek széma (M) a gyakorlatban jéval meghaladhatja az is-
meretlenek szamat (2): ezt néha tilhatdrozott egyenletrendszernek is nevezik.
Ennek altaldban nincs megolddsa. Azonban felvethetd, hogy milyen a € R?
mellett minimélis az

F(a) = ||Aa -yl
eltérésnégyzet. Minél kisebb ez a — hibaként is felfoghaté — szam, annal
jobbnak tekinthet6 az illeszkedés. Tokéletes illeszkedés esetén ez a hiba
nyilvan 0.

Ez a legkisebb négyzetek mddszerének alapgondolata.

A minimumot realizdlé a € R? vektor tekintheté az Aa = y egyfajta
”sltaldnositott megolddsdnak”, pontosabban: ”legkisebb négyzetes megol-
désanak”.

A fenti minimumfeladat pedig kénnyen megoldhaté. Ismeretes, hogy az

M
F(ag,a1) := ||Aa — y||* = Z(ao + ayzy — yp)?
k=1
kétvaltozos fiiggvénynek csak ott lehet minimuma, ahol mindkét valtozéja
szerinti parcialis derivéltja zérus, azaz:

M
oF
T:ZQ-(ao—Falxk—yk)‘l:O

LU
M

oF

TMZZQ'(QO‘Falxk_yk)'xk:O

k=1

Az ismeretlen ag, a; paraméterekre tehat az alabbi egyenletrendszert kaptuk:
M M M
k=1 k=1 k=1
M M M
agp (Z wk) tar- (Z 37%) = Zwkyk
k=1 k=1 k=1

Az egyenletrendszer determindnsa:

(&) (&) ()

és ez a Cauchy-egyenlStlenség miatt csak akkor lehet 0, ha az (1,1,...,1)
és az (x1, 2, ...,x7r) vektorok egymds konstansszorosai, azaz mindegyik xy
egyenld. Ettdl, a gyakorlat szamdara érdektelen esettdl eltekintve, a deter-
minans mindig pozitiv, igy az egyenletrendszer egyértelmiien megoldhato.
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2.4.2 Kvadratikus és polinomialis regresszi6

Legyenek adottak az x1, xa, ..., zar és az y1, ya, ..., yu szamok (ahol M > 3).
Finomitva az el6z6 szakasz problémakorének vizsgdlatat, tegylik fel, hogy az
x; adatoktdl az y; adatok kozel egy masodfoki polinom szerint fiiggenek,
azaz a kozelité osszefliggés formulaja:

Yy =ag+a1r + a2x2,

ahol ag, a1, as egyelére ismeretlen paraméterek.

Maésképp megfogalmazva, keressiink olyan y = ag + a1z + agz? alakd
polinomot, mely a ”lehet6 legjobban” illeszkedik az x1, x3, ..., Tar, Y1, Y2,
..., Yar adatokra.

A tokéletes illeszkedés ez lenne:

2
ap +ai1xy +ax] = Y1

2
ap + ai1xe + axry; = Yo

2
ap + a1y + a2y = Ym

Roviden:
Aa =y,
1z 22
1 zo 22
ahol A = € Mjsx3,
1 xp :L‘%V[
ao [
a=| a | eR? y= Y2 e RM.
a
Ym

Ha M > 3 (és ez a gyakorlatban legtobbszor igy is van), akkor ez is egy
tulhatdrozott egyenletrendszer, és altalaban nincs megoldasa. A legkisebb
négyzetes (vagy altalanositott) megoldds az az a € R3 vektor, mely mini-
malizdlja az

F(a) := [|Aa —y|I?

fliggvényt. Minimum csak ott lehet, ahol mindharom valtozé szerinti parcidlis
derivalt zérus, azaz:

oF M 2
aiao:Z2-(a0+a1$k+a2$k—yk)'1:0
k=1
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M

oF
aTLl:Z}(ao—kalxk%—agxi—yk)'xk:0
k=1
M
oF
87@:Z2-(a0+a1xk+02xi_yk>'x%:0
k=1

Kaptuk, hogy az ismeretlen ag, a1, as paraméterek kielégitik a kovetkezo
egyenletrendszert:

M M M M
a0-< xk>—|—a1-< x%)—i—ag-( :):i) :Zxkyk
k=1 k=1 k=1 k=1

M M M M
ao - (Zx%) +ax - (Zx%) +az - (Zwi) = inyk
k=1 k=1 k=1 k=1

Nem kell ragaszkodni a legfeljebb els6- vagy mésodfoka kozelitéshez. Pon-
tosan ugyanezzel a technikdval konnyen lathatd, hogy ha egy

y=ao+ax+ ...+ apa?

legfeljebb p-edfoki polinomot keresiink, mely a lehet6 legjobban illeszkedik
az T1, T2y -y TN, Y1, Y2, .., yur adatokra (ahol most M > p + 1), akkor az
ismeretlen ag, ai, ..., a, egyltthaték minimalizdljak az

2

M p
Fla) = Aa—yl> =D ajz] —ue

k=1 \j=0
figgvényt, ahol

1 = xi x’l’
1 x9 =z b

A= 2 2 € My (pt1),
1 ay 2% zh,
ao n

a=| .. |errtt, y=| ¥ |[erm
a
b Ym



A minimumbhelyen az Gsszes véaltozo szerinti parcidlis derivalt elt{inik,
ami az alabbi egyenletrendszerre vezet:

OF M p .
_ . d Lo
da,. E 2 g a;jry —yi | -xp =0,
k=1 7=0
azaz

P Mo M
R <in+m) =3 a (m=0,1,...,p)
k=1 k=1

J=0

2.4.3 Egyenletmegoldas a legkisebb négyzetek madédszerével

Az el6z0 regresszids problémat altalanositva, tekintsiik az
Az =b

egyenletrendszert, ahol A € My, b € RM, és az egyenletrendszer
megoldaséat RY-ben keressiik. Tegyiik fel, hogy M > N (azaz akar tobb
egyenletiink van mint ahdny ismeretleniink, tehat az egyenletrendszer tul-
hatarozott). Ekkor dltaldban nincs megoldés. Altalénositott vagy legkisebb
négyzetes megoldasnak nevezziik azt az € R vektort, mely minimalizalja
a maradékvektor normanégyzetét, azaz az

F(2) = || Az - b|]

fliggvényt. Ilyen altaldnositott megoldas mar mindig 1étezik. Nyilvanvald,
hogy ha torténetesen x pontos megoldds, tehdt Az = b, akkor F'(xz) = 0,
és mivel F' mindeniitt nemnegativ, azért ez az x egyuttal minimumhely is.
Ilyen értelemben tehat az F-et minimalizalé vektorok valéban dltalanositott
megoldasnak tekinthetok.

A minimumbhely megkeresése a szokasos differencidlszamitési eszkozokkel
torténik. Nyilvan

2

M N
F(z1, 22, ...,an5) = || Az — b||? :Z Agjzj — b |
k=1 =1

ahonnan minden m = 1,2, ..., N-re:

O0Tm,

M N

OF

=22 | D A = b | - Apn =0
k=1 j=1
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A bal oldalon az Osszegezések sorrendjét felcserélve:

OF N /M M
mo =1 \k=1 k=1

Jelolje szokasos médon A* € My« az A matrix adjungaltjat, akkor definicié
szerint a bal oldalon Aj; = A;k, a jobb oldalon pedig Ay, = A7 .. Azt kap-

tuk, hogy:
OF N /M M
3 (3 it =3t
mo =1 \k=1 k=1

m = 1,2,...,N-re. Ez pedig a matrixszorzas definicidja miatt az alabbi
tomor vektoregyenloséggel egyenértékii:

A*Ax = A

Ezt az egyenletet az eredeti Ax = b egyenlet Gauss-féle normdlegyenletének
nevezzik. Mivel nyilvdn A*A € My, azért a Gauss-féle normalegyenlet
méatrixa M > N esetén sokkal kisebb méretili, mint az eredeti A matrix.

Ha A*A reguldris, akkor tehat a legkisebb négyzetes (&ltaldnositott)
megoldas egyértelmiien 1étezik. Sok esetben viszont a Gauss-féle normal-
egyenlet rosszul kondiciondlt, ami az egyenletmegoldds sordan numerikus
nehézségeket okozhat.

Megjegyzések:

e A Gauss-féle normadlegyenlethez egyszeriibb titon is eljuthatunk. Te-
kintsiik az F(x) := ||Az — b||? fiiggvényt: ennek csak ott lehet mini-
muma, ahol a gradiensvektor zérusvektorral egyenld. A gradiensvek-
tor kiszamitdsa pedig standard médon torténhet. Legyen h € RN
tetszoOleges, akkor:

F(z+h) = ||Az + Ah — b||?> = || Az — b]|> + 2(Az — b, AR) + ||AR||> =
= F(z) + 2(A*(Az — b),h) + O(|[h]|?),
azaz grad F(x) = 2A*(Az — b). Ez pedig nyilvdn akkor zérusvektor,

ha x megoldésa a Gauss-féle normalegyenleteknek.

o A legkisebb négyzetek médszere akkor is haszndlhaté, ha M < N (alul-
hatdrozott egyenletrendszer). Ekkor az a jellemz6, hogy a Gauss-féle
normalegyenletnek tobb megoldasa is van. Ezekbdl sokszor célszerii
kivalasztani a legkisebb normé&jit. Ennek részleteivel itt nem foglal-
kozunk.

34



e Fontos latni, hogy a kozelités josagat nem kotelez6 a maradékvektor
normanégyzetével mérni. Legaldbb ennyire jogos a maradékvektor leg-
nagyobb abszolit értékli komponensét (annak abszolit értékét) mi-
nimalizalni: ez az egyenletesen legjobb kézelités. Azonban ez a mini-
mumfeladat altaldban technikailag sokkal nehezebb probléma, mint a
legkisebb négyzetek moddszere, igy inkdbb az utébbit haszndaljak — ha
ugy tetszik, kényelmi okokbdl.

2.4.4 Figgvényillesztés a legkisebb négyzetek modszerével

Legyen [a.b] C R egy véges intervallum, és f € Ly(a,b) adott fiiggvény.
A gyakorlatban sokszor f egy bonyolult és/vagy képlettel nem is adott
fliggvény, melyet szeretnénk egyszeriibb fiiggvényekkel — példaul polinomok-
kal — kozeliteni.

Legyen tehat a p kozelito fliggvény egy legfeljebb N-edfoku polinom:

p(x) :=ap+ a1z + asz® + ...+ anz™N

A kozelités josagat tobbféleképp is értelmezhetjiik.

1) Felvesziink egy a < 21 < z2 < ... < xpr < b alappontrendszert, és
az ag, a1, ..., ay egyutthatékat ugy valasztjuk meg, hogy az eltérések
négyzetosszege:

2

M M N ‘
F(a()v aty .- aN) = Z(p(xk) - f($k))2 = Z Zaja:i - f(zk)

k=1 k=1 \j=0

minimdlis legyen. Ez egy polinomidlis regressziés probléma az z1, xa, ...,z
alappontrendszeren, a hozzarendelt f(x1), f(z2), ..., f(znr) figgvényértékek-
re nézve. Az el6zbekbol ennek mar tudjuk a megoldasat. Az ismeretlen
egyltthaték az alabbi egyenletrendszer megoldasabdl szamithatok:

N M ' M
Zaj. (ng:rm) :szlf(a:k) (m=0,1,...,N)
=0 k=1 k=1

2) Az ag, a1, ..., ay egyutthatékat gy vélasztjuk meg, hogy az f és p
figgvényeknek az Lo(a,b)-norma szerinti tdvolsagnégyzete, azaz a

2

b b [ N
Glav.as. ) i= [ (o(o) = f@)Pdo = [ (S aal = fla) | do
a a =0
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szam minimalis legyen.
A maér ismert technikdval: minimum csak ott lehet, ahol mindegyik
véltozé szerinti parcidlis derivalt zérus, azaz mindegyik m = 0,1, ..., N-re:

oG b [
C%Lm:/a? Zajxj—f(x) - dr =0
7=0
Innen az ismeretlen egytitthatokra az aldbbi egyenletrendszert nyerjiik:
N b b
Zaj (/ $]+mdaj) :/ flx) - 2™dx (m=0,1,...,N)
jZO a a

Az egyenletrendszer matrixanak elemei igen egyszertien szamithatok:

pitm+l _ gi+m+l

j+m+1
Ha specidlisan [a, b] = [0, 1], akkor a métrix kiilonosen egyszerti alaku lesz:
A ! Gym=0,1,.... N)
= — m=
mj ]+ m-+1 Js s Ly eeey

Ezt a métrixot (N + 1)-edrendii Hilbert-mdtriznak nevezzik.

A jobb oldali ff f(x)-z™ dx integrélok elvben f ismeretében kiszdmithatdk:
a gyakorlatban ezek kiszdmitasa sokszor csak kozelité modszerekkel torténhet.
Ilyen kozelit6 integraldsi modszerekkel egy masik fejezetben fogunk foglalkoz-
ni.

Megjegyzés: A Hilbert-matrixok szimmetrikusak és pozitiv definitek, de
rendkiviil rosszul kondiciondltak. Emiatt eloszeretettel hasznaljik egyenlet-
megoldé algoritmusok tesztelésére.

A kétféle fliggvénykozelités hasonldsdgat és kiillonbozoségét az alabbi példéan
keresztiil szemléltetjiik.

Példa: Tekintsik az

f(z) = cos% (x € [-1, 1))

formulaval értelmezett fliggvényt. Kozelitsiik f-et egy legfeljebb masodfokii,
p(x) = ag + a1z + azx? alaki polinommal.
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1) Kvadratikus regresszio: Ehhez egy (legaldbb 3 pontbdl &ll6) alappont-
rendszerre van sziikség. Legyen pl. x1 := —1, 9 := 0, z3 := 1. Akkor a
fliggvényértékek az alappontokban: f; =0, fo =1, f3 =0.

Az adatok alapjan azonnal ellen6rizhetd, hogy a p(z) := 1—x? formulaval
definialt masodfoku polinom épp illeszkedik a fenti adatokra. Természetesen
a formalis kvadratikus regresszié is ugyanezt az eredményt adja. Most M =
3, a regresszids egyenletrendszer pedig a kovetkez6 (ellenérizziik!):

3 0 2 ag 1
0 2 0 ai | =101,
2 0 2 a2 0
ag 1
melynek egyetlen megoldésa: a1 = 0 |, azaz a regresszids poli-
a9 -1

nom valéban p(z) = ag + a1r + azr? = 1 — 22.

Ha 3 helyett pl. 5 alappontot alkalmazunk, a regressziés polinom egy kicsit
valtozik. Legyen most M :=5 és x1 := —1, x9 := —0.5, 3 := 0, x4 := 0.5,
x5 := 1. Ekkor f alapponti értékei: fi = 0, fo = Y2, fs = 1, fy = Y2 és
f5 = 0. A regresszids egyenlet alakja most (ellendrizziik!):

5 0 25 ag 1+v2 2.41421
0 25 0 ar | = 0] = 0|,
25 0 2125 as V2 0.35355
ag 0.97059
melynek egyetlen megoldasa | a; = 0 |, azaz a regresszios
a2 —0.97549

polinom most p(z) = ag + a7 + azz? = 0.97059 — 0.9754922.

Melyik kozelités a jobb? A vélasz nem magatdl értet6dd, az alkalmazott
alappontrendszertél fligg. A (—1), 0, 1 alappontrendszert tekintve az elsé,
3-pontos kozelités a jobb, mert ez esetben az alapponti fliggvényértékeket
a regressziés polinom pontosan reprodukidlja, igy az eltérés-négyzetosszeg
pontosan 0, mig a masodik, 5-pontos kozelités esetén ez (ag+ag—0)%+ (ag—
1)2+ (ag +ag —0)? = 0.000913. A (—1), (-0.5), 0, 0.5, 1 5-pontos alappont
rendszer mellett kiszamitva az eltérés-négyzetosszegeket az adodik, hogy
az elsd kozelités esetén az eltérés-négyzetosszeg 0.0036797, mig a masodik
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kozelités esetén ez a szam 0.0016821. Tehat ezen az alappontrendszeren a
masodik kozelités a jobb.

2) Az Lo-eltérés minimalizdldsa: Itt az
1
/ (ap + a1z + aga® — f(z))* da
-1

négyzetintegralt minimalizaljuk. A korabbi szakasz eredményei alapjan az
ag, a1, az egylutthatdk az alabbi egyenletrendszert elégitik ki:

1 1 1 1
/ ldx / xdx / 2 da / f(x)dx
-1 -1 -1 1

i 1 i ao 1
/ zdz / 2% dx / 2% dx al = / f(z) zdx
1 —1 —1 a —1
1 1 1 2 1
/ 2% dx / 23 dx / ztdz / f(z)- 2% dx
-1 -1 -1 -1
2.41421
— 0 ,
0.35355

Az integrélasokat elvégezve, az egyenletrendszer konkrét alakja:

2 0 2 ag 1.27324
0 20 ap | = 0],
20 2 as 0.24119
ag 0.98016
melynek egyetlen megoldasa: a; | = 0 |, ami kissé eltér a
as —1.03063

kvadratikus regresszié eredményétol. Most
p(z) = ap + a1 + azz® = 0.98016 — 1.03063z2.

Ugyanakkor viszont a maddszer nem haszndl intervallumfelbontédst, igy a
kozelités — a kvadratikus regressziotol eltéréen — alappont-fliggetlen.
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2.5 Feladatok

1. Mutassuk meg, hogy tetszéleges x = (x1,29,...,2y) € RN esetén
érvényes a kovetkezd egyenlGtlenség:

N
> a| < VN -l

J=1

Megoldds: Jelolje e := (1,1, ...,1) € RN a csupa 1-es komponensekbél
all6 vektort. Akkor, a Cauchy-egyenldtlenséget felhasznélva:

N N
dagl =D 12 = le,x)| <
j=1 j=1

< lell - ll=[l =

212 ]| = VN - |z

2. Mutassuk meg, hogy ha az x = (x1,22,...,zx5) € RV, y = (y1,92, ..., yn) €
RY vektorokra ||z|| = ||y|| teljesiil, akkor:

(x+y,z—y)=0.

Megoldds: Felhaszndalva a skaldris szorzatra vonatkozé azonossagokat:

(x+y,z—y) = (x,2) = (z,y) + (y,2) — (y,y) = |Jz|]> = ||y[|* =

3. Legyenek adottak a sikbeli (z1,y1), (z2,%2),...(xN,yn), € R? pontok.
Hatérozzuk meg azt az (x,y) pontot a sikon, melyre az el6z6 pontoktdl
mért tavolsagaik négyzetosszege minimalis.

Megoldds: Tetszbleges (x,7) € R? pontra a széban forgé tavolsig-
négyzetosszeg:

Mz

x—w] +(y— yj) )
7j=1
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Ennek minimuma csak ott lehet, ahol mindkét valtozo szerinti parcidlis
derivalt zérus, azaz:

of &
Dz ;2-($—$j)_0

2-(y—y;) =0

SR
I
.MZ

1

<
Il

Innen az (x,y) minimumhely csak a kovetkez§ lehet:

1 Y 1 Y
chﬁZ%‘a y:NZyj
Jj=1 j=1

azaz a pontrendszer silypontja. (Ellenérizziik, hogy itt tényleg mini-
muma van f-nek!)

. Legyenek adottak az x1 := —2, 9 := —1, x3 := 1, x4 := 2 alap-
pontok és a hozzajuk rendelt f; := 5, fo := 7, f3 := 11, fy := 13
értékek. Hatdrozzuk meg a fenti adatokra illeszkedd linearis regresszios
fliggvényt.

Megoldas: Az adatokkal: Z?Zl 1 =4, Z?Zl z; = 0, Z?Zl g[;? = 10,

Z?:l fj = 36, Z?zl fiz; = 20. A p(x) := ag + a1z regresszios
figgvény ag, a; egyltthatdi tehat kielégitik az alabbi egyenletrend-

szert:
4 0 ap \ [ 36
0 10 al o 20 J°

ahonnan ag =9, a1 = 2, tehat a regresszids polinom:
p(z) =9+ 2.

Vegylik észre, hogy a regresszios polinom pontosan illeszkedik az ada-
tokral

. Tekintsiik az el6z6 feladat =1 (= —2, x9 := —1, 23 (= 1, x4 := 2
alappontjait és a hozzajuk rendelt f1 :=5, fo =7, f3:=11, fy :=13
értékeket. Hatarozzuk meg a fenti adatokra illeszkedd kvadratikus
regresszios fiiggvényt.
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Megoldds: Az adatokkal: Z?le = 4, Z?Zl zj = 0, Z?:l .%‘JQ =

4 4 4 4
10, Yo 2d =0, Y5 @) = 34, X5, fj = 36, X5 fimy = 20,
Z?Zl fjxg =90. A p(z) := ap + a17 + axx? regresszids fiiggvény ao,
a1, as egyiitthatdi tehat kielégitik az alabbi egyenletrendszert:

4 0 10 ao 36
0 10 0 a | =1 20 ],
10 0 34 as 90

ahonnan ag =9, a1 =2, ax = 0. fgy a regresszios polinom:
p(z) =9+ 2z,

pontosan ugyanaz, mint az el6z6 feladatban. Ez nem is meglepd, mert
az eloz6 feladatban mar az els6fokd regresszids polinom is pontosan
illeszkedett az adatokra, igyhogy a regressziés polinom fokszaméanak
novelése ezen nyilvdn nem javit mar.

. Tekintsiik ismét az eloz6 két feladat alappontjait és a hozzajuk ren-
delt értékeket, de fy értékét kissé valtoztassuk meg: f; := 14; tehat
legyenek x1 := —2, 29 := —1, x3 := 1, x4 := 2, f1 := 5, fo := 17,
f3 =11, f4 := 14. Hatarozzuk meg a fenti adatokra illeszked? linedris
és kvadratikus regressziés fiiggvényt.

Megoldds: Az adatokkal: 24 1 = 4, Z?:l zj = 0, Z?:l l‘]Q =

j=1

4 4 4 4
107 ijl 1’? = 0, ijl IB;’L = 34, Zj:l f] = 377 ijl fjx] — 227
Z?:I fjx? = 94. A p(x) := ag + arx regressziés fiiggvény ap, a;

egylitthatéi kielégitik az alabbi egyenletrendszert:

4 0 an . 37
0 10 ap )]\ 22 )’
ahonnan ag = 9.25, a; = 2.2. fgy a regresszids polinom:

p(z) = 9.25 + 2.2z,

A kvadratikus regresszié esetében a p(x) := ag+ a1 +asz? regressziés
fliggvény ag, a1, ao egylitthatéi pedig a kovetkezd egyenletrendszert
elégitik ki:

4 0 10 ao 37
0 10 0 a | =122 ],
10 0 34 as 94
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ahonnan ag = 8.8333, a1 = 2.2000, as = 0.1666. fgy a regresszios
polinom:
p(x) = 8.8333 4 2.2 4 0.166622.

. Legyenek z1, xo, ..., zps kiillonb6z6 alappontok, tartozzanak hozzajuk
az Y1, y2, -, yu értékek (M > 2). Mutassuk meg, hogy a linedris reg-
resszié a = ZO > egylutthatéit meghatarozo egyenletrendszer épp

1

az Aa = b tulhatarozott egyenletrendszer Gauss-féle normalegyenlete,
ahol

1 = Y1
1

A= S b=| ¥
1 zm YMm

11 ... 1

rT T2 ... TM

A*A:<Zl]c\/1=11 nyzﬁk)’ A*b:<2i\/lzlyk >

M M M
k=1 Tk D k=1 95% Y k1 ThYk

Megoldds: Nyilvan: A* = < ) , ahonnan:

. Legyenek x1, xo, ..., zps kiillonboz6 alappontok, tartozzanak hozzajuk

az yi, Y2, ..., yu értékek (M > 3). Mutassuk meg, hogy a kvadratikus
ao

regresszio a := a1 egylutthatéit meghatdrozd egyenletrendszer
a2

épp az Aa = b tilhatarozott egyenletrendszer Gauss-féle normélegyen-
lete, ahol
2

1 =z 7 Y1
1 =z x2
A= S b=| ¥
2
1 xy o3y, YM
1 1 1
Megoldds: Nyilvan: A*=| x1 xo .. xp |, ahonnan:
2 .2 2
x{ 5 Ty
M M M 9 M
Zﬁfl 1 Eﬁfl Tk Zﬂcwzl Ly Z%ﬂ Yk
* A _ 2 3 *p
A*A = Zlf\il Tk 217\4:1 L, Zifwzl T | A™b = le\;jl LrYk
2 3 4 2
Dokm1 Tk D h=1Th  Dp—1 Tk > k1 TiYk



9. Keressiik meg az Ax = b egyenletrendszer legkisebb négyzetes megoldasat,
1

o X1 o 2
()|
2

Megoldds: A Gauss-féle normalegyenlet: A*Ax = A*b, azaz

(30 51 ) (2)=(2)

Ennek egyetlen megoldésa: z; = —0.8, 29 = 1.

ahol A =

Tk W N

1
2
3
4

10. Tekintsiik az f(x) := e exponencidlis fiiggvényt a [0, 1] intervallumon.
Hatarozzuk meg azt a legfeljebb harmadfokd p polinomot, mely f-et
az L2(0,1) norma szerint a legjobban kozeliti.

Megoldds: A p(z) = ag + a1z + asx® + azx® polinom egyiitthaté az
alabbi egyenletrendszert elégitik ki:

1 1 1 1 1
ao/ 1d:L‘+a1/ :L'dx—i—ag/ :E2d:v—|—a3/ IL‘3dZL‘:/ e’ dx
0 0 0 0 0
1 1 1 1 1
ao/ $d1:+a1/ l'2d$+a2/ mgdx+a3/ :r4d:n:/ re® dx
0 0 0 0 0
1 1 1 1 1
ag/ xzdx—i-al/ :c3dm+a2/ ac4dx+a3/ J:Sd:c:/ 22 dx
0 0 0 0 0
1 1 1 1 1
ao/ xgdx+a1/ x4dx+a2/ x5dx+a3/ xﬁdx:/ 23e® dx
0 0 0 0 0

Az integraldsokat a bal és a jobb oldalakon elvégezve (ellenérizziik!):

1%%% ao e—1
1111 a 1
TR A =1 . 5
B IR B °
i5 567 as 6—2e

Ennek egyetlen megoldasa: ag = 0.99906, a; = 1.01830, as = 0.42125,
asz = 0.27863. A legjobban kozelité polinom tehat:

p(z) = 0.99906 + 1.01830x + 0.4212522 + 0.27863z°
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Erdekességképp megjegyezziilk, hogy ez nem egyezik a harmadfoku
Taylor-polinommal (1 + = + 0.522 + 0.1666623), bar az egyiitthaték
kozel vannak a Taylor-polinom egyititthatoéihoz.
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3 Interpolacié

3.1 Motivacid

A gyakorlatban megoldandé problémak kozt az egyik leggyakoribb az inter-
polacié — még ha ezt nem is mindig mondjuk ki explicite. Durvan szélva,
adottak bizonyos helyek (egyenesen vagy sikon vagy térben), ezek az inter-
poldcios alappontok. Minden interpolécids alapponthoz tartozik egy hozza-
rendelt érték (ez lehet szam, de akar vektor is). Az interpolécié alap-
problémaéja: keressiink olyan, el6irt tulajdonsagokkal rendelkez6 fiiggvényt,
melyek az adott helyeken az adott értékeket veszi fel.

Néhany jellegzetes példa:

e Az interpolécids alappontok foldrajzi koordindtapérok, a hozzarendelt
értékek pedig az illetd (a Fold felszinén lev8) pont tengerszint feletti
magassaga. Feladat: a fenti adatokbdl domborzati térkép generdlasa,
azaz olyan — kelléen sima — kétvaltozés fiiggvény eléallitasa, mely
illeszkedik az adatokra.

e Az interpoldciés alappontok egy vizfelilet — foly6, t6 vagy tenger —
adott foldrajzi koordinataju pontjai, a hozzarendelt értékek pedig az
ott érvényes vizmélységek, pontosabban, az ezekbdl eléallitott fenék-
szintek. Feladat: a fenti adatokbdl megbizhaté vizmélység-adatokat
eléallitani ott is, ahol mélységmérés nem tortént. Egy ilyen térképnek
a hajozhatdésag szempontjabdl kiilonds fontossaga van.

e Szamitégépes modellek, szoftverek altalaban rengeteg adatot igényel-
nek, amelyek valamiféle anyagi dllandot jelentenek mas és mas pon-
tokban. Ilyen lehet példaul egy aramldsi modellben a vizmélység, egy
héterjedési modellben a hévezetési tényezd stb. Ha valahol ez nem all
rendelkezésre, akkor — jobb hijan — azt a kornyez6 helyeken érvényes
adatokbol kell kozeliteni: ez is egy specialis interpolacio.

e Maradva az aramlédsi modelleknél, tegyiik fel, hogy egy téban a szél
hatasara kialakulé cirkuldcidkat szeretnénk modellezni. Ehhez per-
sze sziikséglink van a szélsebességekre, amik vektorok. Ugyanakkor
konkrét mérést csak néhdany meteorologiai allomason végeznek: masutt
az itt mért adatokbdl kell interpoldlni. Ez egy példa a vektor-inter-
polécidra is. Jellemzdéen ekkor azt is meg lehet (vagy kell) kovetelni,
hogy az interpolalt vektormezé tegyen eleget valamilyen differencidl-
egyenletnek is (pl. legyen divergenciamentes).
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e Interpolacids problémara vezet az is, ha adott pontokat Gsszekotd
sima gorbét (vagy adott pontokra illeszkedd sima feliiletet) szeretnénk
el6éllitani (gorbe- ill. feliiletillesztés).

e stb. stb. stb...

A fenti durva megfogalmazasban az interpolédcié erdsen alulhatarozott
probléma: nagyon sok olyan fiiggvény konstrualhaté, mely eléirt helyeken
eloirt értékeket vesz fel. Sziikséges tehat pontosabban specifikdlni vagy azt
a fliggvényhalmazt, ahonnan az interpolécids fliggvényt valasztjuk, vagy azt
a tulajdonsagot, amit megkoveteliink az interpolacios fiiggvénytol.

A tovabbiakban csak a legegyszeriibb, klasszikus interpolaciés mddsze-
rekkel foglalkozunk, ahol az interpolaciés alappontok egy egyenes mentén
helyezkednek el. Ez eleve egyfajta természetes rendezést jelent az alappon-
tok kozt, melyet a bemutatott interpolacids mddszerek ki is hasznalnak.
Jéval nehezebb probléma a szort alapponti interpoldcio, ahol az alappontok
sikban vagy térben helyezkednek el, mindenféle struktira és rendezés nélkil.
A fejezet végén — érintblegesen — ilyen mddszerekrol is lesz sz6.

3.2 A Lagrange-interpolacio

Legyenek az interpolédciés alappontok mind kiilonbozék: a < xg < 21 <
To < ... < xny < b, a hozzarendelt értékek pedig rendre fy, f1,...,fn € R
tetszoleges szamok.

Probléma: Keressiink olyan Ly (z) := ag + a1z + ... + ayz” legfeljebb N-
edfoku polinomot, mely teljesiti az interpoldcids feltételeket, azaz Ly (xy) =
fr (k=0,1,..., N-re).

Miutan (N + 1) db interpolécids feltétel van, és Osszesen szintén (N + 1)
egyelOre ismeretlen egyiitthatd, ezért varhato, hogy az interpoléciés problé-
manak 1étezik, mégpedig feltehetben egyértelmii megolddsa. Ez valéban igy
is van. Az egyértelmiiség megmutatasaval kezdjik: ha Ly és Py mind-
ketten legfeljebb N-edfokd polinomok, melyek kielégitik az interpolécios
feltételeket, akkor kett&jiik kiilonbsége, Ly — Py is legfeljebb N-edfoku
polinom, mely minden alappontban — tehat (N + 1) kiilonb6zé helyen —
zérussal egyenl6. Ly — Py gyokeinek szama tehat meghaladja a fokszamot.
Az algebra alaptétele miatt ez csak gy lehetséges, ha Ly — Py = 0, azaz
Py = Ly. Az interpolécids polinom tehat valéban egyértelmii. Masféle in-
terpoléciés technikaktoél valé megkiilonboztetésképp, ezt nevezziik Lagrange-
interpoldcios polinomnak.
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Ami az interpolacids polinom konkrét eléallitasat illeti, tobb mdédszert is
mutatunk. A legegyszeriibb az interpolécids feltételeket megkdévetelni, ami
az ismeretlen egyttthatékra egy (NN + 1)-ismeretlenes linedris egyenletrend-
szert jelent:

N
Ln(z1) = ap + arzp + ... + ayzh = fog-aj = fr (k=0,1,...,N)
j=0
Az egyenletrendszer matrixa:
1 =z x% xév
1z 22 . 2
A= 1 29 I’% .Cll‘év EM(N+1)><(N+1)
1 zn x?\, x]NV

Megmutathatd, hogy ha az alappontok mind kiilonb6zék, akkor az A
matrix reguldris, igy az interpoléacidés egyenletrendszernek pontosan egy meg-
oldasa van.

A Lagrange-interpolaciés polinom egyenletmegoldas nélkiil, explicit for-
muléakkal is el6allithaté. Adott alappontrendszer és N fokszam mellett jelolje
€§.N) a Lagrange-féle alappolinomokat:

(x —xo)(z —21)..(x — zj—1)(x — Zj41)...(z — zN)

(N)
G ) = )y — a0y — ay) @y — ayen) oy — )

x) =

(j =0,1,..., N). Mindegyik Lagrange-féle alappolinom pontosan N-edfoku,
és egyszerii behelyettesitéssel adddik, hogy

L =k

0 (G#k

Innen pedig azonnal kovetkezik, hogy a kovetkez6é polinom legfeljebb V-
edfoku, eleget tesz az interpolacids feltételeknek, tehat megegyezik a Lagrange-
féle interpolaciés polinommal:

6 (@) =

J=0

Ha ugyanis x valamilyen alapponttal egyezik, pl. x = xj, akkor a fenti
Osszeg minden tagja eltiinik, egy kivételével (a k-adik tag kivételével), és

Ly(ax) = fi - 0 (21) = fie
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Most tehat a Lagrange-interpolaciés polinom eloallitdsdhoz nem kellett
egyenletrendszert megoldani, viszont szorzat alakd polinomokat kell kezelni,
ami magasabb fokszam esetén eléggé kényelmetlen lehet.

Kézi szamolédsokra jo kompromisszum lehet az osztott differencidk haszna-
lata.

Adott xg,x1,...,xn alappontrendszer és f : [a,b] — R fliggvény mellett
definidljuk az elsérendii osztott differencidkat a kovetkez6 modon:

f(xj) = fx))

Tj+1 — Z;

flag, wjnl] =
(1 =0,1,..., N—1). Ezek tehdt kozonséges kiilonbségi hdnyadosok. Definidl-
juk rekurziv médon a magasabb rendi osztott differencidkat:

f[$j+17 ey J"]-l-k] — f[l'], "'7$j+k_1]
Lj+k — Lj

f[xj7xj+17 ---7$j+k] =

Ezekutan tetszdleges xg, x1,...,zn alappontrendszer és az erre vonatkozo
f(zo), f(x1), ..., f(zn) fliggvényértékek ismeretébdl most mar gépiesen szé-
mithatok az osztott differencidk. Példaképp, ha N = 3, akkor a kovetkezo
tablazat elemei kozvetlen szamolasokkal adodnak:

zo | f(zo)
| flwo, 7]
v f(z1) ’f[$0,961,962}‘
fla1, o] | flwo, 21,0, 5]
xy  f(xo) flx1, 2, 23]
flxo, x3]
r3  f(x3)

Mivel a kiilénbségi hanyadosok (elsérendii osztott differencidk) az elsérendii
derivaltakkal kapcsolatosak, varhatd, hogy a magasabb rendl osztott dif-
ferenciak a magasabb rendil derivaltakkal mutatnak hasonlatossagot. Ez
valéban igy is van. A részletes szamitasokat mell6zve, az osztott differenciak
tablazatabdl a Lagrange-interpoldcios polinom az alabbi formulaval all el6:

Ly(z) = f(zo) + flwo, z1] - (x — 20) + flz0, 71, 72] - (T — w0)(T — 71) + ...

+flwo, 21, 22, ..., oN] - (7 — 20) (7 — 21)...(T — 2N 1)

Ehhez az osztott differencidk tablazatanak csak a bekeretezett elemeit (felsé
sor) kell haszndlni.
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A médszer elénye mindkét el6z6 mddszerhez képest az, hogy ha az alap-
pontrendszert egy ujabb alapponttal bovitjiik, nem kell elolrél kezdentink a
szamitast: elég csak a legmagasabb rendii osztott differenciat kiszamitani, és
a Lagrange-interpolacios polinom formuldja mindGssze egy 1j taggal bovil.

A fenti technikakat a kovetkez6 példan keresztiil szemléltetjiik.

Legyenek az alappontok: xg := —1, 1 := 0, x2 := 1, a hozzarendelt
értékek pedig: fo := 0, f1 := 1, fo := 0. Akkor a Lagrange-interpolécios
polinom legfeljebb masodfokii.

Hatarozzuk meg a Lagrange-interpoldciés polinomot mindhérom, fen-
tebb bemutatott mddszer szerint.

1) frjuk fel az interpoldciés polinomot Lo(z) := ag + a1z + aox? alak-
ban. Az interpolécids feltételeket megkovetelve, az ismeretlen ag, ai, ao
egyltthatékra az alabbi egyenletrendszert kapjuk:

1 -1 1 ao 0
1 00 ar | =11,
1 11 as 0
ap 1
melynek egyetlen megoldasa: a; | = 0 | . Tehat a Lagrange-inter-
ag -1

poldciés polinom: La(x) = ag + a1x + azx?® = 1 — 22,

2) A Lagrange-alappolinomok:

() () = (@-—z)(@—22) _ al@-1) 1, 1
0 (w0 — 21)(z0 —22)  (=1)-(-2)

@, (x—x0)(x —x2) _(554‘1)(93—1)__332
hi) = (z1 — 20)(21 — 22) (-1 o
@), (@ —zo)(w—a1) _(@+lz 1, 1
) = ) m ) 21 2 T3

Ezért:

Lo(z) = fo - £ @) + f1 - 0 (@) + fo - 6 (@) = —2® + 1
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3) Osztott differencidkkal:
I

0 —1 [0]

Lo(x) =0+1-(z+ 1)+ (1) - (z 4+ 1)(z —0) =1 — 22

Alapveto fontossagu kérdés, hogy a Lagrange-interpolaciés mennyire pon-
tos abban az értelemben, hogy ha elére adott, sima fliggvényeket kozelitiink
a Lagrange-interpoléciés polinomjukkal egy adott alappontrendszeren az itt
felvett értékeikbdl, akkor a Lagrange-interpoldciés polinom mennyire tér el
az adott fliggvénytél A kovetkez6 tétel erre ad vélaszt.

Tétel: Ha f € CVF1[a,b] (azaz (N + 1)-szer folytonosan differencidlhaté az
[a, b] intervallumon), és Ly az xg, x1, ..., N € [a, b] alappontrendszerre és az
f(zo), f(x1), ..., f(xn) alapponti adatokra tdmaszkodé Lagrange-interpold-
ci6s polinom, akkor tetszéleges x € [a, b] esetén:

(N+1)
max
[a,b] i/ |

|f(z) — Ln(z)] < W

wn (@)]
ahol wy(z) := (x — zo)(z — z1)...(x — xx). Innen pedig nyilvan:

_ max | VD) =)
0) - Lnto)] < max] 4] O

Bizonyitds: Legyen x € [a, b] tetsz6leges, rogzitett szdm. Ha x interpoldcids
alappont, akkor a tétel a nyilvanvalé 0 < 0 egyenlGtlenségre egyszertisodik.
Tegytlik fel tehat, hogy =z nem egyezik egyik alapponttal sem. Tekintsiik az
alabbi formuldval definidlt fiiggvényt:

wN(t)
wn ()

g9(t) == f(t) = Ln(t) — (f(z) — Ln(x))

Akkor g eltilinik az Osszes alappontban és még at = x helyen is (ellendrizziik!),
tehdt (N + 2) kiilonbozé helyen. A differencidlszédmitas kozépértéktételeibbl
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ismert Rolle-féle tétel szerint ezért a ¢’ derivaltfiiggvény eltlinik (legaldbb)
(N +1) kiilonboz6 helyen, a g” masodik derivaltfiiggvény eltiinik (legaldbb)
N kiilonbozé helyen, és igy tovabb, a ¢V 1 derivaltfiiggvény eltiinik leg-
alabb egy € € [a, ] helyen. Amde L%VH) = 0 (a derivalas rendje nagyobb a
fokszamnal), és

Wit (1) = ijjvi (V4 = (N +1)!
miatt:
g ™M) = FIE) - m (@) = Ly () = 0

Az egyenléséget atrendezve kapjuk, hogy minden z € [a, b]-hez van oly & €
[a, b], hogy

SN ()
— L = -
J@) = In(@) = T

Mindkét oldal abszolut értékét véve, a tétel allitdsa innen mar addodik.

-wn(x).

A tétel tetszetOs hibabecslés, 4&m a gyakorlatban évatosan hasznalandé. Ha
N
N — oo, akkor az ismert (b;\‘,l!) — 0 hatarérték azt sugallhatja, hogy a

Lagrange-interpolaciés polinomok L y sorozatanak hibaja (azaz a m[a>lcj} |f(x)—
z€[a,

Ly(z)| szam) gyorsan 0-hoz tart, ha az interpolacids alappontok szdma min-
den hataron tul n6. Ez akkor van igy, ha az f fliggvény derivaltjainak
abszolit értéke a derivalds rendjével nem tul gyorsan novekszik, ami nem
mindig all fenn. Masrészt a gyakorlati esetek nagy részében f-et nem is-
merjlk, igy a derivéltjait sem; csak az fy, f1,..., fnv értékek adottak, és
nincs informdcionk arrdl, hogy ezek miféle fiiggvény helyettesitési értékei.
Egészen egyszeril esetekben is eléfordulhat, hogy bar az interpolédciés poli-
nom pontosan kielégiti az interpolacids feltételeket az alappontokban, de két
alappont kozott egészen szélsOséges értékeket is felvehet.

Tekintsiik a kdvetkez6 példat (Runge pelda) legyen xg := —5, x1 := —4,
To = —3, ..., T10 := D és [} := 1+ —— (k=0,1,...,10). Az aldbbi dbrdn ezen
adatokra (folytonos vonallal) 1llesztedo 10—edfokf1 Lagrange—interpoléciés poli-
nom grafikonjat latjuk (szaggatott vonal). Megfigyelhetd, hogy a sz€éls6 alap-

pontok kozt az interpoldciés polinom és az eredeti, f(z) := 5 + —— formuldval
értelmezett fliggvényt nagyon nagy hibdval kozeliti. Az alappontrendszert
finomitva (xg := =5, 1 := —4.5, x9 := —4, ..., Ty := 5) a hiba nem-

hogy csokkenne, de sokkal nagyobb lett. Tanulsagképp leszlirhetd, hogy a
Lagrange-interpolédciét a gyakorlatban csak nem tulsdgosan magas fokszam
mellett érdemes hasznalni altalaban.
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Figure 1: Az x — Hﬁ fiiggvény grafikonja (folytonos vonal), és a 10-edfoku

Lagrange-interpolacios fiiggvény grafikonja (szaggatott vonal)

"
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Figure 2: Az z — ﬁ fiiggvény grafikonja (folytonos vonal), és a 20-adfoki
Lagrange-interpolaciés fiiggvény grafikonja (szaggatott vonal)
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3.3 Az Hermite-interpolacio

Ez a technika a Lagrange-interpolaciét annyiban altalanositja, hogy az in-
terpoléaciés polinomnak nemcsak az értékei, de a derivaltjai is el6irhatdk az
alappontokban.
Legyenek g, x1,...,zny € [a,b] adott interpoldciés alappontok, mg, mq,
, my > 1 egészek, és legyenek adva az

O 0 plmo=1)
(m1—1
0 H,_fm-

FH A S G

szamok. Jelolje m := mg + m1 + ... + my. Keressiink olyan, legfeljebb
(m — 1)-edfokd P,,_; polinomot, melyre teljesiil, hogy

k k .
PV (aj) = 1V (k=0,1,..,m;—1, j=0,1,.. N)
Személetesen, az m; szdmok azt mutatjdk, hogy az x; alapponthoz hany
adat (érték és derivalt) van rendelve.

A probléma ebben a formédban meglehetdsen altalanos. Bizonyitas nélkiil
megemlitjiik, hogy az Hermite-interpoldciés probléma egyértelmiien megold-
haté:

Tétel: Ilyen P,,—; polinom egyetlenegy 1étezik.

Az interpolaciés polinom egylitthatéi az interpolacids feltételek altal ki-
kényszeritett, az ismeretlen ag, aq, ..., am—1 egyiitthatokra felirt m-ismeret-
lenes egyenletrendszer megoldasaval hatarozhaté meg.

A problémaval ilyen altalanossdgban nem foglalkozunk, de megemlitjiik
az alabbi specidlis eseteket:

e Mindegyik m; = 1, ekkor m = N + 1. Mindegyik z;-hez csak az f;
érték tartozik (Lagrange-interpolécid).

e N =0, m=mg. xo-hoz az fék) (k=0,1,...,m — 1) értékek tartoznak
(Taylor-polinom):

>—‘

m—
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e Mindegyik m; = 2. Mindegyik x;-hez az f; érték és az f] derivalt-
érték tartozik (Hermite-Fejér-interpolécid).

A legutébbinak is egy specialis esete lesz szamunkra a fontos, ami meg-
alapozza a gyakorlatban igen j6l miik6dé spline interpolaciot (1d. késébb).

3.4 Kétpontos Hermite-interpolacié

Legyenek adottak az xg, z1 alappontok, és a hozzdjuk tartozé fo, fi, fi,
f1 értékek. Keressiik azt a legfeljebb harmadfokd H polinomot, melyre
H(zj) = fj és H'(z;) = f} (j = 0,1). Az el6z6 szakaszbél mér tudjuk, hogy
ilyen polinom létezik és egyértelmii.

Jelolje h := x1 — xg, és keressiik H-t ilyen alakban:

2 3
T — X T — X T — o
Akkor nyilvéan:
1 (x — x0) (x — 0)?
Az interpolaciés egyenletek:
H(l’o):A :fO
H(x1)=A+B+ C+ D=fi
h-H'(x) = B =h-f]
h-H'(x) = B+2C +3D=h-f]

Kozvetlen szamitassal ellenérizhetd, hogy az egyenletrendszer megoldasa a
kovetkezo:

A= fo

B= hf}

C = —=3fo+3fi —2hfy—hf
D= 2fo—2fi+ hfs+hf

ami egy konnyen realizdlhato formulat ad a kétpontos Hermite-interpolacio
alkalmazdasara.
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3.5 Harmadfoku spline interpolacio

Legyenek adva az a = g < 1 < ... < ny = b, interpolaciés alappontok és
a hozzajuk rendelt fy, f1, ..., fn értékek.

Alapdtlet: Definidljunk fo, f1, ..., fiy derivéltértékeket. Az fr, fi, fer1, o
adatokkal minden [z, xp11] részintervallumon egymaéstdl fiiggetlentil hajt-
sunk végre egy-egy kétpontos Hermite-interpolaciét. fgy kapjuk a Hy, Hi,
..., Hy_1 harmadfoki polinomokat.

Ekkor az egyes részintervallumokon értelmezett Hj, fliggvények, valamint
azok derivéltjai is automatikusan folytonosan csatlakoznak az x1,...,TN_1
pontokban, barhogy is vélasztjuk meg az f; derivéltértékeket.

A {6 probléma az, hogy hogyan célszert definidlni az f; derivaltértékeket.
Néhany lehetséges tt:

o fi-kat tetsz6legesen véalasztjuk, pl. f; := 0. (Ez nagyon rossz definicié.)

o fi-kal az xj-beli derivaltakat kozelitjiik az adatokbdl, pl. kiilénbségi

hényadosokkal: f; := Jee1=fiml (Fy jobb, mint az el6zé.)

Tht1—Th—1"

De van még jobb megoldés: f;-kat tigy definidljuk, hogy még a Hj, fiiggvények
mdsodik derivdltjai is folytonosan csatlakozzanak az alappontokban, azaz

Hy_y (x) = H/ ()

teljesiiljon minden k = 1,2,..., N — 1l-re. fgy kapjuk a harmadfoku spline
interpolaciét.

Jelolje hy = a1 — 2 (kK = 0,1,..., N — 1). A kétpontos Hermite-
interpolécié egyiitthatdira nyert formuldkbdl hosszabb, de elemi szamolds
utan kapjuk, hogy:

2
Hy_y(x) = P (3fk—1 — 3fk + hi—1 fr—1 + 2hg—1 1)
k-1

2
HY/(2r) = o5 - (=3 + 3fusr — 2hifi = hifiys)
k

A H)_|(xz) = H}]!(zy) feltételek tehdt biztosan teljesiilnek, ha

2

e (3fk—1 = 3fk + hp—1fr_1 + 2hi—1fz) =
k-1
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2
=z (=3fk + 3frr1 — 2hi S — i fry1)
k

azaz, ha az f, ..., fjy értékek kielégitik az aldbbi egyenletrendszert:

1, ( 2 2) .1,
— it — =) it —fl =
hk:flfk 1 hkfl hk fk hkkarl

3 3 3
=—5—fk1t+ | 7 — 3 | it 3k
hi Wi Iy hi

(k=1,2,..,N—1). Haaz f}, f) derivéltértékek adottak, akkor az egyenlet-
rendszer csak IV —1 ismeretlent tartalmaz; ha nem, akkor ezek meghataroza-
sa tovabbi feltételek (”peremfeltételek”) érvényesitésével torténik.

Fontos specidlis eset, ha az alappontok ekvidisztansak, azaz hg = h; =
... = hy_1 = h. Ekkor az el6z6 egyenletrendszer jelentésen leegyszeriisodik:
konnyen ellenérizhetd, hogy ekkor

—3fr—1 + 3fr41

k=1,2,...N—1
h ( ) <y ) )

foor +4fe+ fia =

Megjegyzés: A széls6, xq és x y alappontokban tett feltételek (peremfeltételek)
megvalasztasanak néhany szokasos maédja:

e Szabadon eléirjuk fj és f} értékeit, pl. f) = fiy :=0.

Az f§, fi derivaltértékeket a pontos derivaltértékekre allitjuk be (igy
nyerjiik a teljes spline fiiggvényt):

fo == [f'(z0), In = f(zn)

Ehhez persze sziikséges f'(zo) és f/'(zx) ismerete.

o Az fi, fy derivaltértékeket kiilonbségi hanyadosokkal kozelitjiik, pl.
fi—f SN — fn-
fo="5""0 =T
0 N-1

Megkoveteljiik, hogy a spline fiiggvény mdsodik derivdltja O legyen a
végpontokban: Hy(zo) := Hy_,(xn) := 0. Ezt természetes perem-
feltételnek nevezziik, és az alabbi egyenléségek megkovetelésére vezet
(ellenérizziik!):

f1—3fo

3 3fn —3fn—
2y + £ = R, 3y = S

v +2fy = h
N-1
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Bizonyitas nélkiil megemlitjiik a spline interpolacié pontossagardl szolo tételt:

Tétel: Ha f : [a,b] — R négyszer folytonosan differencialhaté [a, b]-ben, és
Sy jeloli az f fliggvény alapponti értékeibél meghatarozott spline fliggvényt,
az fi:= f'(z0), fy = f'(zn) peremfeltételek megkovetelése mellett, akkor
f és Sy eltérésére teljesiil, hogy
— S¢(x)| = O(n*

. |f(z) ~ Sy(x)| = O
ahol h jeloli az alappontrendszerben el6fordulé legnagyobb 1épéskozt. Sot,
a spline derivaltjai is jél kozelitik f derivaltjait:

mas |f'(x) - 8j(x)| = O()

a<z<b

max |f"(z) - 8f(z)| = O(h?)

a<x<b
" _qm _
max |£"(@) - S}/ (z)| = O(h)

Az orddkban szerepl$ konstansok f-tdl fliggenek, de az alappontrendszertdl
nem.

Megjegyezziik még, hogy a fenti eredmény az fj := f}; := 0 természetes
peremfeltétel megkovetelése esetén is érvényben marad, amennyiben f :
[a, b] — R négyszer folytonosan differencidlhaté [a, b]-ben, és f”(a) = f"(b) =
0.

Megjegyzés: A spline eredetileg egy rajzeszkoz volt, mellyel adott pon-
tokon &tmend sima gorbéket lehetett rajzolni (1d. a kovetkezd szakaszt).
Kiilonosen fontos volt ez a hajégyartasban. A spline maga egy rugalmas,
fabdl vagy fémbdl késziilt hosszt szalagszerli eszkoz volt, melyet hozz4 lehetett
igazitani néhany adott ponthoz; két pont kozott a sajat rugalmassaga altal
meghatarozott alakot vett fel. Részletesebben 1d:
https://en.wikipedia.org/wiki/Flat_spline

3.6 Gorbeillesztés

Legyenek adva az (r1,%1), (72,92), ... ,(xn,yn) € R? adott, sikbeli pon-
tok (sorrendjiik lényeges). Keressiink olyan R — R2? t — (x(t),y(t))
paraméterezésli sikgorbét, mely illeszkedik az adott pontokra.
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https://en.wikipedia.org/wiki/Flat_spline

Figure 3: A spline mint rajzeszkoz

A probléma két fiiggetlen, egyvaltozos interpolaciés probléméra bont-
haté. Vegytink fel a paramétertartomanyban N db kiilonb6z6 paramétert:
t1 <tg < ..<ty. (Egyéb informacié hijan lehet pl. a tj := k valasztassal is
élni.) Ezekutdn tekintsiik a tq, to, ..., tny és x1, x2, ..., x y adatok meghatarozta
interpoléacids problémat, azaz keressiink olyan x : R — R fliggvényt, mely
az adott paraméterértékekben az adott abszcisszaértékeket veszi fel, azaz
x(ty) =z (k= 1,2,., N). Hasonléan, tekintsiik a t1,ta,...,tN éS Y1, Y2, ..., YN
adatok meghatarozta interpolacids problémat, azaz keressiink olyan ¢y : R —
R fiiggvényt, mely az adott paraméterértékekben az adott ordinataértékeket
veszi fel, azaz y(tx) = yr (kK =1,2,.,N). A két interpolaciés fiiggvény 4ltal
meghatarozott (z,y) : R — R? fiiggvény épp a kivant, az adott pontokon
atmend sikgorbe paraméterezése lesz. Az alkalmazott interpoldciés tech-
nika elvileg tetszoleges lehet. Ha a pontok szadma nem tul kicsi, akkor a
Lagrange-interpolédcié alkalmazasa ellenjavallt, mert kiilonosen a széls6 pon-
tok kornyékén a gorbe lefutdsa nagyon extrém is lehet. Sokkal ”szebb” a
koordindtankénti spline interpoléaciéval eléallitott gorbe.

Az abran 11, szabdalytalanul elhelyezett pontra illesztett gorbék lathatok.
Az elsé esetben (10-edfokil) Lagrange-interpolédciot alkalmaztunk mindkét
koordinatéara. Jol lathaté a gorbe extrém lefutdsa. A mésodik esetben spline
interpolaciot alkalmaztunk: a gorbe az el6z6nél sokkal realisztikusabb lett.
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Figure 4: Gorbeillesztés 11 pontra. Lagrange-interpolacié (balra) ill. spline
interpolacié (jobbra)

Megjegyzés: Az itt vazolt gorbeillesztési technika értelemszerii valtoztatdsok-
kal térgorbék esetére is alkalmazhaté.

3.7 Szért alapponti interpolacio

Legyenek w1, z2,...,xx € R? adott helyek a sikon (interpoléciés alappon-
tok), és fi1, fa,..., fv € R adott, az alappontokhoz rendelt értékek. Az
alappontok elhelyezkedésében nem tételeziink fel semmilyen struktirat (pl.
racsstruktirat), sorrendjik is k6z6mbos.

Az egyik legrégebbi és legegyszeriibb interpolacids technika a Shepard-
mddszer (mas néven az inverz tavolsidggal silyozds médszere). Itt az inter-
polécids fiiggvényt a kovetkezo stulyozott 6sszeg definidlja:

Zf] Hw—:v E
f(a) = ,
Z H:c—xmp

ha z nem interpolaciés alappont. Itt p > 1 adott paraméter: szokasos értéke
2 vagy 4.

Az alappontokban f nincs értelmezve, de van hatarértéke: konnyen
lathato, hogy:

Allitas: Ha z — 25 valamely k = 1, ..., N-re, akkor f(z) — f.
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Bizonyitds: Feltehet6, hogy k = 1. Legyen x — x1, akkor

1 1 1
fo) = TR P e o IN e

1 1 1
e=arlF T o=aalP T T [e=anl?

lz—za P L Az—z|?
_ fi+fo lz—z2|[P + ...+ fn llz—zN|[P . ﬁ ~ 7
[|z—z1]P [|z—z1|[P 1

1+ le=zlr

Kicsit hosszabb szamoldsokkal az is megmutathatd, hogy f derivalhaté
az alappontokon kiviil, és:

Allitas: Ha = — valamely k = 1,..., N-re, akkor f mindkét valtozd
szerinti parcialis derivaltja 0-hoz tart.

Ezt az allitast nem bizonyitjuk. Szemléletes jelentése: az interpolacids feliilet
sima, de mindegyik alappontban vizszintes az érintosikja, ami kiilonosen
szintvonalas dbrazoldskor lehet zavaré (az alappontok koriil kozel koncent-
rikus korok a szintvonalak).

A moédszer egyszeri, konnyen programozhaté és numerikusan stabil: a
Lagrange-interpolaciétdl eltéréen, ha ||x|| — +oo, akkor az f(x) interpoldlt
értékek korldtosak maradnak, és az is konnyen lathatd, hogy ekkor f(z)
az adatok + - Z;V: 1 [; szamtani kozepéhez tart (miért?). Viszont adott
fliggvénynek az alappontokban felvett értékeibdl valé reprodukéldsa esetén
meglehetosen pontatlan.

A médszert illusztralando, tekintsiik az

f(z,y) :=sinmzx - siny

formuldval definidlt fiiggvényt az Q := {(z,y) € R? : 0 < 2,y < 1}
egységnégyzeten értelmezve. Vegyiink fel 30 alappontot az egységnégyzetben
véletlenszeriien, és az itt felvett fliggvényértékekbol szamitsuk ki a Shepard-
interpolacids fuggvényt, a p := 2 paramétervalasztissal. Ennek grafikonja
lathato az alabbi abran. Noha az alappontbeli értékek pontosan egyeznek
az [ fiiggvény itt felvett értékeivel, az eredeti és az interpoldalt fliggvény
meglehetbsen eltér egyméastdl. A kovetkezd abran 1lathaté esetben szintén 30
véletlenszeriien megvalasztott alappontot hasznaltunk, de itt a p paraméter
értékét 4-nek definialtuk.
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Figure 5: Szért ponti interpoléacio 30 véletlenszertien valasztott alappontra.
Tesztfeliilet (balra) ill. Shepard-interpolacié p = 2 mellett (jobbra)
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Figure 6: Szért ponti interpoléacio 30 véletlenszertien valasztott alappontra.
Tesztfeliilet (balra) ill. Shepard-interpolacié p = 4 mellett (jobbra)

Joéval pontosabb eljards a radidlis bdzisfigguvények mddszere (radial basis
functions, RBF). Legyen ® : R? — R egy adott radidlis (azaz kérszimmetri-
kus) fliggvény: szemléletesen, ®(x) értékei valdjaban csak az ||z|| hossztdl
fiiggenek. Keressiik az interpoldcids fiiggvényt az alabbi alakban:

N
fl@) = a;j®(z — =)
j=1

Az el6re ismeretlen «; egyiitthatékat az interpolécids feltételekbol hatarozzuk
meg:

N
ZO&j‘I’(ZBk - acj) = fk (k = 1,2, N)
j=1

ami egy linearis egyenletrendszert jelent az ismeretlen egytitthatékra nézve.
Miutén az a; egyiitthatékat mar kiszamitottuk, f(x) kiértékelése tetszéleges
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x mellett nehézség nélkiil (és numerikusan olcsén, O(N) miivelet ardn)
elvégezhetd. Viszont az interpolécids egyenletrendszer megoldasa altalaban
O(N3) miiveletet igényel (Gauss-eliminéciét alkalmazva), ami nagy N mel-
lett sokszor elfogadhatatlanul sok. Tovabbi numerikus nehézséget okoz, hogy
az interpoléciés egyenletrendszer sokszor nagyon rosszul kondicionalt, igy a
kerekitési hibak erdsen felhalmozddnak.

A legnépszeriibb radidlis bazisfliiggvények:

e Multikvadrikus médszer (method of multiquadrics, MQ):

O(x) = V2] |* + ¢,
ahol ¢ adott paraméter (skaldzé faktor).

e Inverz multikvadrikus médszer (iMQ):
I
VIlel[? + ¢

ahol ¢ adott paraméter (skalazo faktor).

O(x) :=

e Vékony lemez mddszer (thin plate splines, TPS):
O (x) := ||z||* - log]|]l,

mely ”06nbedllés”, azaz nem tartalmaz skalazé paramétert. A fligg-

vényt az origéban annak hatarértékeként értelmezziik: ®(0) := 0, ahol

felhasznéltuk az elemi analizisbOl ismert liH(l) z?logxz = 0 nevezetes
z—

hatarértéket.

e Gauss-fliggvények:
(I)(;[;) = (3_02'H33||27

ahol ¢ adott paraméter (skaldzé faktor).

Osszehasonlitasképp meghatdroztuk az elbbi, f (z,y) := sinmz - siny
tesztfeladatra szintén 30 véletlenszerien megvalasztott interpolaciés alap-
pont esetén az MQ-interpolacioval nyert interpolaciés fiiggvényt, ¢ = 1
paramétervélasztassal (1d. az abrat). Lathatd, hogy az interpoldcié pon-
tossaga sokkal jobb, mint a Shepard-interpolacié esetén. A pontossig dra az
interpolécids egyenletrendszer felallitasdnak és megoldasanak sziikségessége,
ami nagy pontszam esetén komoly numerikus nehézségeket okozhat.

62



AR
N

N
N

Figure 7: Szért ponti interpoléacio 30 véletlenszertien valasztott alappontra.
Tesztfeliilet (balra) ill. MQ-interpolaci6 ¢ = 1 mellett (jobbra)

Megjegyzés: A vékony lemez modszer érdekes hasonlésiagot mutat a har-
madfoku spline-okkal. Megmutathatd, hogy ha egy vékony, rugalmas, pl.
acélbdl késziilt lemezt az interpolacios alappontokban adott magassagokban
rogzitiink, az alappontok kozt pedig hagyjuk olyan alakot felvenni, amit a
sajat rugalmassiga enged, akkor az igy kialakulé lemezfeliilet alakja nagy
pontossaggal épp a TPS-mddszerrel kapott interpolaciés fliggvény grafikon-
javal egyezik.
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3.8 Feladatok

1. Adott zg < z1 < ... < xn alappontrendszerhez tekintsiik a megfelel6
€,(€N) Lagrange-féle alappolinomokat (k = 0,1, ..., N). Mutassuk meg,
hogy:

N
ZE,(CN) () =1
k=0

Megoldds: Az f(x) := 1 formuldval definidlt fliggvény megegyezik
sajat Lagrange-interpolaciés polinomjaval, ami kifejezheté a Lagrange-
alappolinomok segitségével. Innen:

N
ST M (@) = f2) =1
k=0

2. Adott g < z1 < ... < z alappontrendszerhez, ahol N > 1, tekintsiik
a megfeleld EéN) Lagrange-féle alappolinomokat (k = 0,1, ..., N). Mu-
tassuk meg, hogy:

N
Zxk -E,&N)(az) =z
k=0

Megoldds: Az f(x) := x formuldval definidlt fliggvény megegyezik
sajat Lagrange-interpoldcids polinomjdval (N > 1-re), ami kifejezhet
a Lagrange-alappolinomok segitségével. Innen:

N
Z:ck . EIEN)(x) = f(z) = =x.
k=0

3. Az f(x) := 2% formuldval definidlt fiiggvényt interpolaljuk az xq := 0,
T = %, Ty 1= %, x3 := 1 alappontokban, Lagrange-interpolacioval.
Az interpolaciés polinom kiszamitdsa nélkiil becsiiljiik meg a kozelités
hib4jat az x := 0.8 helyen. Majd hatarozzuk meg a Lagrange-interpola-

cids polinomot, és hasonlitsuk Gssze a tényleges hibat a becsléssel.

Megoldds: Hasznéljuk a hibabecsl6 formulat (ez megtehetd, mert most
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f képlettel adott). Nyilvan f/V(z) =6-5-4-3- 22, innen tetszbleges
x € [0,1]-re:
1V ()] 6:5-4-3
4! —4-3-2-1
Jelolje L3 a szobanforgd legfeljebb 3-adfokt Lagrange-interpolacios
polinomot, akkor a hibabecsl6é formula szerint:

=15.

1 2
|f(0.8)—L3(0.8)] < 15-(O.8—0)~(O.8—§)-(0.8—5)-(1—0.8) =0.14933
A hiba tehdt legfeljebb 0.14933.

Most szamitsuk ki Lg interpolacids polinom ag, a1, as, as egyiitthatédit.
Tudjuk, hogy ezek kielégitik az alabbi egyenletrendszert:

1 29 a3 a3 ao f(z0)
1 21 22 a3 ar | | f(z1)
1 29 a3 3 as | | flz) |’
1 z3 x% :E% as f(x3)

melynek megoldédsa most (ellenérizziik!): ag = 0, a3 = 0.61728, as =
—2.95062, a3 = 3.3333. Innen a tényleges hiba szamithato:

|£(0.8) — Ls(0.8)| = 0.04995

ami kb. harmada a becsiilt értéknek. A hibabecslés tehdt nem tul
éles, de sokkal konnyebben szamithat6, mint a tényleges hiba.

. Hatarozzuk meg azt a legfeljebb méasodfoku polinomot, mely az xq :=
—1, 21 := 0, 3 := 1 helyeken rendre az fy:=0, f1 :=21ill. az fo :=0
értékeket veszi fel.

Megoldds: A feladat az adatokra illeszkedd legfeljebb méasodfoku La-
grange-interpolaciés polinom eldallitasa.

1. megoldas: Keressiik az interpolécidés polinomot
P(x) =ag+ a1z + asx?

alakban. Az egyeldre ismeretlen ag, a1, ag egyltthatok a P(xy) = fx
(k = 0,1,2) interpoldciés egyenléségekbdl hatarozhaték meg. Jelen
esetben ez az egyenletrendszer:

ag—a;+az =0
ag =2
apg+ar+ax =0
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Az egyenletrendszer megoldasa: ap = 2, a1 = 0, ao = —2, igy az
interpolaciés polinom: P(z) =2 — 222,

2. megoldas: Allitsuk el8 az interpoléciés polinomot

P(z) = fo-to(x) + f1-l1(x) + f2 - La(7)

alakban, ahol £y, ¢1, {5 a Lagrange-féle alappolinomok:

)= G ol ~ ) (5
g
B
Tnnen
P(z)=0- <;fc2—;x) +2- (=22 4+1)+0- <;x2+;x> -

=222 42
3. megoldés: Osztott differencidk hasznalata:
Joxi £

_1@

ahonnan

Pz)=0+2-(z+1)=2-(z+1)(z—0)=2— 227

5. Hatarozzuk meg azt a legfeljebb els6fokd polinomot, mely az xg := a,
x1 := b helyeken az fy := f(a) ill. fi := f(b) értékeket veszi fel.
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Megoldds: A feladat az adatokra illeszked6 legfeljebb elséfokt Lagrange-
interpoléciés polinom eldallitasa.

1. megoldas: Allitsuk el8 az interpoléciés polinomot
P(x) = fo-lo(z) + f1 - la(z)

alakban, ahol ¢y, 1 a Lagrange-féle alappolinomok:

z—0b
folx) = a—2>b
r—a
) = b—a
Innen: .
T — T—a
P@) = fla) == + f(b) 3=
2. megoldés: Osztott differencidk hasznélata:
Jox fj
0 a |f(a)
f(b) — f(a)
b—a
1 b )
ahonnan )
Pla) = s+ 1O )

b—a

ami megegyezik az el6z6 eredménnyel (ellendrizziik!).

. Hatarozzuk meg azt a legfeljebb mésodfoku polinomot, mely az zg :=
1, 1 := 4, ko := 5 helyeken rendre az fy:=1, f1 :=19ill. az fo := 29
értékeket veszi fel.

Megoldds: A feladat az adatokra illeszkedé legfeljebb masodfoku La-
grange-interpoldciés polinom eléallitasa. Hasznéljunk osztott diffe-

67



rencidkat (de ajanlatos végigszdmolni a masik két médszerrel is a fel-
adatot):

J oz fj

ahonnan

Px)=1+6-(z—1)+1-(x—1)(z—4)=—-1+2+2°

. Hatarozzuk meg azt a legfeljebb mésodfoku polinomot, mely az zg :=
—1, z1 := 1, x2 := 2 helyeken rendre az fy := —1, f; := 1 ill. az
fo := 3 értékeket veszi fel.

Megoldds: A feladat az adatokra illeszkedd legfeljebb méasodfoku La-
grange-interpolaciés polinom eléallitasa. Haszndljunk osztott diffe-
rencidkat (de ajanlatos végigszamolni a masik két médszerrel is a fel-
adatot):

J oz [

0 1 [=1]

ahonnan

P(x):—1+1-(ﬂ:+1)+%'(x+1)(x—1):§:U +z-—<.
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8. Hatarozzuk meg azt a legfeljebb harmadfoki polinomot, mely az xg :=
—2, x1:=0, 9 := 1, x3 := 3 helyeken rendre az fy:= —15, f1 := —1,
fo:=31ll. az f3 := 80 értékeket veszi fel.

Megoldds: A feladat az adatokra illeszked6 legfeljebb harmadfoku La-
grange-interpoldciés polinom eléallitasa. Hasznédljunk osztott diffe-
rencidkat (de ajanlatos végigszdmolni a mésik két mddszerrel is a fel-

adatot):
J oz
0 —2 |—-15
—12+15 — .
bo - 3+1 N s 11.541
T =4 5
21 3&3—4 =11.5
80-3 — 385
3 3
ahonnan
P(z) = —1547-(x+2)—1-(x+2)24+2.5-(24+2)z(z—1) = 2.52°+1.52%—1.
9. Kozelitsiikk f(z) := cosz formuldval értelmezett fiiggvényt a [O, %]

intervallumon kétpontos Hermite-interpolaciés polinommal.

™

Megoldds: Jeldlje xq := 0, 1 := § (interpoldciés alappontok). A
végpontokban a fiiggvényértékek és a derivaltértékek: fo = f(zo) = 1,
fi=f(@1) =0, fo = f'(z0) =0, fi = f'(z1) = —1.

A kétpontos, harmadfoki Hermite-interpoléacids polinom:

H(x):A+B-thO+C-

(v — mg)? (v — 0)3
PP R

ahol h := x1 — x9. Az A, B,C, D egyiitthatok értéke a konkrét ada-

tokkal:

A= Jo =
B = hf} =0
C= =3fy +3fi —2hfl, —hfi =-3+h
D= 2fy —2fi +hf} +hfi =2—-h
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10.

ahonnan: a4k o b

h2 h3
=1-—0.5792322 + 0.110742>.

H(zx) =1+

Megjegyzés: Erdemes MATLAB-ban megjeleniteni egy abran az ere-
deti fliggvényt és az Hermite-interpolacids fiiggvényt is.

Kozelitsiikk f(x) := cosz formuldval értelmezett fiiggvényt az xg :=
—5, 1 := 0, w3 := 5 alappontokon harmadfoki spline fiiggvénnyel.
(A végpontokban a derivéltértékek egyezzenek meg a fenti fiiggvény

derivéltjaival.)

Megoldds: Az interpolaciés alappontokban a fliggvényértékek és a de-
rivaltértékek: fo = f(xo) =0, fi = f(l’l) =1, fo = f(afg) = 0,
1o = f'(zo) =1, f{ ismeretlen, f5 = f'(z2) = —1.

Az ismeretlen f] derivaltértékre felirhaté egyenlet (ahol h = T):

—3fo+3f2

h =0,

fo+4afi+fo=

ahonnan f{ = 0. Innen a spline fiiggvény az [xo, z1] és az [z1, x| inter-
vallumokban méar egy-egy kétpontos Hermite-interpolaciéval hataroz-
hato meg, az el6z6 feladatok mintédjara.

Eredmény: az [x¢, z1] intervallumon:

3—2h —2+h
Ho(x):(x+h)+7-(x+h)2+7-

Az [x1, z9] intervallumon pedig:

Megjegyzés: Erdemes MATLAB-ban megjeleniteni egy &bran az ere-
deti fiiggvényt és a spline interpolécios fliggvényt is.
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11.

12.

Kozelitsiikk f(x) := cos 2z formulaval értelmezett fliggvényt az xg :=
—7» 71 = 0, w3 := 7 alappontokon harmadfoki spline fiiggvénnyel.
(A végpontokban a derivéltértékek egyezzenek meg a fenti fiiggvény
derivaltjaival.)

Megoldds: Az interpolaciés alappontokban a fliggvényértékek és a de-
rivaltértékek: fo = f(zo) = 0, f1 = f(x1) = 1, fo = f(x2) = 0,
1 = f'(zo) =2, fi ismeretlen, f} = f'(z2) = —2.

Az ismeretlen f{ derivaltértékre felirhaté egyenlet (ahol h = 7):

—3fo+3f2

fotdfitfo=—"—"=0,
ahonnan f{ = 0. Innen a spline fiiggvény az [xo, 21] és az [z1, x| inter-
vallumokban mér egy-egy kétpontos Hermite-interpolaciéval hataroz-

hat6 meg, az el6z6 feladatok mintajara.

Megjeqyzés: Erdemes MATLAB-ban megjeleniteni egy dbran az ere-
deti fliggvényt és a spline interpolacids fiiggvényt is.

Kozelitsiik f(z) := cos2z formulaval értelmezett fiiggvényt az xy :=
—7 T1 = —75, T2 = {5, x3 := 7 alappontokon harmadfoki spline
fiiggvénnyel. (A végpontokban a derivéltértékek egyezzenek meg a

fenti fliggvény derivaltjaival.)

Megoldds: Az interpolaciés alappontokban a fliggvényértékek és a de-
rivaltértékek: fo = f(x()) =0, f1 = f(l'l) = @, fo = f(.ivg) = @,
fs = flzz) =0, fij = f(zo) = 2, f] ismeretlen, f) ismeretlen,
fy=f'(x3) = -2.

Az ismeretlen f], f} derivaltértékre felirhaté egyenletrendszer (ahol
h=7%):

—3fo+3
fo+afi+ gy = N30
—3f1+3
fivasys gy = ISk
ahonnan f] = ?’ﬂﬁ - %, és fh = —% + % Innen a spline fiiggvény

az [ro,x1], az [r1,x2] és az [re,xs3] intervallumokban mér egy-egy
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kétpontos Hermite-interpoldciéval hatdrozhaté meg, az el6z6 felada-
tok mintédjara.

Megjegyzés: Erdemes MATLAB-ban megjeleniteni egy abran az ere-
deti fliggvényt és a spline interpolacios fiiggvényt is.
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4 Kozelito integralas

4.1 Motivacio

A gyakorlati matematikai modellezésben szamtalanszor van sziikség bizonyos
hatarozott integralok kiszamitasara (akar tobbvaltozods fliggvények esetében
is). Ezek ”pontos”, azaz formuldval valé meghatarozasa legtobbszor még
akkor sem lehetséges, ha az integrandusz maga is formulaval adott, mert
sokszor nincs elemi fliggvényekkel kifejezheté primitiv fiiggvény. Ha pedig
mégis 1étezik primitiv fliggvény, az sokszor annyira bonyolult, hogy nem éri
meg a "pontos” Newton-Leibniz-tételt hasznalni.

Ha mar kozelité mdédszert hasznalunk, természetes elvaras, hogy a kozeli-
tés pontossagat is meg tudjuk becsiilni.

A Riemann-integrédl definiciéja maga is egy kozelité formulanak tekint-
het6. Emlékeztetiink ra, hogy ha f : [a,b] — R egy folytonos fiiggvény
és a =21 < x3 < ..<any = b az [a,b] intervallum egy felbontasa, &; €
[, xj41] tetszleges pontok (j =0,..., N — 1), akkor a

N-1
f(&) - (i — x5)
j=0
b
Riemann-integralkozelité Osszegek az f(x) dr Riemann-integrélhoz tar-

tanak, ha a felbontds minden hataron tal finomodik. FElegendden finom fel-
bontés esetén tehat egy konkrét Riemann-integralkozelito 0sszeg kiszamitasa
is tekinthetd egy kozelité integralasi technikdnak. A probléma ezzel az, hogy
a konvergencia esetleg nagyon lassu is lehet, és az eljaras hibaja — egyéb in-
formécié hijan — nagyon nehezen becsiilhetd. fgy tehdt a Riemann-integral-
kozelito 0sszegek hasznalata integralok kozelitésére a gyakorlatban alkalmat-
lan. Ezért van sziikség a témakor finomabb tanulményozasara, kiilonos te-
kintettel az integralkozelité formuldk hibabecslésére.

Ebben a fejezetben néhany klasszikus integralkozelité médszert (kvadra-
turaformulét) vezetiink be és vizsgalunk. A fejezet végén roviden érintjiik a
tobbvaltozds integralok kozelitésének problémajat is.

4.2 Interpolacidés kvadraturak

Legyen [a,b] C R egy véges intervallum, f : [a,b] — R pedig egy adott
folytonos fiiggvény. Korabbrdl mar tudjuk, hogy akkor f biztosan Riemann-
integralhaté [a, b]-n.
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Az interpoldcids kvadratirak alapotlete az, hogy az [a, b] intervallumban
felvéve egy a < 1 < 1 < ... < xn < b alappontrendszert, egy Lagrange-
interpoldciés Ly polinomot &llitunk el6 az fo := f(xo), f1 := f(z1), ...,
v = f(zn) fuggvényértékekre alapozva, és az f: f(z) dx integralt az in-
terpoldciés polinom ff Ly (z) dz integraljaval kozelitjiik. Ez utébbi integralt
nyilvan mar pontosan ki tudjuk szamitani.

Az Ly interpoléciés polinom az BE.N) Lagrange-féle alappolinomok segit-
ségével explicite is felirhaté (1d. az Interpolécié c. fejezetet):

ahonnan:

b
ahol a; := / Eg-N) dx a kvadratira sulyai. Igy a keresett integral kozelitése

ez lesz (inte?poldeio’s kvadratira):
b N
/ fx)de = In(f) = Zajf($j)
a ]:0

Allités: Az Iy interpolécids kvadratira pontos minden legfeljebb N-edfoku
polinomra.

Ha ugyanis f egy legfeljebb N-edfoki polinom, akkor annak Ly Lagrange-
interpolaciés polinomja — a Lagrange-interpolacié egyértelmiisége miatt —
onmagaval egyezik.

Kovetkezésképp az Iy interpolaciés kvadratiura ag, ai, ..., ay sulyai a

b
nehézkes a; = / €§-N)(§c) dx formula helyett egy linedris egyenletrendszer

a
megoldésabdl is szamithaték. Elegendé a kvadratiraformuldt az 1, x, 22,

..., ¥ alappolinomokra alkalmazni:

N b
j=0 ¢
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Masképp felirva:

1 1 1 “
i) rT ... IN ao ZO
1 1
2 2 L 2% = , (2)
N g AN 2
b k+1 k+1
" —a
k
— dop =2 —% k=0,1,..,N
= [ ahde =T ( )

Megjegyzések:

e Az, hogy egy kvadratiraformula milyen magas fokszamu polinomokra
pontos, a kézvetve kvadratira hibajara van kihatdssal. Arrdl van szo
ugyanis, hogy a f elég sima fiiggvény (mondjuk (n+1)-szer folytonosan
differencialhatd), akkor véges Taylor-sorba fejtheté a koril, (n + 1)-
edfokt maradéktaggal:

"(a "(a () (q
1) = fa) + Doy T o gy T,
+(z —a) +(n+§)!)(w—a) +

alkalmas (z-t8l fliggd) & € [a,b] mellett. Ha most egy kvadratira-
formula pontos minden, legfeljebb n-edfokd polinomra, akkor elég azt
vizsgalni, hogy a maradéktag integraljat milyen jol kozeliti a kvadra-
tura, mert a megel6z6 tagok integraljat pontosan adja. Altaldnosan
elmondhatjuk, hogy minél magasabb fokszamu polinomra pontos a
kvadratira, anndl kisebb a kvadratira hibdja (elegendéen sima fiigg-
vényekre).

A Lagrange-interpolaciénal elmondottakkal 6sszhangban, altalaban itt
is kertilni kell a magas fokszamu interpoléacids polinomok hasznélatat,
mert az egyes alappontok kozt az interpolaciés polinom hibaja nagyon
nagy is lehet, ami a kvadratira pontossagara is kihat. Az alappontok
ligyes megvalasztiasiaval ez a jelenség tompithatd, vagy akar teljesen
meg is sziintethetd. Ez vezet el az ortogondlis polinomrendszerek alkal-
mazasahoz: ennek részleteivel azonban e jegyzet keretein beliil nem
foglalkozhatunk.
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Specidlis esetek: A leggyakrabban hasznalt elemi kvadratiraformuldk a 0-,
1- ill. 2-foku interpolaciés kvadraturak:

1. Legyen N = 0, és az egyetlen zy alappont pedig zg := ‘IT‘H’. Akkor az
egyenletrendszer csak egyismeretlenes:

b
1'a0—u0—/ lde =0b—a.
a

Innen a kvadratiraformula:

/ff(z)dmfo(f):f(“;b)-<b—a> 3)

Ezt kozéppont szabdlynak vagy érintdéformuldnak nevezzik. Az utébbi
elnevezést az indokolja, hogy ha az xg := “T*b helyen érintét hizunk
az f fiiggvény grafikonjdhoz, és az integralt az érinté alatti teriilettel

kozelitjiik, akkor épp az érintéformuldhoz jutunk (ellenérizziik!).

Allités: Az érintéformula pontos minden, legfeljebb elsdfoki poli-
nomra. (Ez jobb eredmény a vartndl, tekintve, hogy most N = 0.)

Az 4llitast nyilvan elég csak a po(z) := 1 és az pi(x) := z képleti
alappolinomokra ellendrizni:

b
fo<po>=1-<b—a>=/ 1de

a+b v —a? b
In(p1) = 5 -(b—a) = :/l'd:L‘

2. Legyen N = 1, és az alappontok legyenek xg := a, x1 := b. Akkor az
egyenletrendszer alakja most:

Cao) () =0n) = ()

aminek egyetlen megolddsa (ellenérizziik!): ag = a1 = IFT‘L
Innen a kvadratiuraformula:
b
fla)+ f(b
[ r@ e~ np = LD ) (@)



Ezt trapézformuldnak nevezziik. Az elnevezést az indokolja, hogy
ha az x = a és x = b pontokbdl egy szelot hizunk az f fliggvény
grafikonjdhoz, és az integralt a szel6 alatti teriilettel (ami egy trapéz)
kozelitjiik, akkor épp az trapézformuldhoz jutunk (ellenérizziik!).

Allitas: A trapézformula pontos minden, legfeljebb els6fokt poli-
nomra.

Az allitast nyilvéan elég csak a po(z) := 1 és az pi(x) = z képleti
alappolinomokra ellenorizni:

1+1 b
Il(po)—2-(b—a)—/ 1dzx

a+b v —a? b
Li(p1) = (b—a) = :/ xdx

2

. Legyen N = 2, és az alappontok pedig legyenek xy := a, 1 := “TH’,

x9 = b. Akkor az egyenletrendszer alakja most:

%2 b ap | = m | = 5
3 3
ety v ) e ) )\

Az egyenletrendszer egyetlen megolddsa:

b—a B b—a _b—a
6 ’ 6 ’

ag —

Valéban, ag, a1, as kifejezéseit az egyenletrendszerbe visszahelyettesitve:

Els6 egyenlet:
b—a
a0+a1+a2:T-(1+4+1):b—a

Misodik egyenlet:

a+b b—a a+b
a‘a0—|—72 -a1+b-a2:76 |la+4- 5 +b) =

_b—a b2 — a2

= b) =
5 (3a + 3b) 5
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Harmadik egyenlet:

b\? b— b)2
aQ-ao—i—(a; ) -a1—|—b2-a2:6a-<a2+4-m—1—1)+bz):

b—a

3 3
:T-(2a2+2ab+2b2): b

a

Innen a kvadratiraformula (Simpson-formula):

b Q) 4. F(atd
[ 1@ n(n = MOFEIEI0 o)

N 6

Allit4s: Simpson-formula pontos minden, legfeljebb harmadfoki poli-
nomra. (Ez jobb eredmény a vartndl, tekintve, hogy most N = 2.)

Az allitast nyilvan elég csak a po(z) := 1, p1(z) := z, po(x) = 2% és a
p3(z) := 23 képletii alappolinomokra ellenérizni:
1+4+1 b
I>(po) = — (b—a) :/ ldx
a+4988 b 3a + 3b
Lp) = —2—— (b—a)= (b—a) =
6 6
b2 2 b
= a :/ xdx
2 a
a? + 4(242)% + v? 2a? + 2ab + 20
bips) = ST g (b-a)=
6 6
b3 3 b
R ¢ = /a 22 dx
a® +4(%2)% + b? 3a% + 3a2b + 3ab® + 3b°
hipy) = ST ) : (b-a) =

b4 4 b
= a4 :/ 22 dx
4 a

Megjegyzés: Mivel a formuldkban a koordinatarendszer megvalasztasa nyil-
van kozombos, feltehetd, hogy az intervallum koézéppontja épp a 0, azaz
[a,b] = [-2,2], ahol h := b — a jeldli az intervallum hosszat. Ekkor
a Lagrange-interpolaciés polinomok pl. osztott differencidkkal egyszertien
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meghatarozhaték, ahonnan a fenti elemi kvadratiraformulak koézvetleniil is
levezethetok.

Erinté’farmula: Itt N =0, g = 0, és a Lagrange-interpolaciés polinom
nyilvan

Lo(z) = fo = f(z0),

és ezért:
h/2
Wf) = [ Loa)do =
—h/2
=fo-h
Trapézformula: Itt N = 1, g = —%, T = % Az osztott differencidk
tablazata:

h
=5 |fo]

fi—fo
h

h
5 N

Ezért az interpolaciés polinom:

Ll(x>—f0+f1_f0'<$+h>

h 2

Ezt integralva a [—%, %] intervallumon, a kvadratdraformulédt kapjuk:

h/2 h/2 B B
I1(f)=/ Ll(m)dx:/ (f0+f1fO_x+f1 fo) dr —

—h/2 —h/2 h 2
fo+ f1
2
Simpson-formula: Itt N = 2, zg = —%, 1 = 0, 29 = % Az osztott

differencidk tablazata:

-4
2f1—2fo
h
0 A 2f2—4h€1+2f0
2fa —2f1
h

[Nl

f2
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fgy az interpolédciés polinom:

2ot (o B) B (1)

Ll(w) :f0+ D) 9

>

Ezt integralva a [—%, %] intervallumon, a kvadraturaformulat kapjuk:

h/2
Ig(f) = / LQ(.'L') dx =

—h/2

h/2 _ _ —
:/ (f0+2f1 2f0-x—|—f1—f0+2f2 4f1+2fo‘x2+f2 2£1+f0-a:>dx

—h/2 h h?
_ 2
:(fo+fﬁ-fo+2f2 tj;1+2f0-2-;8>-h:
:<f0+f1—fo+%—a?+§))-h:
_hotihth
o .

Magasabb fokszamu interpoldciés polinomot csak nagyon specialis alap-
pontvélasztas mellett szokds alkalmazni (a Lagrange-interpoldcié mar emli-
tett numerikus hatrdnyai miatt). Ehelyett az integralds pontossdg dgy
novelhetd, hogy az eredeti [a, b] intervallumot (nem feltétlen egyenld hosszu-
sagui) részintervallumokra bontjuk, és mindegyik részintervallumon valame-
lyik el6z6 ”elemi” kvadraturaformulat alkalmazzuk. fgy nyerjik az osszetett
kvadraturaformuldkat.

4.3 Osszetett kvadratiraformulik

Legyenek tehdt ¢ = zg < 1 < ... < xny = b alappontok, és jelolje
[i = f(zj), és legyen h; := xj41 — x; a j-edik részintervallum hossza
(j=0,1,..,N).

Osszetett érintéformula:

b N-1 T4 N-1
/ fa)ds =3 / f@)ds~ S frap by
a =0 Zj j=

ahol fj 1 = f(HFgHL).
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Osszetett trapézformula:

b N—-1 Tjt1 N—-1 f+f
/f(x)dx:Z/ f(:c)dmzz%'hj
a j=0 7%i j=0
Osszetett Simpson-formula:
b e = fi A2+ fin
[r@a=Y [ j@ars Y BT,
a j=0 “Tj j=0
Specidlisan, ha a felbontds egyenkozii, h; = h := b_T“, akkor a formuldk
leegyszeriisodnek:
o Osszetett érintéformula:
N-1
j+1/2 g =12 T Jaj2 + -+ IN=1/2)
f hj=(fijp+ fap+ .o+ f ) h
§=0

o Osszetett trapézformula:

N—1
Z%hj: <;fo+f1+f2+...+fN1+;fN> -h
=0

o Osszetett Simpson-formula:
N-1

Z fi+4f 12+ fit
6

“hj =
=0

1 2 1 2 1 1
= <6fo t3hiptghtghptsftt 6fN> -h

4.4 A kvadrataraformulak hibaja

Csak a korabban emlitett harom ”elemi” kvadratiraformula hibajaval foglal-
kozunk, de azok Osszetett valtozatait is vizsgaljuk.

Legyen tehat [a,b] adott intervallum, h := b — a. Mint kordbban, az is
feltehetd, hogy [a,b] = [— 2, 4].
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A hibabecslések a 0 koriili Taylor-sorfejtésen alapulnak. Emlékeztetiink
r4, hogy ha f € C"*1[a,b], azaz (n + 1)-szer folytonosan differencidlhat6 az
[a,b] intervallumon, akkor minden = € [a,b]-re érvényes az alabbi (véges)
Taylor-sorfejtés:

f) - f0) ) .,

)
f(m):f(0)+Tx+Tx2+...+ ot I +1

alkalmas (z-t8l fiiggd) & € [a,b] mellett. (A jobb oldal utolsé tagja a
Lagrange-féle maradéktag.)

Tétel: Ha f € C?[a,b], akkor az érint6formula hibajara érvényes az alabbi
becslés:

/abf(w)daf—f<a;rb> .h‘ < L e 1)) 18

— 24 a<z<b

[ rwyas- )| -

Bizonyitds: Fejtsik f-et a 0 korul véges Taylor-sorba, masodfoku maradék-
taggal:

Fla) = FO)+ £(0) -7 + 5 7(E) -2

Integraljuk mindkét oldalt a és b (azaz —% és 2) kézt. A jobb oldalon az
elsofoku tag integralja zérus, igy:

b 1 h/2 " 2
[ t@de =5 ne 5 [ ) atda
a —h/2
A jobb oldal elsé tagja épp Iy(f). Innen:
b 1 " h/2 )
_ < . .
[ r@rde - 0in)| < - wox 117w [ s

A jobb oldali integrdl értéke pedig 2 - & - (2)3, ahonnan az &llitds mér
kovetkezik.

A trapézformula hibajara hasonlé becslés érvényes:

Tétel: Ha f € C?[a,b], akkor a trapézformula hib4jara fennall, hogy:

b a
/ f(z)dx — f();—f(b)-h < i-max | (x)]-h?

12 a<z<b

[ s S
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Bizonyitds: A trapézformula hibabecslése:

/abf(x)dxh(f)‘ = /ab(f(ﬂz) — Lyi(z))dz| < /ab|f(:c) — Li(z)| d

A jobb oldalon most hasznaljuk fel a Lagrange-interpolacié hibabecslé for-
muldjat (1d. 3. fejezet), mely szerint:

5 max [(0)] - fea(o)| = 5 ma, | (2)]- (5= ) (- 2)

a<z<b

Innen azt kapjuk, hogy:

a<z<b

/abf(x)dwh(f)‘ <5 max |f”(x>|~/ab<a:a>-<bx>dw

A jobb oldali integral nehézség nélkiil kiszamithato:

/ab(iﬂ—a)(b—a:) dr = /ab(_$2+(a+b)x_ab) do = [_:633 Hlat b)x; : abx]z i

v —a®  (a+b)(b? —a?)

i + 5 —ab(b—a) =
2 2 2
:(b—a)-<—b +ab+a +(b—|—a) —ab)z
3 2
b_
- Ta - (=26 — 2ab — 2a® + 3b2 + 6ab + 3a® — 6ab) =

b— b—a)?
= 6a-(b2—2ab+a2):( 6a)’

ahonnan az allitdas mar kovetkezik.

A Simpson-formula hibdja ennél bonyolultabb szamitds utjan kaphaté meg.
A részleteket elhagyva, az eredmény:

Tétel: Ha f € C*[a,b], akkor a Simpson-formula hibajara fennall, hogy:

b b atb
/ f(ff)dfﬁ—fz(f)‘ = / f(z)dz — f(a)—|—4f(52 )+ /() Rl <
< oo max [V () A

83



A fenti becslésekbél most mér konnyen adédnak a megfeleld dsszetett kvadra-
turaformulékra vonatkozd hibabecslések is. Egyszertiség kedvéért tegytik fel,
hogy az [a, b] intervallum felbontdsa egyenkozii (ekvidisztans), azaz a = xg <
21 < ... < xn = bfelbontasban zy = xo+k-h (k=0,1,...,N), ahol h = I’_T“.

Az Osszetett érintéformula hibaja:

b N-1 N-1 T4
/ f(33)d33—2fj+1/2'h = </ f(x)dz — fii1 h) <
a j=0 3=0 Tj
N=1| rz,, N-1
" 3
<y / F@)do = fipap- b < 3 o1 max | ()| 1 =
7=0 J 7=0
1 N-1
_ = 1" B2 —
= oz e\ @A)k
7=0
o b—a " 2
= —5p ax [f7(@)]h
Az Gsszetett trapézformula hibéja:
b N-1 ' N-1 2 '
fayde— 30 BT, ( [ s - 2 h) <
“ 3=0 j=0 \"%
N-1 N-1
fi + Ty 1
< i Ji < L % 3_
<[ e = BEE G < 5 17
7=0 J 7=0
1 N-1
_ = 1" B2 —
= g e, @) )k
7=0
_ b—a 7 2
=g Jwax [[1(@)] - h

Az Osszetett Simpson-formula hibgja:

Rl =

/bf(x) dr — Nz:l fit4fi112 + fin

J=0 0
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- </$j+1 f(z)dz — bttt h) :

J=0 g 0
N-1 Tj41 +4 + .
< / " - LTl
j=0 7%
N-1 1
- v 5
S AR,

H
—;
MZ

— 1mnax
~ 720 a<x<b =
b—a IV 4
= h
720 a<x<b| @)1

Roviden, az 6sszetett érints- és az Ssszetett trapézformula egyarant O(h?)

pontossagu, mig az 6sszetett Simpson-formula ennél sokkal pontosabb, hibaja
O(hb).

Megjegyzés: Kvadraturaformuldk konstrukciéjaban nemcsak a Lagrange-
interpolécié johet szoba. Eppoly joggal vehetiink spline interpolaciot is,
tekintettel annak nagyon kedvezd tulajdonségaira (1d. a 3. fejezetet). Mér
lattuk, hogy ha f € C*[a,b], és S + jeloli a h 1épéskozll ekvidisztdns alap-
pontrendszeren felirt harmadfoki spline fiiggvényt, mely az alappontokon
ugyanazokat az értékeket veszi fel mint f, akkor az eredeti f fliggvény és az
Sy spline eltérésére a kovetkezd becslés 4ll:

F(x) — Ss(@) < C - b

alkalmas, a h 1épéskoztol és x-t0l fliggetlen C' szdm mellett. Innen, az

splzne / Sf

formulaval definidlt kvadratira hibaja:

splme ‘ / |f )‘dx <C- (b ) h4’
azaz pontossdga nem jobb, mint az Gsszetett Simpson-formuldé, viszont az
Osszetett Simpson-formula realizédlasa 1ényegesen egyszer(ibb, mint a spline

interpolacio.
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4.5 Kitekintés

Ebben az utolsé szakaszban néhany altaldnositasi iranyt érintunk, a tel-
jességre vald torekedés igénye nélkiil.

4.5.1 Kozelité integralas végtelen intervallumon

Tegyiik fel, hogy f : R — R olyan folytonos fiiggvény, melynek abszolut

értéke elég gyorsan csokken az origétdl tavolodva: |f(x)| = O(ﬁ), azaz
alkalmas C' > 0 konstans mellett |f(z)| < C - —l A feladat az
+o0
/ f(z)dx

integrél kozelit6é kiszamitasa.

Az 6tlet a kovetkez6: végezziink el egy x := ctgt helyettesitést, akkor
dx = —Sm2 ;dt; az uj t valtozo pedig 7 és 0 kozott halad (ekkor fut x a —oo
és 400 hatarok kozt). A helyettesités utan nyert integral:

/+Oof(x)dx— 0 £( Ctgt d — ™ f( ctgt

o - —sint sin? ¢

Az 1j integrandusz hatarértéke 0-ban és m-ben egyardnt 0 (miért?). Igy
az Osszetett trapézformula nehézség nélkiil alkalmazhaté a t; := %55 (j =
0,1,...,N) ekvidisztdns alappontokon. Az integrandusz top-ban és ty-ben

eltlinik, igy az Gsszetett trapézformula még egyszeriibb lesz:

f(2) de =

s o sin’t ot sin? tj N

/+°° ™ f( ctgt f ctgt T

tehat N
[y L) 2
oo oy sin? ]”

4.5.2 Tablazattal adott fiiggvény integralasa

Ha az f fiiggvény értékei csak egy a < xg < 1 < ... < zxy < b alap-
pontrendszeren ismertek, akkor célszerli ezen adatokra spline interpolaciot
alkalmazni, majd a spline fiiggvényt integralni (részintervallumonként).
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4.5.3 Nem ekvidisztans alappontrendszerek hasznalata

Legyen az egyszerliség kedvéért [a, b] := [—1, 1]. Prébéljunk meg az egyszerti,
ekvidisztans alappontrendszer helyett olyan alappontrendszert talalni, melyre
alapozott interpolacios kvadratira minél magasabbfoki polinomokon pontos

(ezért a kvadratira — remélhetSleg — minél kisebb hibdval bir).

Hapl. N=1,észg= —%, To = ‘13, akkor az ezekre épiilo interpoldcids
2

kvadratiura ag, a; sulyai kielégitik a egyenletrendszert:

) )= (0)
1 1 —\o /)’
VERRVE] a1
melynek egyetlen megoldésa: ( ZO ) = < 1 > . Tehat a megfelel$ kvadra-
1
tura (jelolje G1):
1 1
G =1 +1- =fl-—0]+f|—
() =1 faw) 1 fo) = £ (=72 + £ (5)

Maér tudjuk, hogy G pontos a legfeljebb els6foku polinomokon (az ([2)) egyen-
letrendszer épp ezt jelenti). Annal meglepébb, hogy G1 minden, legfeljebb
harmadfoki polinomon is pontos. Valéban, a ps(z) := x? alappolinomon:

G1(p2) = 22 - ag + 23 Ll /1x2d:c
= - a a1 = — - — ] == =
1(P2 0" ao 1 1 3 3 3 .
Tovébbé a p3(z) := 23 alappolinomon is:

1 1 !
-1—|—-1:0:/ z? dx
33 3v3 1

4 41 o - — 4 — __3 - — 3
Mas példa: legyen N := 2 és legyenek xy := T U= 0, zo := i
Akkor a egyenletrendszer most:

Gl(pg):xg-ao+x?~a1:—

11 a0 2
3
—795 0 aq = (2) ,
i5 0 az 3

melynek egyetlen megoldésa: . Ezért a megfelel kvadra-

w
555 sl

©luro|coo|ut

tura (jelolje Ga):
Galf) = 5 San g Sy eflan) = 5of (-2 )o@ 5or (- )
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Hosszabb, de elemi szamolasokkal megmutathaté, hogy Ga pontos a legfel-
jebb 5-fokt polinomokon.

Tovabb éltalanositva, ha az xg, x1, ...z alappontrendszernek egy specia-
lis polinomrendszer (Legendre-polinomok) gyokeit vélasztjuk, akkor erre épi-
tett Gy interpoldcios kvadratira pontos a legfeljebb (2N + 1)-edfoki poli-
nomokon, tehat joval pontosabb, mint az ekvidisztans alappontrendszerre
épiilé interpoléciés kvadratira. Ezek a Gauss- (vagy Gauss-Legendre-) kvad-
ratirak.

4.5.4 Kétvaltozos, tartomanyon vett integralok kozelitése

Tobbvaltozoés integralok kozelité kiszdmitdsa az egyvéltozdsokéndl sokkal
nehezebb probléma, egyebek kozt azért, mert itt az €2 integraldsi tartomanyt
is megfelel6 pontossaggal kozeliteni kell egyszer(ibb tartoményokkal.

Kétvaltozds esetben egy egyszerti, altalanosan elterjedt, és meglehetésen
hatékony megkozelités a tartomédnyt haromszogekre (haromvéaltozds esetben
tetraéderekre) bontani. A felbontdstél megkoveteljiik, hogy ne lapoljak &t
egymast, és hézagmentesen fedjék le az {2 tartomanyt. Legyen a haromszogek
rendszere T, To, ..., Tn (melyek egyesitése kozel Q2-val egyezik), akkor az
Jo f(z,y) dedy integralt igy kozelitjiik:

N
/Qf(% y) dxdy ~ ; /;Fj f(z,y) dzdy

A problémat igy visszavezettiik (egy altaldnos) hdromszégon vett integral
kozelito kiszamitasara.

Haromszogon vald kozelitd integrdlasra itt két egyszerti eljarast mu-
tatunk. Jelolje P, P>, P3 a T hiromszog cstcspontjait, S a silypontjat
(S = W), |T| pedig a teriiletét.

A kozéppont szabdly (érintéformula) dltalanositdsa:

ijmeyzﬂawﬂzf(P”*5+%)wﬂ

3

A trapézformula dltaldnositdsa:

f(P) + f(P) + f(Ps)
3

/ﬂawmww 7|
T
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Mindkét formula pontos a legfeljebb els6foku kétvaltozos polinomokon.
Mindkét formula 6sszetett (tehat a teljes Q tartomény haromszogfelbontasa-
ra kiterjesztett) véltozatdnak hibdja O(h?), ahol most h jeloli az Q-t lefedd
haromszogrendszerben el6forduléd legnagyobb hiaromszogoldal hosszat.

A témakor messzire vezet, és sokkal nehezebb az egyvaltozds kvadratirdk-
nal. Erdekességképp megemlitjiik, hogy lehetséges kétvaltozds, tartomanyon
vett integraldst visszavezetni egy, az eredeti tartomany peremén értelmezett
mésik integrél (vonalintegral) kiszamitasara, ami jéval egyszeriibb probléma.
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4.6 Feladatok

1. Legfeljebb hényadfoku polinomokra pontos a [0, 1] intervallumon az

FO)+ f(3)+ f(1)
3

I(f) =

kvadratura?

Megoldds: Elég a pontossagot a po(z) := 1, p1(z) := x, pa(x) := 22, ...

alappolinomokon ellenérizni:

1+1+1 1
I(po>=+3+=1=/0 dr,

0+++1 1 1
I :72 = — =
(p1) 3 5 Aa%%

I(p2) = 0+ o #/ﬁdl‘—

A kvadratira tehat a legfelJebb els6fokd polinomokra pontos.

de

2. Legfeljebb hanyadfokd polinomokra pontos a [0, 1] intervallumon az

FO0)+2£(3)+ f(1)
4

I(f) ==

kvadratura?

Megoldds: Elég a pontossagot a po(z) := 1, p1(z) := x, pa(x) = 22, ...

alappolinomokon ellenérizni:

142-1+1 1
f@w—+4l+—1—A]d%

0+2-34+1 1 !
e N

0+2- +1 1
I(p2) = 4 #/ x dw—

A kvadratira tehat a legfeljebb els6fokd polinomokra pontos.

de
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3. Hogyan vélasszuk meg a ¢ > 0 szamot 1gy, hogy az alabbi kvadratira
a lehetd legmagasabb fokszdmu polinomokra pontos legyen a [0, 1] in-
tervallumon? Optimalis esetben hanyadfokd polinomokra pontos a

kvadratura?
FO)+ef(3)+ f(1)
c+2

I(f) =

Megoldds: Elég a pontossigot a po(x) := 1, p1(x) := z, po(z) := 22, ...

alappolinomokon ellen6rizni:

1 1 1
[(po)——w_—l—/ 1dx,
0

c+2
O+c-141 1 1
I(p1)=76+22 222/0 rdz,

tehat a kvadratira a legfeljebb els6foki polinomokra minden ¢ esetén
pontos. Tovabba:

O+c-241 1 c+4 ! 1
(p2) ct2 4 c+27é/0$ Y73

Egyenloség itt akkor teljesiil, ha ¢ = 4 (Simpson-formula). Ez tehat
az optimalis vélasztds. Ellendrizziik, hogy ekkor a még magasabb
fokszamu polinomokon pontos-e:

0+4-2+1 1 !
I(p3)—8——/ a® dx
6 4 )

Tehat a kvadratiura még a harmadfoki polinomokon is pontos. Amde:

0+4- +1
I(ps) = 16 75/ x dx—*

azaz itt mar a kvadratira nem pontos. Tehat az optimadlis valasztas:
c := 4, és ekkor a kvadratdra pontos minden, legfeljebb harmadfoku
polinomra.

4. Interpolacids tipusi-e az alabb kvadratira a [0, 1] intervallumon?

FO)+2f(3)+ (1)

14) = ;

91



Megoldds: Héarom alappont esetén a kérdés azzal ekvivalens, hogy
a kvadratura pontos-e a legfeljebb masodfoki polinomokra. FElég a

pontossagot a po(z) := 1, p1(z) := =z, pa2(x) := 2% alappolinomokon
ellenérizni: .
1+2+1
I(po):++:1:/ ldz,
4 0
0+2-3+1 1 !
de 1 1
0+2-4+1 3 1
I = 74 = — 2 d = —
(p2) 1 g7 /0 #dr =2

A kvadratira tehat nem interpolédcids kvadratira.

. Interpolécids tipusi-e az aldbb kvadratira a [0, 1] intervallumon?

HOENIE

1(f) = =3

Megoldds: Két alappont esetén a kérdés azzal ekvivalens, hogy a kvadra-
tura pontos-e a legfeljebb els6fokt polinomokra. Elég a pontossigot a
po(z) := 1, p1(x) := z alappolinomokon ellenérizni:

1+1 !
I(pg):—;zlz/o ldz,

1 1
3+ 1
I(pl):32 :2:/01‘d$

A kvadratira tehat interpolaciés kvadratira.

win

. Legaldbb hany ekvidiszténs részre kell osztani az [1, 3] intervallumot
ahhoz, hogy az 6sszetett trapézformula legfeljebb 10~# hibaval kozelitse

az alabbi integralt?
21
—d =log3
/1 —de (= log3)

Megoldds: Az 6sszetett trapézformula hibabecslését hasznaljuk. Jelolje

92



f(z) :== 1, akkor f”(x) = %, igy ennek abszolit maximuma az [1, 3]
b—a

intervallumon épp 2. Jelolje tovdbbd a := 1, b := 3, h 1= **. Ezt
felhasznalva, a hibabecslés:

/b Fa) dar— Nzl fag) + flej) |
a =0

5 <
1 1 4
< = " R b—a)= —.92. — .9 =
< g Joax [fF(@)] b7 (b—a) = 52 1
4
~ 3N?

A jobb oldal pedig akkor < 10~%, ha N2 > %-104, azaz, ha N > 115.47.

Tehat 116 vagy ennél tobb részre osztva az [1,3] intervallumot, az
Osszetett trapézformula hibaja biztosan 104 alatt marad.

7. Hogyan valasszuk meg a [0, 1] intervallumban a 0 < a < b < 1 in-
tegracids alappontokat ugy, hogy az alabbi kvadratira a lehet6 legma-
gasabb fokszdmu polinomokra pontos legyen a [0, 1] intervallumon?
Optimalis esetben hanyadfokd polinomokra pontos a kvadratiura?

fla) + f(b)

1) = 122

Megoldds: Ttt most a kvadratira silyai adottak, és a probléma az

integracids alappontok megvalasztdsa. A pontossdgot elég a po(x) :=

1, p1(x) ==z, pa(x) := 22, ... alappolinomokon ellenérizni:

1+1 !
I(pg):_;zlz/o ldz,

ez tehat mindig teljesiil Tovabba:

b 1 1
1o =50 = [ wdo =3
0

2 2’

tehat els6éfoku polinomokon akkor pontos a kvadratdra, ha a +b =1,
azaz az integracios alappontok az intervallum koézéppontjara szim-
metrikusan helyezkednek el. Nézziik a masodfoku alappolinom esetét

a? + b2 1 1
I(pa) = — [dr—y
0

2
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Ez az egyenl6ség akkor teljesiil, ha a? + b% = % Ebbe behelyettesitve
az el6zoleg kapott a+b = 1 egyenl6ségbol nyert b = 1 —a egyenlOséget:

2

2 2
1 _ _
a”+ ( a) 3

Ennek megoldasai (ellendrizziik!):

4 1
I-\1-§ 1-4/3

2 2
1+4/1— 4% 1+v§
a = =
2 2

Ezek Osszege épp 1, tehat barmilyen vélasztds esetén a maésik a-érték
épp a megfelel6 b-értékkel egyezik. Mivel pedig a és b koziil a-t jeloltiik
a kisebbnek, ezért a kapott eredmény gy fogalmazhaté meg, hogy a
kvadratura akkor pontos a legfeljebb masodfoku polinomokon, ha

1 1 1 1

) - + —=
2 23 2 23
A dolog érdekessége, hogy ekkor a kvadratura automatikusan pontos
a harmadfoki polinomokon is:

a® + b3 3 1
Tow) = 5= = [ atdo =

Az egyenlSség belatdsahoz azt kell megvizsgalni, hogy a® + b® =
teljesiil-e. A bal oldal szorzattd bonthaté: a® + b = (a + b)(a?
ab + b%). Mivel pedig a + b = 1, igy elég azt beldtni, hogy a, b fenti
megvélasztasaval a® —ab+b% = % Ez pedig egyszerii behelyettesitéssel
mar konnyen ellendrizhetd (tegyiik ezt meg!).

1
2

Ugyancsak egyszeri szamitasokkal ellenérizhetd, hogy a kvadratira a
pgq negyedfoki alappolinomra mar nem pontos.

Tehat az integraciés alappontok optimalis megvalasztdsa: a = % —
#, b= % =+ #, és ekkor a kvadratira pontos minden, legfeljebb

harmadfokd polinomra.

8. Legyen h > 0 tetszdleges 16péskoz, és tekintsiik a [—%, %] intervallumon

: f(—a) + f(a)

Gi(f) = 5
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kvadratirat, ahol a := 2% (Id. az eléz6 feladatot). Adjunk hi-

babecslést a kvadraturara, feltéve, hogy f négyszer folytonosan dif-

ferencialhaté a [—2%, 2] intervallumon.

Megoldds: Fejtsiik f-et véges Taylor-sorba a 0 koriil, negyedfokt mara-
déktaggal:

£() = F0) + FO) + 31" (0)a? + & ()« + O(h)

Innen egyrészt (integralva —% és % kozott):

h/2 0
| f@rde = f0)n-+ 5 (OB + O) ()
—h/2 24
Maésrészt, véve a helyettesitési értékeket az x = a és x = —a helyen:

f(a) = F(0) + f0)a+ 3" (O)a + £ /"(0)a® + ()

F(~a) = F(0) = F0)a+ 35" (0)a — ¢ f(0)a* + O(h')

E két utébbi egyenléséget Gsszeadva
" 2 4 1 " 2 4
fla)+f(=a) = 2f(0) + f7(0)a” + O(h%) = 2f(0) + 15 F7(0)h"+ O(A),

ahonnan nyilvéan:

fla) + f(=a)

Ly
5 th=fO)h+ o, f (0)h* + O(R®)

Ezt visszahelyettesitve a @ egyenlGségbe, kapjuk a kvadratira hi-
babecslését:

h/2 a —a
‘/ f(x)dx_f()zf()'h :(f)(h5)
—h/2

A kvadratira tehat — h szerint — olyan pontos, mint a Simpson-formula,
de 3 helyett csak 2 alappontot hasznal.
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9. Legyen f egy négyszer folytonosan differencidlhaté fiiggvény az [a, b]
intervallumon, és legyen a = xg < 1 < ... < xny = b egy ekvidisztans
alappontrendszer: zx = a+k-h (k = 0,1,..., N), ahol h := I’_T“ a
1épéskoz. Tekintslik azt az 6sszetett kvadraturaformulat melyben min-
den [zg, x41] részintervallumon az eléz6 feladatban szerepld kétpontos
kvadrataraformulat alkalmazzuk:

~ h,

Tk 2
ahol

h h —1
P S S ot

2 23 23

h h 3+1
x]?) =z + + — \[ h

03 23
h szerint hanyadrendben pontos az igy kapott Osszetett kvadratura-
formula?

Megoldds: Az Gsszetett kvadraturaformula (jeldljiik G y-nel):

N-1 ,, (1) (2)
an(p) =y LB I,
k=0
Hibabecslése:
N-— xkﬂ (1) (2)
x)dx — Gn(f ’ Z/ dac—f(xk)+f($k )h <
P 2
N-1 Th+1 (2)
SZ/ f(z:)d:v—ﬂxk);f(xk )h
k=0 |V Tk

A jobb oldalon hasznaljuk az el6z6 feladatban kapott (O(h°)-6s) hi-
babecsléseket. Eszerint tehat alkalmas C' > 0 (f-tél fiiggs, de h-tdl
fiiggetlen) konstans mellett:
N-1
z)dr — Gy(f ‘ Zc W=C-n'Y h=C-(b—a) h'=
k=0

= O(h%)
A kvadratura tehat h szerint negyedrendben pontos, éppligy, mint az
Osszetett Simpson-formula.
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5 Derivaltak kozelitése

5.1 Motivacid

Noha a differencidlhanyados definicidja viszonylag egyszerti (kiilonbségi ha-
nyados hatarértéke), numerikus kiszamitdsa nem magatol értetédd, killono-
sen akkor, ha az illet6 fiiggvény értékei hibdkkal terheltek. Még fontosabb a
differencidlhdnyados kozelitése differencidlegyenletek numerikus megolddsa
soran, ami igen sok fizikai-mérnoki probléma kapcsan természetes mddon
fellép. Nemcsak egyvaltozds, hanem tobbvaltozds fiiggvények derivaltjainak
(parcidlis derivaltjainak) kiszamitasanak is nagy a gyakorlati jelentdsége,
talan még nagyobb is, mint az egyvaltozds fliggvényekéé: a parcialis diffe-
rencidlegyenletek numerikus megoldasanak egy tekintélyes része erre épiil.

Ebben a fejezetben egy- és tobbvaltozds fliggvények koézonséges és parcia-
lis derivaltjainak kozelitésével foglalkozunk, beleértve a kozelitések hibaja-
nak vizsgdalatat is.

Az itt bemutatott technikdk a Taylor-sorfejtésre épiilnek. Ezért minde-
nekelott felidézziik az idevonatkozo, részben mar ismert tételeket.

Taylor-sorfejtés (egyvdltozos figguények):

Legyen f : [x—0,x+0] egy (n+1)-szer folytonosan differencidlhaté fliggvény.
Akkor minden h € [0, d] esetén f(x + h) el6all a kovetkezd alakban:

(@),  ["() FO @), ()

2 n+1
T e R S SR (1)

fla+h) = f(z)+
alkalmas, x-t6l fiiggd &, € [x — 0, x + 0] mellett.

Rogzitett n mellett az utolsé tag (a Lagrange-féle maradéktag) O(|h|"+1)
nagysagrendii.

Kétvaltozos fliggvényekre a megfelel6 formula bonyolultabb:

Taylor-sorfejtés (kétvdltozds fiigguények):

Legyen f : [z — d,2 4+ 0] X [y — §,y + 0] egy (n + 1)-szer folytonosan diffe-
rencidlhaté fiiggvény. Akkor minden hy, hy € [—6,0] esetén f(z+hg,y+hy)
eloall a kovetkezo alakban:

1 /0 0
ot o+ ) = S + 4 (5ona+ 5n,) 4 ®

l <82f 2 azf ath§> +

+5; h2 4+ 2——hyh, + =5

ox? * Oz 0y oy?
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1 (0°f 4 Pf o, >’f s, 0°f 3
+3 (th 8y iy + 3 bl + ayghy> v
1 (n Of  kin—k nt1
S ( k ) Gangyn kel OWT

ahol h := max(|hy|, |hy]))-

5.2 Kozonséges differencialhanyadosok kozelitése

Tegyiik fel, hogy adott egy — az egyszerliség kedvéért ekvidisztans — h
lépéskozii zg < x1 < ... < zy alappontrendszer, ahol zp = xg9 + k - h
(k =0,1,..., N). Legyenek egy kelléen sima f fiiggvény estén adottak az
fo = f(xo0), ..., v = f(zn) fliggvényértékek.

5.2.1 Els6rendii derivalt kozelitése

Probléma: az [’ derivalt kozelitése az xy, alappontokban.

A legegyszeriibb, az f'(xy) derivéltat kozelitd formulék a kozonséges kiilonb-
ségi hanyadosok.

Eléreléps séma:

f,(-rk:) fk+1h fk
Visszalépd séma:
F () ~ %

Allitas: Mind az el6re- mind a visszalépd séma, elsdrendi, azaz a pontos
['(xy) derivéltat O(h) pontossdggal kozelitik.

Bizonyitds: Elérelépd séma: az egyenlséget alkalmazzuk mésodrendii
maradéktaggal. Alkalmas &, € [xg, Tky1] mellett:

fer1 = f(@pq1) = fro + f(@e) - h + / Sm)h2,
ahonnan:
I _ (&)l max | f”|
n f(fnk)—T‘hST'h
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A visszalépd séma esetén hasonléan: alkalmas 7, € [xp_1, x| mellett:

So—1 = flzr—1) = fi — f'(xx) - h+ / é?x)h2,
ahonnan:
fe—fe1 4 ()] max | /|
A I B S

Egy pontosabb séma a kovetkezo:

Centrdlis séma: ; ;
/ o~ Jk+1 7 Jk-1
[i(zg) = BT

Allitéas: A centralis séma mdsodrendi, azaz a pontos f'(z,) derivaltat O(h?)
pontossaggal kozeliti.

Bizonyitds: Irjuk le tjra az f (vk—1), f(xps1) értékeket eldallité Taylor-
sorfejtéseket, de most harmadrendii maradéktaggal:

@n) o ()

fevr = flann) = fit £ () - bt T h? o+
fk—l — f(xk—l) — fk: . f/(frk) h+ f,/éf:k) h2 B f/l/?E!n:r:)hg

(ahol &, My € [Tr—1,TK11]). A két egyenletet kivonva egymdasbol:

h+ f///(é—x)+f///(nx)h3’

fes1 — fom1 = 2f () 5

ahonnan s f S
k+1 — Jk—1 ’ max 2
o7 fizp)| < 3

T6bb alappontot bevonva, (elvileg) tetszSleges pontossagu sémak konstrual-
haték (feltéve, hogy az f fliggvény elég sima, azaz elég sokszor folytonosan
differencialhatd).

Példaképp, tekintsik az xg_o, Tp—1, Tk, Tipt1, Thio ekvidisztans alap-
pontok melletti Taylor-sorfejtéseket 6todrendiit maradéktagokkal:

1" " v
fe1 = fr+ f'(zk) - h+ ! ggl%)h2 + ! ?Elxk)hg + ! 4(lmk)h4 +O(h?)
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1" " v
fo—1=fio = f'(@p) b+ f ég!ck)h ! ?Eirk)h‘? ! 4(!%)}14 +0O(h%)

Kivonva: 1
Jer1 — frm1 = 2f (zi)h + §f///($k)h3 + O(h°)

Hasonléan:

fivn = ot o) -2+ L ( )4h2 fméxk)sh?’ fIV4('xk)16h4+(9(h5)

fr—2 = fi — f'(zx) - 20 + fﬂ( ) g f’”( )8h3 fIV4(lxk)16h4 +O(h%)

Kivonva:

iz = fioa = 40 @)+ L " (@)h + O(R?)

Az (frr1 — fr—1)-re kapott egyenl6ség 8-szorosabdl ez utébbi egyenléséget
kivonva, a harmadrendii derivaltat tartalmazdé tagok is kiesnek, és a kovetke-
z0t kapjuk:

—fer2 + 8fkp1 — 8fu-1 + fr—a = 12f(z1) + O(R°),
ahonnan f'(zy) kozelitésére egy negyedrendii sémat nyeriink:

fr—2 = 8fk—1 + 8fry1 — frt2
12

f'(@r) = +O(hY

5.2.2 Masodrendii derivalt kozelitése

A maésodik derivalt konzisztens kozelitéséhez nyilvan legalabb 3 alappont
sziikséges. A legegyszeriibb, mégis j6 pontossagi a hdrompontos centrdlis
séma. Ennek megkonstrualasahoz tekintsiik az x; alappont koriili kovetkezo
Taylor-sorfejtéseket:

frv1 = fo+ f(xr) - h + f”;g!%)h2 + L Z;l s +0(h")
fior = fio— Flaw) - D002 ST o

Osszeadva a két egyenlGséget, az els6- és a harmadrendi derivaltakat tar-
talmazo tagok kiesnek, és azt kapjuk, hogy:

frt1 + fro1 = 2fi + f(zk)h* + O(hY)
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Innen nyerjiik a szébanforgé sémat:

() ~ Jr— 1_2hJ;k+fk+1

A séma hibgja:

() — fr— 1_2h];k+fk+1 — o)

Bevonva még az xp_o, xr1o alappontokat, hasonlé eljarassal kapjuk a még
pontosabb dtpontos centrdlis sémdt. Az xj, korili Taylor-sorfejtéseket a ha-
todrendii maradéktagig elvégezve:

fens = fot f'(an) bt f//(l‘k)h2_’_f”/($k;)h3+flv(l“k)h4+fv(;zk)h5_’_o(h6)

21 3l Al
" " v 1%
for = fom f'(a0) bt L ;T’“)hz—f éf’“)h%f 4(!xk)h4—f éf“hﬂ@(hﬁ)

Osszeadvas:

" 2 flv(xk) 4 6
Jo1+ fro—1=2fr + f"(xp)h” + 1y h +O(h”)

Hasonléan:

fev2 = fut+f (z)-2h+

" " v Vv
f( )4h2 f ?Elﬂﬁk)8h3+f 4(!90k)16h4+f é!x’“)32h5+
+0O(R°)

fk+2:fk—f’(:vk)-2h+f”( B ap2 f”’3('xk)8h3 v 4( k) 1and— f5( B gops

+0O(h%)
Osszeadva:
fovo + foma = 2fx +4f" (xr)h* + %Jdv(%lz)h4 +O(h°)
Az fri1+ fr_1 Osszegre kapott egyenldség 16-szorosabdl ez utébbit kivonva:
16fxr1 + 16fx—1 — far2 — fe—2 = 30fx + 12f" (zx)h* + O(h°)

A séma tehéat:

” —fr—2 + 16 fr.—1 — 30fr, + 16 fr11 — frt2
) ~ 1272

A séma hibdja pedig:

we w2+ 16fk—1 —30fk + 16 k1 — fryo

=O(hY)
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5.2.3 Numerikus differenciildas nem feltétlen ekvidisztans alap-
pontrendszeren

Ha az alappontrendszer nem ekvidisztans, akkor az el6zéekben leirt séma-
konstrukcidk elbonyolédnak, és a pontossag is csokkenhet. E nehézség at-
hidaldséra egyszerti médszert kindl a spline interpoldcié (1d. 3. fejezet)
alkalmazasa.

Legyen tehat a = z9 < 1 < ... < xny = b egy alappontrendszer, az
alappontokhoz tartozzanak az fy, fi, ..., fn fliggvényértékek. A spline
interpoldciénal leirtak szeint (3. fejezet) mindenekelStt az f), fi, ..., fi
derivaltértékeket allitunk el6, a kovetkezd egyenletrendszer megoldasaval:

1 2 2
h_lfl/c—r"(h h) fk+ fk—l—l

3 3 3 3
=—5fi1t+ |z 3 | etz fen
iy By hi

(k=1,2,...,N —1). Az f§, f) derivaltértékre kiilon peremfeltételek meg-
kovetelésével {runk fel tovabbi egyenleteket.

Ha csak az f fliggvény els6 derivaltjanak kozelitéseit kell el6allitani az
alappontokban, akkor az S spline fiiggvényt nem is kell explicite el6allitani,
hiszen a fenti egyenletrendszer megoldasa épp a spline fiiggvény alapponti
derivaltértékeit szolgaltatja. Tovédbba, ha az fj, fr értékek adottak, akkor
az gy kapott teljes spline fiiggvény derivaltja O(h3) hibaval kozeliti az f
fliggvény derivaltjat, azaz ez a médszer pontosabb a centralis sémandl, és
még csak az alappontok ekvidisztans jellege sem sziikséges ehhez. Ugyanez
all a természetes peremfeltétel esetében is, amennyiben f” eltiinik a-ban és
b-ben.

Ha f maésodik vagy harmadik derivaltjait kell kozeliteni, akkor mar fel
kell {rni a spline fliggvényt az [y, xx+1] részintervallumokon. Emlékeztetiink
ra, hogy ennek alakja a kévetkezo:

(v — )3

+D-
hy

_ o 2
Si(e) = Hy(e)=A+ B~ x’“+0-w
I 02

ahol
A= fr

B = hfi
C = =3[+ 3fit1 —2hf;, — hfiys
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D= 2fp—2fps1+ hfl+hfig
Innen:

2C 6D
t(g) = Hy (vg) = B2 S¥ (xy) = Hy'(xy) =
k

=3
hy,

amelyek az alapponti adatok (fz) és a szamitott alapponti derivaltértékek

(f7) ismeretében mar nehézség nélkiil szdmithatok.

5.3 Alkalmazas kozonséges differencialegyenletek megolda-
sara

Igen sok fizikai folyamat irhato le kozonséges differencidlegyenletek segitségé-
vel. Ezek egy tag osztilya a kovetkezé alaki: adott egy kétvdltozds f : R? —
R fiiggvény, és keressiink olyan y : [zg, +00) — R fiiggvényt, melyre

Y (@) = f(z,y(x))

teljesiil minden x > xg mellett.

Ismeretes, hogy ennek a differencidlegyenletnek altalaban (végtelen) sok
megoldédsa van, de az y fiiggvény értékének eldirdsa az xp helyen (kezdeti
feltétel) mar egyértelmiivé teszi a megoldast.

Nem célunk itt a kozonséges differencidlegyenletek numerikus médszerei-
nek témakorét részletesen tanulmanyozni. Minddssze arra hozunk néhany
egyszerl példat, hogy hogyan alkalmazhaté a kozelité differencidlas tech-
nikdja ezen, a gyakorlat szamara igen fontos teriileten.

Az

y'(x) = fz,y(x)), y(xo) = yo (9)

kezdeti érték feladatot numerikusan egy véges, [xg,xo + L] intervallumon
kozelitjiikk. Vegylink fel itt egy, az egyszeriiség kedvéért ekvidisztans, h
1épéskozii szamitdsi rdcsot:

rpi=x0+k-h (k=0,..,N),

ahol h = £.

A véges differencidk mddszerének alapdtlete, hogy a (@) differencidlegyen-
letben eléforduld y'(z) derivdltakat egyszerd differenciasémdkkal helyettesit-
Jik. Csak a racspontokban felvett (kozelits) y-értékeket szamitjuk: két
racspont kozott y kozelitése egyészen més (interpolédcids) probléma. Ezzel
itt nem foglalkozunk.
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A két legegyszeriibb médszer a két legegyszeriibb differenciasémara éptl.
Legyen xj egy tetszéleges racspont (k=1,2,...,N —1):

Eldrelépd séma: 1tt az

Y(rg1) — y(g)
h

Y (xp) =

kozelitést alkalmazzuk. Jelolje yx az y(xy) fuggvényérték kozelitését, akkor
tehat az aldbbi mddszert nyerjik:

Yk+1 — Yk
Bl Z B _ g,

azaz

Ykt1 = Yk +h- f(@, yi) (k=0,1,..,N —1) (10)

Ez az explicit Fuler-mddszer: a modszert egy explicit rekurzié definidlja,
a kovetkezd racspontbeli ypi1 kozelitd megoldasérték direkt szamolassal,
egyenletmegoldas nélkiil kaphato.
Visszalépd séma: Itt az M{y(xk) kiilénbségi hanyadossal az xji-beli
Y (zg41) derivéltértéket kozelitjiik. Innen a megfeleld médszer:

Yk+1 — Yk
= = @k vk

azaz

Ykt1 = Yk + - f(@rg1, k1) (k=0,1,..,N —1) (11)

Ez az implicit Euler-mddszer. Itt minden egyes 1j yg+1 érték kiszdmitasdhoz
egy egyenletet kell megoldani, mivel yx11 a jobb oldalon is el6fordul. Ennek
technikajaval nem foglalkozunk, de megjegyezziik, hogy ha h elég kicsi, akkor
ez az egyenlet igen altalanos feltételek mellett megoldhatd, tehat a feladat
numerikus szempontbdl nem lényegesen nehezebb, mint az explicit Euler-
modszer realizaldsa.

Megjegyzés: Felmeriil a kérdés, miért foglalkozunk egyaltalan az implicit
modszerekkel, mikor az explicit mddszer sokkal egyszertibb. Kideriilt, hogy
egy sor, a gyakorlat szamara is fontos esetben ahhoz, hogy elég jol kozelito
megoldast kapjunk, irredlisan kis h 1épéskozt kell alkalmazni, ami numerikus
szempontbdl nagyon "megdragitja” az explicit médszert az implicithez képest
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—még gy is, hogy az implicit médszer minden egyes 1épésében egy (altaldban
nemlinedris) egyenletet kell megoldani. Egy maésik szempont: sok eset-
ben fizikai meggondolasokbdl elore tudjuk, hogy a megoldas értékei csakis
pozitiv szamok lehetnek, mert pl. hémérsékletet, koncentriciét, energiat
stb. jelentenek. Jogos elvaras, hogy a numerikus médszer adta kozelito
megoldas is ilyen tulajdonsagu legyen (pozitivitdstartds). Ilyen kvalitativ
tulajdonsdgokat az explicit médszerek (szemben az implicitekkel) nem, vagy
nem mindig tartanak meg.

Igazolhaté (a részletekbe itt nem megyiink bele), hogy mind az explicit,
mind az implicit Euler-mddszer pontossaga elsérendi, azaz az y(xr) — yx
globdlis hibdra fenndll az

ly(xx) — yx| = O(h)

becslés: kicsit pontatlanul azt mondhatjuk, hogy a hiba a h 1épéskoz elsd
hatvanyaval aranyos.
A pontosabb centrdlis séma a kovetkez6képp alkalmazhatd. Az w
kiilonbségi hanyadossal most az [z, x4+1] intervallum z, , /2 kozéppontjaban
érvényes derivaltértéket kozelitiink. Innen elsé 1épésben a kovetkezd eljarast
kapjuk:

Ye+1 — Yk

T n = f(xk+1/2ayk+1/2)
A jobb oldalon tovabbi kozelitések sziikségesek, mert nem racsponti értékek
szerepelnek. Alkalmazva az

Lk, + xr R
f(@rg1/2: Ynr1/2) & S e, yn) é( k41 Yk+1)

kozelitést, egy ujabb implicit médszert nyeriink ( Crank-Nicolson-séma), mely
azonban h szerint méasodrendti kozelitést ad (azaz hibaja O(h?)), tehdt pon-
tosabb mind az explicit, mind az implicit Euler-mddszernél:

Ykt — Yk f(@ryr) + f(@Trg1, Yrs1)

h 2

azaz

Yk+1 = Yk + g (f(@r,uk) + f(@rg1,Uk41))  (B=0,1,..,N—1) (12)
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5.3.1 Kvadraturaval javitott mdédszerek

Itt — igen réviden és részletes analizis nélkiil — arra mutatunk két érdekes
példat, hogyan lehet differencidlegyenletek numerikus megoldasaban a koze-
litd integrdldsi technikdkat (1d. 4. fejezet) felhaszndlni.

Tekintsiik tovabbra is az

Y (x) = f(z,y(x)), y(zo0) = Yo

kezdeti érték feladatot, és a differencidlegyenlet mindkét oldalat integraljuk
az xy és xgyq racspontok kozott. Kapjuk, hogy:

Th+1
)~ vta) = [ fay(a) da
Tk
A bal oldal kézelitése nyilvan az yi1 — yx kiillonbség. A jobb oldalon pedig

egyszeru kvadrataraformulakat hasznalhatunk fel.

A trapézformuldval pl. a jobb oldali integral igy kozelithets:

/Ikﬂ _ f(@r,y(zr)) + f(@ppr, y(@pe1))

flayl@) do . h+ O(?),

k

ahonnan visszakapjuk az

h
2

Ykr1 — Uk = = - (f(@ryk) + F(Tht1, Yht1))

Crank-Nicolson-sémat. S6t, explicit médszer konstrudlasara is van lehetéség.
Felhasznalva ui. az aldbbi sorfejtéseket és becsléseket:

F@ri, y(@es1)) = f@ps1, ylr) + hy' (zr) + O(h?)) =

= f(@rr1, y(zk) + hf (@, y(ze) + O(R))) =
= f(@rr1 y(zn) + hf (zr, y(zx))) + O(h?),

a kovetkez6 sémat nyerjik:

h
Ykl — Yk = 5 (f(@ryx) + f(@rp1, v + Bf (@k,8)))

Ez mar explicit formula. Attekinthet&bb az aldbbi felirdsban:
Yir1 =Yk +h- f(2r, k)

106



h "
Yk+1 = Yk + 5 (f(@rsyr) + f(Trt1, Y1)

(trapézformuldval javitott Euler-mddszer). Igazolhatd, hogy a médszer md-
sodrendt, azaz érvényes a kovetkez6 becslés:

ly(zx) — yx| = O(h?)

Egy maésik lehetOség az érintdformula hasznalata. Ekkor a jobb oldali in-
tegral igy kozelitheto:

/”“f@w@»¢m—ﬂmﬂpwmmﬂﬁ»h+ow%

Tk

A jobb oldalon y(xj1/2)-et véges Taylor-sorral kozelitve:

Faje 0k 2)) = o () + oy () + O(%)) =

= o yoe) + 5 Flmi y(on)) + O(2) =

= Fppjoou(n) + 5 f e y(m) + O(H?) =

a kovetkez6 sémat nyerjiik:
h
Yerr = Yk = h (f(@raayos v + 5 F (26 91)),
ami szintén explicit formula. Az alabbi felirdsban attekinthetobb:
h
Ykt1/2 = Ykt 5 f(xr, yr)

Yer1 = Yk + h f(Trp1/2: Yrr1/2)

(érintdformuldval javitott Euler-mddszer). Megmutathatd, hogy ez a mddszer
is masodrendi, azaz érvényes a kovetkez6 becslés:

ly(zx) — yx| = O(h?)
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5.4 Parcialis derivaltak kozelitése

Legyen f : R? — R egy kétvaltozés fiiggvény. A kozonséges differencidlha-
nyadosok kozelitésére szolgald eszkoztarat természetes médon altalanositva,
tekintsiink egy kétdimenzids racspontrendszert:

ro<zx1 <..<ZN, g = x9 + kh (kZO,l,...,N)

Yo < y1 < ... < Ywm, Yj :y0+jh (]:07177M)

Egyszerliség kedvéért mindkét valtozd szerint ekvidisztans és azonos 1épéskozi
racsot hasznalunk.

Probléma: f bizonyos parcialis derivaltjainak kozelitése a fenti racspontokban.
A révidség kedvéért a kés6bbiekben jelolje fi; := f(xk, y;).

Adott e = (eg, ey) irdnyi derivdlt kozelitése az (xy,y;) rdcspontban. Ehhez
sziikséges a % és a % parcidlis derivaltak kozelitése. Ezeket kiilon-kiilon,

egy-egy centralis sémat alkalmazva kozelithetjik:

0 0 0
%(xbyj) = <8£ e + a‘; : €y> (zr,y5) =

o e = fo1y o Jrg+1 = Jrj—1 e,
2h 2h
A kozelités pontossaga O(h?).
A gyakorlati alkalmazasokban kitiintetett szerepe van a Af = % + g%ﬁ
Laplace-operdtor kozelitésének. Mindkét valtozd szerint centralis sémat al-
kalmazva:

Jrev1y = 2fkg + fr1y  Jrger — 2k + frj1
(Af)(wk,yj) ~ +1, h2] J + Jj+ h2j J

A kozelités pontossaga O(h?).

Egy masik — olykor kényelmesebb — jel6léstechnika a kétindexes jelolések
helyett az égtdjak szerinti jelolések hasznélata, a koordinatarendszert kelet-
nyugati ill. észak-déli tajolastnak tekintve. fgy egy tetszéleges, centralisnak
(C) tekintett (k,j) indexii rdcspont égtdjak szerinti szomszédjai: NE (in-
dexe (k+1,j+1)), N (indexe (k,j+1)), NW (indexe (k—1,j+1)), és igy
tovabb. Ld. az abrat.
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Figure 8: Szamitasi racs 2D-ben. Egy centrélis pont és az égtdjak szerinti
szomszédjai

Ezzel a jeloléstechnikaval a fenti, a Laplace-operatort kozelité 5-pontos
centralis séma:

(13)

A Laplace-operatort az eddigi C, N, W, S, E alappontok helyett egy mésik
alappontkonfiguracién (C, NE, NW, SW, SE) is kozelithetjik. Ehhez vi-
szont mar a 2-véltozos Taylor-sorfejtés hasznalata sziikséges. Az alabbi
tablazatban a 2-valtozds Taylor-sor egyes tagjainak egytitthatéit mutatjuk,
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a harmadrendii tagokkal bezarélag:

f foc fy fxac f:cy fyy fxoc:c fxxy fxyy fyyy

1 2 1 1 3 3 1
NE 1 h b Lp*  2p2 1p2  1p3 33 3p3 0 L3

1 2 1 1 3 3 1
NW 1 —h b r2 —2p2 L1p2 _1p3  3p3 _3p3 Lp3

1 2 1 1 3 3 1
SW 1 —h —h p2  2p2 1p2 _lpd _3p3 _3ps _lps

1 2 1 1 3 3 1
SE 1 h —h p2 —2p2 L1p2  Lp3 _3p3 3p3 _1p3

Az &ttekinthetdség kedvéért a parcidlis derivdlasokat indexekkel jeloltiik.
Mindegyik sornak megfelel$ véges Taylor-sor hibaja O(h?*), feltéve, hogy az
f fuggvény négyszer folytonosan differencialhato.

A tablazat mind a négy sorat Gsszeadva az elsé- és harmadrendi parcialis
derivaltakat valamint a masodrendd vegyes parcidlis derivédltat tartalmazo
tagok kiesnek. A kovetkezét kapjuk:

INE+ fNw + fsw + fsm = 4fc + 2fach® + 2fyyh* + O(R?),
ahonnan a szintén O(h?) pontossagi sémét kapjuk:

(Af)o = INE + fnw +éf}SLgV+fSE_4fC (14)

S6t, ha ugyanezen tablazat sorait wdltakozo eldjellel adjuk Ossze, akkor a
masodrendil vegyes parcialis derivaltra kapunk egy masodrendben pontos
sémat:

Ine — fNw + fsw — fsi = 4fmh® + O(hY),

ahonnan:

(32f> _ fNE_fNW+fSW_fSE+O(h2)
c

Ox 0y 4h?

110



A Laplace-operatort kozelité két 5-pontos séménak ( és ) egy kom-

bindcidja érdekes tulajdonsiagokkal rendelkezik. A 2-véltozds Taylor-sorfejtést
a hatodrendli maradéktagig elvégezve hosszabb, de elemi szamoldsok utan

a kovetkez6 sémat nyerjiik:

9-pontos centrdlis séma a Laplace-operdtorra

_ Inw +4fN + N+ 4ASE+ fsE +4fs + fsw +4fw — 20f,
(Af)e = 6h2 -

2
TR (frezae + 2fzayy + fyyyy) + O(h4)

A jobb oldal elsé tortje egy centrdlis 9-pontos séma. A masodik tagja pedig
konnyen ellenérizhetéen: (—%(AA flo). A séma tehat dltaldban O(h?)
pontossagi; am, ha specidlisan Af = 0 (azaz a séméat a Laplace-egyenlet
megoldasanak kozelitésére hasznaljuk), akkor ez a tag eltiinik, és a 9-pontos
séma pontossaga O(h*)-re javul.
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5.5 Feladatok

1. Legyen f : R — R héaromszor folytonosan differencidlhaté. Legyenek
xo, 21,22 € R, h := 21 — xy = x2 — 21, és jelolje fo := f(xo), f1 :=
f(x1), fo := f(x2). Konstrudljunk egy, az f’(zq) derivdltat h szerint
masodrendben kozelité differenciaséméat az fo, fi, fo fliggvényértékek-
bol.

Megoldds: Fejtsik f-et xqg koriil véges Taylor-sorba:

oo ) S )
Jfo=fo+ I'(wo) 2R + 1" (o) 4R + () . 8h3

1! 2! 3!
Az els6 egyenlet 4-szeresébdl kivonva a mésodikat, a mésodrendii de-
rivaltat tartalmazoé tagok kiesnek, és azt kapjuk, hogy

(o) Af"(€) = 8" (n)

Afi = fo=3fo+ =7~ - 2h+ 3 - B3
Innen:
PO T )| < 15 B

A séma tehét: Sfo L Afy— f
fl(mo) ~ 0 ) 1 2

és ez az f'(xg) derivéltat h szerint valéban masodrendben kozeliti.

2. Legyen f : R — R elegenden sokszor folytonosan differencidlhatoé.
Legyenek xg € R, h adott, és x_1 := xg—h, 21 := xg+2h. Jeldlje fo :=
f(zo), f-1:= f(x_1), f1 := f(x1). Konstrudljunk az f”(x) derivaltat
kozelit6 sémat az f_1, fo, f1 fuiggvényértékekbdl. Hanyadrendi kozeli-
tés érhetd el (h szerint)?

Megoldds: Fejtsik f-et xq koriil véges Taylor-sorba:
f'(@o) f"(@o) ")

fi=fot+ =2+ -4h2+T-8h3
_ (o) o) o ") 3
ffl—fO—T'h‘f‘T'h—T'h
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A elsd egyenlethez a mdsodik kétszeresét hozzaadva, az f'(zg)-t tar-
talmazé tagok kiesnek, innen:

foapampor 00 ga 11O o 1) gy

3!
Innen
2f 1 =3fo+f1 L 103 - {1 " |lmax 5 - [1f"”[|max
3h2 Pl < =350 9
A séma tehdt: of 350+ f
—-1—9jo 1
3h2 ’

és ez az f"(xg) derivaltat h szerint elsérendben kozeliti. (A kozelités
rendje nem javul, ha a Taylor sorfejtést tobb tagra végezziik el —
prébaljuk kil)

. Legyen f : R — R elegendden sokszor folytonosan differencialhaté.
Legyenek xg € R, h adott, és zp := xg+ k- h, kK = —2,—1,1,2-re.
Jelolje fi = f(xr) (k= —2,-1,0,1,2). Konstrualjunk az f"”(z¢) de-
rivéltat kozelité sémét az fi, (k = —2, —1, 0, 1, 2), fliggvényértékekbél.
Héanyadrendii kozelités érheté el (h szerint)?

Megoldds: Fejtsiik f-et xg koriil véges Taylor-sorba:

/ " " v \4
= f+f( 0) h—l—f( 0) h2+f 3570>'h3+f 4(!$0)'h4+f 5(!51)‘]15
f'(@o) ;  ["(o) 1o f"(x0) 15 [TV (x0) 4 fV(E-1)
for = fom T b e S S S
Innen
e g = L) gy 70y I
Hasonléan (h helyett 2h-t szerepeltetve):
o L) ) o 3V (E) 32 ) s

1! 3! 5!

Ebbdl kivonva az el6z6 egyenlet 2-szeresét, az elsérendi derivaltat tar-
talmazé tagok kiesnek:

fo—fo2=2f1+2f-1 = f"(x0) - 207+
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+32fv(52) +32fV(E2) — 21V (&) — 2fV(6-1)

h5
5!
Innen
_f72+2f71_2f1+f2 " 68h5"|fv||rnax
_ < —
213 fHmo)l s =575
_ 17- ||fv||max B2
60

A formula tehét az f”'(xq) derivaltat kozeliti, h szerint masodrendben.

. Legyen f : R — R haromszor folytonosan differencialhaté. Legyen
o € R tetszbleges, h > 0 egy 1épéskoz, és xy := xg+ h, x2 := xg + 4h.
Jelolje fo := f(zo), fi = f(x1), fo := f(x2). A fenti alappontokra
és alapponti értékekre tamaszkodva, konstrualjunk differenciasémakat
az f'(xo) elsérendii és az f”(x¢) masodrendii derivdltra. Honyadrendii
kozelités értheto el?

Megoldds: Fejtsik f-et g koriil véges Taylor-sorba:

fi= ot @) ht o f" (o) - 2+ O(HY)

fa = ot @) - 4h+ 3 f" (o) - 168° + O(H?)

Az elsé egyenlet 16-szorosabdl kivonva a masodikat, a masodrendii
derivaltat tartalmazo tagok kiesnek, és azt kapjuk, hogy

16f1 — fo = 15fo + f'(z0) - 12h + O(h?)
Innen f’(z) kozelitése kifejezheto:

_ —15fo+16f1 — fo

f'(o) 12h

és a séma pontossaga is adodik:

f/(xo) _ _15f0 —;21}?.)01 - f2 _ O(hQ),

tehdt a séma mdsodrendben kozeliti f'(xg)-t.
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Az f"(z0) masodrendii derivalt kozelitése érdekében az elsérendi f(x¢)
derivéltat kell kikiiszobolni a fenti egyenléségekbdl. Az elsé egyenlet
4-szeresébdl kivonva a masodikat, az elsérendli derivaltat tartalmazé
tagok kiesnek, és azt kapjuk, hogy

Afy = fo = 3f0+ %f”(xo) (—1202) + O(h)

Innen f"(z0) kozelitése kifejezhetd:

~ 3fo—4f1+ f2

1
[ (o) o2 ;
és a séma pontossiga is adodik:
3fo—4fi+fo| _

(o) O(h),

6h?

tehdt a séma elsérendben kozeliti f”(xo)-t.

Megjegyezziik, hogy a pontossag nagysdgrendje nem javul, ha a Taylor-
sorbdl tobb tagot vesziink figyelembe (ellenérizziik!).

115



	Lineáris egyenletrendszerek és mátrixfelbontások
	Motiváció
	Lineáris egyenletrendszerek megoldhatósága
	A Gauss-elimináció
	Mátrixok LU-felbontása
	Feladatok

	A legkisebb négyzetek módszere
	Motiváció
	Skaláris szorzat, norma és távolság RN-ben
	Skaláris szorzat, norma és távolság az L2(a,b) térben
	A legkisebb négyzetek módszere
	Lineáris regresszió
	Kvadratikus és polinomiális regresszió
	Egyenletmegoldás a legkisebb négyzetek módszerével
	Függvényillesztés a legkisebb négyzetek módszerével

	Feladatok

	Interpoláció
	Motiváció
	A Lagrange-interpoláció
	Az Hermite-interpoláció
	Kétpontos Hermite-interpoláció
	Harmadfokú spline interpoláció
	Görbeillesztés
	Szórt alappontú interpoláció
	Feladatok

	Közelíto integrálás
	Motiváció
	Interpolációs kvadratúrák
	Összetett kvadratúraformulák
	A kvadratúraformulák hibája
	Kitekintés
	Közelíto integrálás végtelen intervallumon
	Táblázattal adott függvény integrálása
	Nem ekvidisztáns alappontrendszerek használata
	Kétváltozós, tartományon vett integrálok közelítése

	Feladatok

	Deriváltak közelítése
	Motiváció
	Közönséges differenciálhányadosok közelítése
	Elsorendu derivált közelítése
	Másodrendu derivált közelítése
	Numerikus differenciálás nem feltétlen ekvidisztáns alappontrendszeren

	Alkalmazás közönséges differenciálegyenletek megoldására
	Kvadratúrával javított módszerek

	Parciális deriváltak közelítése
	Feladatok


