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Bevezetés

Ez a jegyzet a Széchenyi Istvan Egyetem mérnoki BSc-hallgatoi szamara készilt a Matematika 3. targy
masodik blokkjahoz. Bevezetést ad a matematikai statisztikdba és attekinti a sziikséges valoszintiség-
szamitasi ismereteket. A jegyzet az elméleti ismeretek révid ismertetése mellett feladatok megoldasan
keresztil mutatja be a fogalmakat és a megoldasi modszereket. Az egyes fejezetek az elmélet attekintése
mellett tartalmaznak példakat, amelyek a fogalmak megértését szolgéljék, illetve kidolgozott feladatokat,
amelyek az elméleti ismeretek alkalmazasat mutatjak be. A egyes fejezetek egymasra épiilnek, javasolt
azokat a megadott sorrendben feldolgozni.

A fejezeteken beliil az egyes alfejezetek (pl. 7.1) egy 6nallo tanulasi egységet jelentenek, célszeri ezeket
egyben attekinteni.

Szalay Krisztina
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1. Statisztikai alapfogalmak

1.1. Sokasag

A statisztika targya véletlen tomegjelenségek megfigyelése, viselkedésének leirdsa. A statisztikai sokasag
a megfigyelés eredményeinek Gsszessége. A sokasag lehet diszkrét, illetve folytonos.

Diszkrét sokasag esetén a sokasag konkrét értékeket tartalmaz, ilyen példaul az egy keresztez6désben
athalad6 gépjarmiivek szama.

Folytonos sokasag értékei valamely intervallum(ok)ban tetszdleges értéket felvehetnek, ilyen példaul az
adott keresztezddésben athalado autok sebessége, egy adott munkafolyamat elvégézéséhez sziikséges idd
stb. Utébbiakat csak bizonyos mérési pontossiggal tudjuk megadni.

Példa A Matematika3 targy zh eredményeit vizsgaljuk, ehhez 10 véletlenszertien kivalasztott hallgato
pontszaméat tekintjiik:

(8]7]10[12]4]10[8[8]4]6

(A zh-n elérhets pontszam 0 és 12 kozotti egész szam.)

Ebben a példaban diszkrét sokasagot latunk, amelyben a pontszidmokat csak felsoroltuk, de semmilyen
szempont szerint nem rendeztiik. Lathato azonban, hogy a felsorolasban t6bb azonos pontszam is szerepel.
Szemléletesebbé tehetjiik az adatainkat, ha az egyes pontszamokat az el¢fordulasuk szama (gyakorisaguk)
szerint csoportositjuk:

Pontszém |4 |6 | 7| 8|10 | 12
Gyakorisag | 2 [ 1 [ 1|3 ] 2 | 1 | Osszesen:10

Diszkrét sokasag esetén egy mésik lehetfség az adatok rendezésére, hogy tgynevezett osztalyokba so-
roljuk 6ket a megfigyeléstink szempontja(i) szerint. (Fontos, hogy tgy adjuk meg az osztalyokat, hogy
a sokasdg minden egyes elemét egyértelmtien be tudjuk sorolni egy osztélyba.) Ha példaul az érdekel
benniinket, hogy sikeriilt-e teljesiteni a hallgatonak az alairas feltételét (azaz legalabb 6 pontot elérni a
zh-n), akkor az alabbi csoportositas célszert:

Pontszam | 0-5 | 6-12
Gyakorisag | 2 8 Osszesen:10

Szokas az eredményt az alabbi alakban is megadni:

Pontszam | 0-6 | 6-13
Gyakorisag | 2 8 Osszesen:10

Ebben az esetben a ’0-6’ osztilyba azok a pontszamok tartoznak, amelyekre 0 < pontszam < 6 teljesiil,
a ’6-13’ osztalyban pedig azok, amelyekre 6 < pontszam < 13.

Erdemes megemliteni azonban, hogy az osztalyokba sorolas ebben az esetben informaci6 vesztést eredmeé-
nyez(het) az eredeti adatokhoz képest.

Példa 10 hallgato testmagassagat tartalmazza az alabbi tablazat (centiméterben):

| 182 [ 177 [ 158 | 164 [ 167 | 188 | 178 | 169 | 175 | 192 |




Most egy folytonos sokasagot latunk, hiszen a mérési eredmények nyilvanvaléan nem egész értékek, ebben
az esetben kerekitéssel keriiltek a tablazatba. (A kerekités szabdlyai szerint pl. akinek a testmagassaga
legalabb 181,5 cm, de kevesebb, mint 182,5 cm, annak a magassaga 182 cm-rel keriilt az adatok kozé.) Ter-
mészetesen most is besorolhatjuk az adatainkat osztalyokba. Az egyes osztalyokhoz tartozo intervallumok
hossza lehet azonos (egyenko6zii beosztas), de akar eltérd hosszusagu intervallumokat is megadhatunk.
Ezt azonban formaélisan kiilonbo6z6 felirassal tehetjik meg. Az alabbi tabldzatban egy egyenkozi beosztést
latunk, ugyanazokat az osztalyokat harom kiilonb6z6 médon megadva.

Jelolés: m jelolje a testmagassagot cm-ben mérve.

I |157,5 <m < 166,5

166,5 <m < 175,5

175,5 <m < 184,5

184,5 <m < 193,5

II.

157,5-166,5

166,5-175,5

175,5-184,5

184,5-193.,5

III.

158-166

167-175

176-184

185-193

Ujra kiemeljiik, hogy a harom megadési mod ugyanazokat az osztéalyokat jeloli, mas-méas modon formali-
zalval

Ha meghataroztuk az oszalyokat, akkor mar csak annyi a dolgunk, hogy Gsszeszémoljuk, a sokasag hany
eleme sorolhaté az adott osztalyba. (A besorolast az I. tipusu feliras kénnyiti meg leginkabb, de ezt ritkan
hasznaljuk.)

Osszesen
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Testmagassag | 158-166 | 167-175 | 176-184 | 185-193
Gyakorisag 2 3 3 2

Ugyanezen sokasagot nem egyenkozii osztalyokba is sorolhatjuk, pl. az alabbi modon:

Testmagasag (cm) | 155-180 | 181-190 | 191-200
Gyakorisag 7 2 1

Osszesen: 10

Gyakran az adatokat mar osztalyokba sorolva kapjuk meg, ez kiilondsen akkor praktikus, ha egyébként
nagyon nagy elemi a sokasag.



1.2. Hisztogramok
1.2.1. Gyakorisagi hisztogram

A sokasagot tobbek kozott hisztogramokon jelenithetjiik meg. Ehhez az osztalyoknak megfelels intervallu-
mok f6lé a gyakorisaggal aranyos teriiletd téglalapot rajzolunk. A hisztogramok legfontosabb jellemzd&je
tehat, hogy a téglalapok teriilete mindig aranyos az adott intervallumhoz tartoz6 gyakorisag-
gal. A kovetkezs példdkon megnézziik, hogy hogyan sorolhatjuk osztélyokba az adatainkat, és milyen
tipusid hisztogramokat rajzolhatunk.

Példa Egy telefonos tligyfélszolgélatnéal a bejovs hivasok hosszat vizsgaltak. Ehhez 20 egyméast kovetd
hivas hosszat mérték meg. A sokasag tehat n = 20 elemet tartalmaz. A kapott adatok (mésodpercben):

48 1142 |90 | 78 | 168 | 88 | 55 | 24 |49 | 71
110 |92 | 73|34 |53 | 65| 78| 114 | 88 | 183

1. Els6 1épésben névekvs sorrendbe rendezziik az adatainkat (nem feltétleniil sziikséges, de megkonnyiti
a dolgunkat):

24 134 14849 |53 |55 |65 |71 |73 |78
78 | 88 | 88|90 | 92 | 110 | 114 | 142 | 168 | 183

2. Masodik lépésben létrehozzuk az intervallumbeosztast. Ehhez a rendezett sokasig elemeit bele-
foglaljuk egy olyan [a, b) intervallumba, amelyben a értéke legfeljebb akkora, mint a sokasag legkisebb
eleme, b értéke pedig nagyobb, mint a sokasag legnagyobb eleme. Majd ezt az [a,b) intervallumot
felosztjuk r részintervallumra (osztéalyra) ugy, hogy az egyes osztalyok kozott nincs atfedés, de egytitt
lefedik az [a,b) intervallumot.

Egy sokasag esetén a hisztogram alakja nagymértékben fligg az egyes osztalyok hosszatol és a részin-
tervallumok szamatol. Az osztalyok szamat a feladatnak megfelelGen célszerti meghatarozni. Han a
sokasag elemeinek szama, akkor kisebb sokasag esetén /n-hez, nagyobb sokasag esetén log, (n)-hez
kozeli értéket javasolt valasztani az osztalyok szaménak. (Ha tal kevés osztélyt valasztunk, akkor
a hisztogram durva, elnagyolt lesz, ha tul sokat, akkor a hisztogram ’ugralni’ fog.) Természetesen
ettdl el lehet térni.

Példankban n = 20, v/20 = 4,4721, ezért 4 vagy 5 osztalyt érdemes meghatérozni.
Legyen az [a,b) intervallum baloldali hatara a sokasag legkisebb eleme a = 23,5. Itt figyelembe
vessziik, hogy a sokasag folytonos (hivashossz), a tablazat kerekitett értékeket tartalmaz.

Jobboldali hatdrnak a legnagyobb elemnél nagyobb szamot kell valasztani, ezért legyen b = 183, 5.

183,5—23,5
Az osztalyok szama legyen r = 4, a részintervallumok hossza pedig azonos, ——— — = 40.

Egyenkozii beosztasunk van, az osztalyhatérok: 23,5, 63,5, 103, 5, 143, 5, 183, 5.
Jeldlje h a hivéas hosszat.
A gyakorisagi eloszlas tehat (a hivas hosszat masodpercben mérve):

Hivas hossza | 23,5 < h < 63,5 | 63,5 < h < 103,5 | 103,5 < h < 143,5 | 143,5 < h < 183,5
Gyakorisag 6 9 3 2

Altalanosan hasznalt alternativ felirasi mod:

Hivas hossza | 24-63 | 64-103 | 104-143 | 144-183
Gyakorisag 6 9 3 2 Osszesen:20




3. A harmadik lépésben abréazoljuk a sokasagot. Erre egy szemléletes lehetdség, hogy a vizszintes
tengelyen az osztalyhatarokat abrazoljuk, a fiiggsleges tengelyen pedig (egyenkozii beosztas esetén!)
a gyakorisagokat.

Gyakorisdg

o 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260

Hivas hossza (mdsodpercben)

1. 4bra.

(Ellendrizziik, hogy az egyes osztélyokhoz tartozo téglalapok tertilete aranyos a hozzajuk tartozo
gyakorisaggall)

Vegyiik észre, hogy ha a hisztogramon kiszamoljuk a téglalapok teriiletének 0Osszegét, akkor az
40-6+40-9+440-3 440 -2 = 800.

Tekintstik a példankban megadott sokasagot, de nem egyenkozii beosztéssal:

A hisztogramoknéal nagyon fontos, hogy a téglalapok teriilete aranyos legyen a gyakorisaggal. Ahhoz, hogy
ez teljesiiljon, ha nem egyenkozi a beosztés, akkor a téglalapok magassagat aranyositani kell az osztalyok
hosszaval.

Az osztalyhatarok legyenek: 23,5, 63,5, 83,5, 123,5, 183,5. Mivel a [23,5;63,5) intervallum hossza
kétszerese a (referencianak tekintett) [63,5;83,5) intervallum hosszanak, ezért az abrazolasnal a téglalap
magassaga az osztalyhoz tartozo gyakorisag fele, g = 3. A [123,5;183,5) intervallum hossza haromszorosa
a [63,5;83,5) intervallum hosszanak, a téglalap magassaga % =1 A gyakoriségi eloszlas ekkor:

Hivas hossza (mp) 24-63 | 64-83 | 84-123 | 124-183
Gyakorisag 6 5 6 3 Osszesen:20
A téglalap magassaga 3 5 3 1

A gyakorisagokat hisztogramon abrazoljuk:



Gyakorisag

Hivas hossza (médsodpercben)

2. 4abra.

(A téglalapok osszteriilete 40 - 3 420 -5+ 40 -6 + 60 - 1 = 400.)

Lathato, hogy ugyan a hisztogramokon a teriiletek ardnyosak a hozzajuk tartoz6 gyakorisagokkal, de a
téglalapok Osszteriilete fliigg az osztalybeosztastol. Hogyan lehet ezt elkeriilni?

Ha a hisztogramot tugy &abrézoljuk, hogy a gyakorisdgokat elosztjuk a hozzajuk tartozéd intervallumok
hosszaval, akkor gyakorisagi hisztogramot kapunk. Ekkor a nem egyenkozii beosztas esetén nem kell
aranyositani a téglalapok magassaganak meghatarozasahoz, elég a gyakorisagokat elosztani az intervallum
hosszéaval.

Gyakorisagi hisztogram esetén a téglalapok teriilete tovabbra is ardnyos a megfelel gyakorisagokkal, de
az Osszteriiletiik megegyezik a minta elemszamaéval.

A fenti példa egyenkozli beosztasanél a gyakorisédgi hisztogram abrézolasahoz nem kell mast tenniink,
mint a gyakorisdgokat minden osztalyban osztani 40-nel. Ez azt jelenti, hogy a hisztogramon mindegyik
téglalap magassiga aranyosan csokken. A kovetkezs dbran lathato a gyakorisagi hisztogram:



0.2

3. abra. Gyakorisagi hisztogram egyenkdzii beosztashoz

A fenti példa nem egyenkozii beosztéasahoz a gyakorisagi hisztogram:

1

02

0.15

0.1

4. abra. Gyakorisagi hisztogram nem egyenkozii beosztashoz

A téglalapok tertiletének osszege mindkét esetben a sokasag n = 20 elemszamaéaval egyezik meg. Azt is
észrevehetjik, hogy a gyakorisagi hisztogramok alakja nem tér el 1ényegesen az eredeti hisztogramokétol,
mindossze az y-tengely mértékegysége valtozott.

10



1.2.2. Striiséghisztogram

A gyakorisagi hisztogramon a téglalapok dsszteriilete a sokasag elemeinek szaméval egyezik meg. Most azt
szeretnénk elérni, hogy a téglalapok teriiletének Osszege fliggetlen legyen a sokasag elemeinek szamatol.

A stirtiséghisztogram esetében nem a gyakorisagokat, hanem a relativ gyakorisagokat, azaz az adott
osztalyba tartozo elemek sokasagbeli el6fordulési aranyat osztjuk a megfelels intervallum hosszaval.

Ez egyben azt is jelenti, hogy a siirtiséghisztogramon a téglalapok teriiletének Gsszege sziikségszerten 1. A
strtiséghisztogram abrazolasaban csak y-tengely beosztasaban tér el a gyakorisidgi hisztogramtol, emiatt
gyakran el6forul, hogy ugyanabban a koordindta-rendszertben &brazoljak &ket, jobb oldalon jeldlve az
eltérd beosztasa y-tengelyt.

Ennél tébbet is mondhatunk: az egyes téglalapok teriilete a stirtiséghisztogramon megegyezik az adott
osztalyba tartozo elemek el6fordulési aranyéaval (relativ gyakorisagéaval) a sokasagban.

1. feladat Egy révidtavi parkoloban egy adott napon feljegyezték az Gsszes ott megalld autdé parkolasi
idejét (percben). Ezt az alabbi tablazat tartalmazza.

Parkolasi id6 | 1-5 | 6-10 | 11-15 | 16-20 | 21-25 | 26-30 | 31-35 | 36-40 | 41-45
Gyakorisag | 22 | 45 64 88 102 94 70 37 18 Ossz: 540

Rajzoljuk fel a stirtiséghisztogramot!

Megoldas: ElGszor kiszamoljuk a relativ gyakorisdgokat, majd minden relativ gyakorisagot osztunk 540-
nel az &dbrézolashoz:

Parkolasi id6 1-5 6-10 11-15 | 16-20 | 21-25 | 26-30 | 31-35 | 36-40 | 41-45

Gyakorisag 22 45 64 88 102 94 70 37 18 Ossz: 540

Rel. gyakorisag | 0,0407 | 0,0833 | 0,1185 | 0,1630 | 0,1889 | 0,1741 | 0,1296 | 0,0685 | 0,0333 | Ossz: 1

A siirtiséghisztogram:

5. abra.
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1.2.3. Gyakorisagi és relativ gyakorisagi poligon
A hisztogramokon az oszlopok felsé oldalanak felez6pontjait egyenes szakaszokkal 6sszekotve egy poligont

kapunk. Ha a gyakorisagi hisztogramra alkalmazzuk, akkor gyakorisagi poligont, ha a stirtiséghisztog-
ramra, akkor relativ gyakorisagi poligont kapunk.

2. feladat Egy dobodkockat 60-szor feldobva az alabbi eredmények adodtak:

Dobott szam | 1 | 2 3145 1|6
Gyakorisag | 712 |14 [ 9] 10 | 8 | Osszesen:60

Abrazoljuk a gyakorisagi hisztogramot és a gyakorisagi poligont!

Megoldas: Az egyes osztalyok szélessége most 1, igy a gyakorisagi hisztogram és a gyakorisagi poligon:

Gyakorisdg

14 Gyakorisagi poligon
u / AN\
\//\

4.5 5 55 6
Dobott szam

6. dbra. Gyakorisagi poligon

3. feladat Egy cégnél a dolgozok életkor szerinti eloszlasat vizsgaltak. A 120 dolgozo életkorabol alabbi
adatokat kapték:

Eletkor (év) 20-29 | 30-39 | 40-49 | 50-59 | 60-69
Dolgozok szdma 28 24 35 23 10

Abrazoljuk a stirtiséghisztogramot és a relativ gyakorisagi poligont!

Megoldas: Az n = 120 adatot egyenkozii osztalyokba sorolva adja meg a feladat. El&szor hatarozzuk meg
a relativ gyakorisdgokat az egyes osztalyokban. Ehhez annyit kell tenntink, hogy a gyakorisdgokat rendre
osztjuk n = 120-szal. Ezutin a stirtséghisztogramon az oszlopok magassigat megkapjuk, ha a relativ
gyakorisagokat elosztjuk az osztaly szélességével (ami a példaban minden osztaly esetén 10).

Eletkor (év) 20-29 | 30-39 | 40-49 50-59 60-69

Gyakorisag 28 24 35 23 10
Relativ gyakorisdg | 0,2333 0,2 0,2917 | 0,1917 | 0,0833
Oszlop magassaga | 0,02333 | 0,02 | 0,02917 | 0,01917 | 0,00833

12



A siirtiséghisztogram és a relativ gyakorisagi poligon:

2
0.035

0.03

A\
A W\
\
\

0.005

7. &bra.

Gyakran nem (csak) a gyakorisdgra (vagyis arra, hogy egy adat hanyszor fordul el§ a sokasédgban) va-
gyunk kivancsiak, hanem arra is, hogy egy adott értéknél kisebb (nagyobb) adat hanyszor taldlhato meg
a sokasdgban. Ehhez pedig nem kell més tenniink, mint 6sszeadni az adott értéknél kisebb (nagyobb)
adatokhoz tartoz6 gyakorisdgokat. Fzzel el is jutottunk a kumulalt gyakorisag fogalmahoz. Diszkrét
esetben a kumulalt gyakorisag azt adja meg, hogy az adott értéknél hany nem nagyobb (tehéat vele meg-
egyez$ vagy kisebb) érték fordul els a sokasagban, folytonos esetben pedig azt, hogy az adott osztalykoz
fels§ hataranal hany nem nagyobb érték fordul el§ a sokasidgban.

Az 2. feladatban megadott diszkrét sokasag esetén a kumulalt gyakorisag:

Dobott szam Kumulalt gyakorisag
<1 7
<2 T+12=19
<3 7T+12+14 =33
<4 T+124144+9=42
<5 7T+12+144+9+10 = 52
<6 7T+124+144+9+10+8 =60

Vegyiik észre, hogy a kumulalt gyakorisdg oszlopédnak utolsé értéke sziikségszertien meg kell egyezzen a
dobéasok szdmaéaval, mivel minden dobas értéke 6 vagy annal kisebb.
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4. feladat Kertészetben nordman fenySk magassagat vizsgaltak. Az iiltetés utani 8. évben 40 fenyd
csemete magassagat megmeérve az alabbi méreteket kaptak (cm-ben):

Csemeték magassaga | Gyakorisag
121-125 2

126-130 4

131-135 7

136-140 14

141-145 9

146-150 3

151-155 1

A kumulélt gyakorisagi tablazat felirdsidhoz adjuk meg az osztalyok fels6 hatarait: 125,5, 130,5, 135,5,
140,5, 145,5, 150,5 155,5. Az els§ osztaly als6 hatara 120,5. Ennek segitségével a kumulalt gyakorisagi
tablazat:

Csemeték magassaga | Gyakorisag

< 120,5 0

< 1255 042

< 130,5 0+2+4=6

< 135,5 04+2+4+7=13

< 140,5 0+24+4+7+14=27

< 1455 0+24+4+7+14+9 =236

< 150,5 04+2+4+74+14+94+3=239

< 155,5 04+2+4+74+14+9+3+1=40

Hagyjuk el a tablazatbol a szamitasokat, igy a kumulalt gyakorisagi tablazat:

Csemeték magassaga | Gyakorisag
< 120,5 0

< 1255 2

< 130,5 6

< 135,5 13

< 140,5 27

< 145,5 36

< 150,5 39

< 155,5 40

A tablazatbol leolvashatjuk példaul, hogy 140,5 cm-nél 27 feny$ magassaga kisebb, legaldbb 145.5cm
magas (azaz nem alacsonyabb, mint 145,5cm) 40 — 36 = 4 csemete, s6t, azt is meg tudjuk adni, hogy
pl. a legalabb 130.5, de kevesebb, mint 145,5 cm magas facsemeték szama 36 — 6 = 30. (Ez utébbihoz a
145,5 cm-nél alacsonyabb fak szamabol kivontuk a 130,5 cm-nél alacsonyabb fak szamat.)
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A kumulalt gyakorisdgot oszlopdiagramon &brazolhatjuk:

Kumuldlt gyakorisdg

115 155 160 165

Magassag(cm)

8. 4bra.

Ha az oszlopok tetejének felez&pontjait osszekotjiik, akkor egy poligont kapunk (szokés ogivdnak is ne-
vezni). Ha a felosztéast stritjiik, akkor egy kumulalt gyakoriséagi gorbét kapunk.

A kumulalt gyakorisagi tablazat segitségével olyan gyakorisagokat is egyszertien tudunk becstilni(!), ame-
lyek a tablazatbol nehézkesen olvashatok le.
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1.3. Mérdszamok

A kordbbiakban megnéztiik, hogyan tudjuk dbrézolni a sokasagot. Most nézziik, milyen mérészamokkal
jellemezhetjiik.

Tekintslink egy n elemd sokasigot, melynek elemeit jelolje rendre x1,x2,...,x,. Lattuk, hogy hasznos

lehet, ha a sokasig elemeit nagysag szerint névekvs (nem feltétleniil szigoriian noévekvd!) sorrendbe
rendezziik. A sokasag legkisebb elemét jelolje x7], a nagyséig szerint utana kovetkezét 5 és igy tovabb. A
rendezett sokasig tehat az x7],x3,...,x) elemekbdl all.

2)

A median a rendezett sokasig kozépss eleme’. Jeldlés: med. Ez a gyakorlatban azt jelenti, hogy
ha a sokasag elemszama paratlan, n = 2k + 1, akkor a rendezés utan a (k 4 1)-edik elem a median,
azaz xj_ ;. Ha a sokasig elemszdma paros, n = 2k, akkor a median a k-adik és a (k+1)-edik elemek
Tj, + T

. Azaz:
5 zaz

szamtani kozepe,

* *
x, +xk,+1

5 ha n = 2k

med =
:E;;+1 han=2k+1

A mediannal kisebb és nagyobb elemek szama azonos a sokasdgban. El6nye, hogy a szélséséges
adatok nem befolyasoljak az értékét.

A moédusz a legtobbszor eléforduld elem a sokasagban. Akar tobb is lehet beléle, de ekkor nem
tal hasznos mérészam. Konnyen meghatarozhato, elénye, hogy nem veszi figyelembe a szélsGséges
értékeket.

A gyakorisagi hisztogramrol egyszertien leolvashatd az értéke: a legnagyobb gyakorisagu osztaly
osztalykozepével (az intervallum felezépontjaval) egyezik meg.

A szamtani atlag (tovabbiakban atlag) kiszdmitasahoz a sokasag elemeinek Osszegét elosztjuk a
sokasag elemszamaéaval. Kiszamitéasa:

I 1+ T2+ ...+
xr=—": Xr; =
2 .

Ha gyakorisagi eloszlas van megadva, akkor minden osztaly osztilykozepe felel meg az osztéilyba
sorolt értékeknek.
A median, a modusz és az atlag a sokasag kozépértékének jellemzésére szolgalé mérdszamok.

A sokasagnak a kozépértéke mellett a szorodas is fontos jellemzbje. Ezt tobbek kozott a terjedelem-
mel és a szorédssal jellemezhetjiik:

A minta terjedelme nem mas, mint a legnagyobb és legkisebb elem kiilonbsége: z; — x]. Kénnyen
szamolhatd, ugyanakkor egyetlen szélsGséges adat is jelentGsen befolyasolja az értékét.

A szoras a sokasag elemeinek az atlagtol valo eltérésnégyzeteinek Osszegének n-edrészének gyoke.
A formula felirasa egyszertibb, ha a szérasnégyzetet szamoljuk ki, ami:

l.zn:(xi_fy: (21 —T)2 4 (2 —T)2 + ... + (zp — T)?

=1
Megjegyezziik, hogy a szamitas kerekitésekbdl adodé pontatlansaganak javitasahoz a szérésnégyzet
kiszamitasara az alabbi formul&t hasznalhatjuk:

1 — 1 - 2
=1 =1
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5. feladat Adott az aldbbi sokasag:

1,98 1,96 ]1,99]2,00]2,01]1,95]197]1,96] 197|202 |

a) Hatéarozzuk meg a sokasag medidnjat!

b) Hatarozzuk meg a sokasig moduszéit!

¢) Hatarozzuk meg a sokasag atlagat!

)
)
)
d)

Hatarozzuk meg a sokasig szorasat!

Megoldas
A sokasdg n=10 elemid. Miel6tt elkezdjiik a szamitasokat, rendezziik a sokasag elemeit.

11,95 [1,96 1,96 1,97 [ 1,97 [ 1,98 | 1,99 | 2,00 | 2,01 | 2,02 |

a) A median kiszamitasahoz a rendezett sokasagot tekintsiik. Mivel n=10, azaz péaros elemiink van,

a két kozéps6 elem, zf = 1,97 és x5 = 1,98. A median a szamtani kozepiik, azaz w =
1,97+ 1,98
% =1,975.

b) Két olyan érték van a sokasdgban, amely kétszer fordul eld, igy két modusz van, az 1,96 és az 1, 97.

c) Az atlag kiszamitasahoz nincs sziikség a rendezésre, mindgssze a korabban megadott formulaba kell

helyettesitentink.
_ 1 r1+2x2+ ...+ 210 1,9841,96+ ...+ 2,02 19,81
710 ; Or 10 10 8 %
d) A szoras kiszamitéasahoz felhasznaljuk az atlag értékét is.
10 — - —
1 —7)? —T)2+ ... —7)?
=S (- = \/(x1 c G k) e AL o 2 U k) g
n 4 n
=1
B \/(1,98 —1,981)2 + (1,96 — 1,981)2 + ... + (2,02 — 1,981)2 \/0,00489  0.0291
B 10 - 0

6. feladat Egy egyetemen a diplomaosztd utan megkérdeztek 50 friss diplomast arrél, hogy hény nyelvet
beszélnek (legalabb tarsalgasi szinten). Az eredményeket az alabbi tablazat tartalmazza.

Beszélt nyelvek szama | 1 | 2 | 3 | 4
Gyakorisag 26 | 17 [ 4 | 2 | 1 | Osszesen:50

a) Hatéarozzuk meg a sokasiag medianjat!

b

Hatarozzuk meg a sokasag moduszat!

¢) Hatarozzuk meg a sokasag atlagat!

)
)
)
)

d) Hatarozzuk meg a sokasig szorasat!
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Megoldas

a) Mivel 6sszesen 50 adatunk van, a 25. és 26. elem atlaga a median. A tablazatbol latszik, hogy az

1
els6 26 érték azonos, igy a 25. és 26. értéke is 1. Az atlaguk, ezzel a median o 1.

b) A modusz leolvaséasa nem okozhat nehézséget, a leggyakorabban (26-szor) elsfordulé érték az 1.

¢) Az n=50 elemii sokasdgban sok ismétlsds elem van, ezért az atlag és a szoras kiszamitasanal ki-
hasznélhatjuk, hogy az Gsszegben bizonyos tagok tobbszor is el6fordulnak. Ezeket figyelembe véve
az aldbbiak szerint rovidithetiink a szamitasokon. Az étlag:

26-1+17-2+4-34+2-4+1-5 85

-1
50 50 7

T =

d) A szoras:

\/26-(1—1,7)2+17'(2—1,7)2+4'(3—177)2+2‘(4_177)2+1’(5_1’7)2 _ \/42’5 — 0,9220

50 50

7. feladat Egy légitarsasig két varos kozotti napi jaratanak repiilési idejét mérte meg 30 egymast kovets
napon. Az eredményeket percben, a kerekitési szabéalyoknak megfelelGen az aldbbi tablazat tartalmazza.

Repiilési id6 (perc) | 101-110 | 111-120 | 121-130 | 131-140 | 141-150 | 150-160
Jaratok szama 2 3 8 14 2 1

a) Hatarozzuk meg a sokasag atlagat!

b) Hatéarozzuk meg a sokasag szorasat!

Megoldas Ebben a feladatban az adatokat mér 6 osztalyba sorolva adtdk meg. Ez azt jelenti szamunkra,
hogy nem tudjuk az n = 30 mérés értékét felsorolni, mindossze kovetkeztetni tudunk azokra (becsiilni
tudjuk az értékiiket). Hogyan becsiiljiink? Legegyszertibben az egyes osztalyok kézéppontjaval (osztaly-
kozepével) becstilhetiink az alabbiak szerint:

Osztaly | Osztalykozép: | Gyakorisag:k; | Relativ gyakoriség:%
2
101-110 105,5 2 @
111-120 115,5 3 @
121-130 125,5 8 ﬁ
131-140 135,5 14 @
141-150 145.5 2 @
151-160 155,5 : 1 : 2?
; ki = 30 ; —=1

Ez azt jelenti, hogy azoknak a gépeknek a menetidejét, amelyeknél a valés menetidé a [101,110) in-
tervallumba esik (tehat legalabb 100,5 perc, de kevesebb, mint 110,5 perc), egységesen 105,5 percnek
tekintjiik, mintha mindkét repiilégép 105,5 perc alatt tette volna meg az utat. (Természetesen ezzel az
eredeti sokasag elemeit csak becsiiljiik!)
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a) Az atlag:

2-105,5+3-115,5+8-125,5+ 14 - +14-135,5+2-145,5+1-155,5 3905
30 30

T = = 130, 1667

b) A szoras:

\/2 - (105,5 — 130,1667)2 + 3 - (115,5 — 130, 1667)2 + ... + 1 - (155,5 — 130,1667)2
30 N

/3546, 6667
=4/ ——— =10,8730
30 ’
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2. A valészintiség fogalma, statisztikai hattere, a valészintiségi valtozo
fogalma

2.1. A valésziniség fogalma, statisztikai hattere
2.1.1. A valészintiség fogalma klasszikus esetben

Dobjunk fel egy szabalyos pénzérmét. Majd ismételjiik meg ezt a kisérletet egymas utan tébbszor. Minden
dobés utéan jegyezziik fel a dobas értékét (F:fej, Liiras), illetve azt, hogy a kisérlet n-edik ismétléséig hany
fejet dobtunk Gsszesen. Ezt az értéket, tehat azt, hogy az n kisérletbsl hany fejet dobtunk (méasképpen a
fejdobéasok gyakorisagat) jelolje k. Ekkor a k/n értéket a fejdobasok relativ gyakorisaganak nevezziik.

n. dobas értéke | dobott fejek szama (k) | relativ gyakorisag (%)
n=1 I 0 0
n=2 F 1 05
n=23 I 1 0,3333
n=4 F 2 0,5
n=>, F 3 0,6
n=2~06 F 4 0,6666
n=7 I 1 0,5417
n—23 I 4 0.5
n=09 T 4 0,4444
n =10 I 4 0,4
n=11 F ) 0,4545
n=12 F 6 0,5
n=13 I 6 0,4615
n=14 F 7 0,5
n =15 F 8 0,5333

Az eredményeket megnézve azt latjuk, hogy a kisérletek szamét, azaz n-et novelve a relativ gyakorisag
(azaz a dobott fejek aranyanak) értékének ingadozasa csokken.

Egy kisérletnek (véletlen tomegjelenségnek) szamos kimenetele lehet.

A kisérlet egyes kimeneteleit elemi eseményeknek, az Gsszes elemi esemény halmazat pedig esemény-
térnek (jele: Q) nevezziikk. Az eseménytér barmely részhalmazat eseménynek nevezziik, jele altalaban
valamely nagybeti (A,B,...). Az alabbi példakon nézziik meg, mit jelentenek ezek a fogalmak:

e Egy szabalyos pénzérmét egyszer feldobva kétféle eredményt kaphatunk, a dobas lehet fej(F) vagy
iras(I). Az eseménytér tehat: Q = {F, I}.

e Ha két szabélyos pénzérmét dobunk fel, akkor a kisérletnek méar négyféle kimenetele lehet, az ese-
ménytér ekkor: Q = {FF,FI, IF,II}. Mindkét példankban véges halmaz az eseménytér. Az )
eseménytérbgl kivalaszthatunk tetszés szerint részhalmazokat: pl. az {FI,IF} részhalmaz altal
meghatarozott A esemény az jelenti, hogy 'pontosan egy fejet dobunk’. Megforditva: jeldlje B a
'legalabb egy fej van a dobasok kozott’ eseményt, ekkor B = {F'F, FI,[F}, ami egy 3 elemi eseményt
tartalmazo részhalmazt jelent. Ha a 3 elemi esemény barmelyike bekévetkezik a kisérlet soran, akkor
azt mondjuk, hogy a B esemény bekovetkezik, B bekovetkezésekor a kedvezd kimenetelek szama 3.

e Ha addig dobunk egy szabalyos dobokockaval, mig fejet nem dobunk, akkor a lehetséges kimene-
telek szama végtelen, az eseménytér: Q = {F,IF,IIF, IIIF,..} mar (megszamlalhatoan) végtelen
halmaz.
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A valoszintiség fogalma a klasszikus megkozelités alapjan a kovetkezs: Ha az € eseményteret véges sok (n),
azonos valoszintiséggel bekovetkezd elemi esemény alkotja, és az A esemény bekovetkezésekor a kedvezd
kimenetelek szama k, akkor az A esemény P(A)-val jelolt valoszintisége:

2
A fenti példankban az A esemény valoszintisége: P(A) = 1= 0,5, a B esemény valészintisége pedig:
3
P(B) = 1= 0,75.
Megjegyzés: Természetesen az, hogy az eseménytér véges sok és azonos valdsziniiségii elemi esemény-
bl all, jelentGsen lesziikiti a klasszikus kiszamitasi mod alkalmazhatosagat, ugyanakkor a modszer mas
feladatokra is altalanosithato.

Az n elemii Q eseménytérben tekintsiik a k-féleképpen bekovetkezs A eseményt. A P(A) valoszintiségrsl
az alabbiakat mondhatjuk:

e Véges halmaz esetén a részhalmaz elemszama legalabb 0 és legfeljebb az eredeti halmaz elemszama,

ezért
0<k<n
Ebbdl adodik, hogy
0< ﬁ <1
n
Tehat
0<PA<1

Azaz a valdszintség 0 és 1 kozotti szam.

Ha egy esemény nem kovetkezhet be egy kisérlet soréan, akkor lehetetlen eseménynek, ha biztosan
bekovetkezik, akkor biztos eseménynek nevezziik. Klasszikus esetben teljesiil, hogy ha P(A) =0,
akkor A lehetetlen esemény, ha P(A) = 1, akkor A biztos esemény.

(Megjegyzés: Késébb latni fogjuk, hogy ha az eseménytér nem véges halmaz, akkor ez nem feltétlentil

igaz.)

e Jelolje A (A ellentett) azt az eseményt, amikor A nem kovetkezik be. Az A esemény ekkor (n — k)-
féleképpen kovetkezhet be, valoszintisége tehat:

nok Rk pa
n

P(4) = —

Rendezés utan

P(A)+ P(A) =1
Azaz esemény és ellentettjének valoszintségének Gsszege 1.

(Otlet: Gyakran egy esemény valoszintisége helyett egyszertibb elsé lépésben az ellentett esemény va-
loszintiségét kiszamolni. Kiilondsen hasznos lehet az ellentett eseménnyel szamolni abban az esetben,
ha "legalabb’, "legfeljebb’ tipustu kérdéseink vannak.)
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9. abra. Esemény és ellentettje

1. feladat Két szabalyos dobdkockat feldobuk.

a) Mi a valoszintisége annak, hogy pontosan egy hatost dobunk?

b) Mi a valészintisége annak, hogy legfeljebb egy hatost dobunk?

Megoldas: A lehetséges kimenetelek:

(LY | (1,2) | (1,3) | (1,4) | (1,5) | (1,6)
(2,1 | (22) | (23) | (24) | (2,5) | (2,6)
3,1 | 32) | (33) | (3:4) | (3,5) | (3,6)
(4.1) | (42) | (43) | (44) | (45) | (4,6)
6.0 | (5,2) | (53) | (54) | (55) | (5:6)
(6,1) | (6,2) | (6,3) | (6,4) | (6,5) | (6,6)

Q= {(1, 1),(1,2),(1,3),...,(6,5), (6,6)}, az eseménytér tehat olyan rendezett szamparokbol all,
ahol mindkét komponens 1 és 6 kozotti egész szam. Osszesen 6-6 = 36 elemti az eseménytér, melyben
minden elemi esemény azonos valoszintiséggel kovetkezik be (szabalyos mindkét dobokocka).

a) Jelolje A azt az eseményt, hogy 'pontosan egy hatost dobunk’. A téblazatban vastag vonal-
lal emeltiik ki, hogy mely elemi események jelentik az A bekovetkezését. Ez egy 10 elemt

részhalmaz, vagyis
10

"~ 36

b) Jelolje B azt az eseményt, hogy ’legfeljebb egy hatost (azaz 0 vagy 1 hatost) dobunk’ . A
tablazatbol kénnyen leolvashatjuk, hogy 35 ennek megfelel§ elemi esemény van. Tehat

P(A)

35

P(B) = 32

Vegyiik azonban észre, hogy ha nem irjuk fel a tablazatot, akkor egyszertibben szamolhatunk

az ellentett segitségével. B-en azt az eseményt értjiik, hogy 'nem igaz, hogy legfeljebb egy
hatost dobunk’, azaz ’tobb, mint egy hatost dobunk’. Ez a kisérletiinkben azzal egyenls, hogy
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'pontosan két hatost dobunk’; ez pedig tablazat nélkiil is egyszert, a (6,6) elemi eseményt
jelenti. Felhasznalva az ellentett esemény valészintiségére vonatkozo szabalyunkat:

135

P(B)=1-P(B) =1~ 2= o«

e Legyen A és B két olyan esemény az ) eseménytérben, amelyeknek nem nulla a valoszintisége. Ekkor
P(AuB)=P(A)+P(B)-P(ANB)

ahol AU B, két esemény Osszege azt az eseményt jelenti, amikor A vagy B’ bekovetkezik, AN B,
két esemény szorzata pedig azt az eseményt jelenti, amikor A és B’, tehat mindkettd bekdvet-
kezik. Fontos megjegyezni, hogy ez nem kizar6 ’vagy’, tehat 'A vagy B’ azt jelenti, hogy A vagy
B vagy mindkét esemény bekovetkezik. (Egyszertibben megfogalmazva: legalabb az egyik esemény
bekovetkezik.)

10. 4bra. A és B esemény osszege (AU B)

QD

11. &bra. A és B esemény szorzata (AN B)
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2. feladat Egy osztalyban a 30 tanulobél 14 tanulé felvételizik. A felvételizék koziil 10-nek van
kozépfoki nyelvvizsgaja, a tobbiek koziil 8-nak. Véletlenszertien kivalasztva egy tanulot, mi a valo-
szintisége annak, hogy felvételizik vagy van kézépfoku nyelvvizsgaja?

Megoldas: Jelolje A azt az eseményt, hogy ’a kivéilasztott felvételizik’, B pedig azt az eseményt,

14 18
hogy ’a kivalasztottnak van kézépfoku nyelvvizsgaja’. Tudjuk, hogy P(A) = 30” P(B) = 30’
10 .
P(ANB)=—.1
(ANB) = 5. ey
14 18 10 22 .
P(AUB)=P(A)+PB)—P(ANB)= -+ - — - = — =
(4u5) (4 +P(B) ( ) 30 730 30 30 07333

Tehat 0, 7333 annak a valoszintsége, hogy a kivalasztott felvételizik vagy van kozépfoka nyelvvizs-
géja.

3. feladat Egy pakli magyar kartyabél kihtizunk egy lapot.

a) Mi a valoszintisége annak, hogy a lap piros vagy asz?

b) Mi a valészintisége annak, hogy a lap piros vagy zold?

Megoldas: Az eseménytér 32 elemii, mivel a pakliban 32 kiilénb6z6 lap van. Legyen A ’a kihizott
lap piros’, B ’a kihtizott lap asz’, C' ’a kihtizott lap z6ld’ esemény. A pakliban 8 piros lap, 4 asz és
8 z0ld lap van.

a) Az AN B esemény azt jelenti, hogy ’a kihuzott lap piros is és asz is’, ilyen lap egy van a
pakliban, a piros asz. Igy

8 4 1 11

b) Az ANC esemény azt jelenti, hogy ’a kihuzott lap piros is és zold is’, ilyen lap viszont nincs a
pakliban. Igy

8 8 0 16
P(AUB) = P(A)+ P(C) = P(ANC) = = + = — o5 = = = 0,5

A példaban azt lattuk, hogy az A és C események nem kovetkezhetnek be egyiitt a kisérlet soran,
igy a szamitasunk egyszertis6dott.
Ha két esemény nem kovetkezhet be egytitt, azt mondjuk, hogy a két esemény kizaro, azaz ANB = ().

Ha az A és B események kizarjak egymast, akkor
P(AUB)=P(A)+ P(B)

és
P(ANB)=1

A fenti Gsszefiiggést tobb eseményre is altaldnosithatjuk: legyenek Aq, Ao, ..., A, olyan események,
amelyek koziil barmely ketts kizarja egymast (paronként kizaroak). Ekkor

P(AjUAyU...UA,) = P(A)) + P(A3) +...+ P(A,)
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2.1.2. Feltételes valoszintiség

Definici6: Legyenek az ) eseménytérben A és B olyan események, melyeknek nem nulla a valdszintisége
(azaz P(A) # 0 és P(B) # 0). Ekkor annak a valoszintisége, hogy A bekovetkezik, feltéve hogy B mar
bekovetkezett (jelolés: P(A | B), olvasva: A feltéve B valoszintsége):

P(ANB)

P(A|B) = =55

Ebbsl
P(ANB) = P(A|B)-P(B) [=P(B|A)-P(A)]

Megjegyzés: Konnyen belathato, hogy ha A és B kizaré események, akkor P(A | B) = 0.
4. feladat Két szabalyos dobokockat feldobunk.

a) Mi a valoszintisége annak, hogy az els§ dobas hatos, feltéve, hogy a dobéasok Gsszege 117

b) Mi a valészintisége annak, hogy a dobasok 6sszege 11, feltéve, hogy az elsé dobas hatos?

Megoldas: Az eseménytérben 36 elemi esemény van. Legyen az A esemény, hogy ’az els§ dobés hatos’,
a B esemény pedig, hogy 'a dobasok Gsszege 11°.

O[3 [@4 | @5 [ (1,6)
D22 @3] 2] 25 | (26
(3,1) | (3,2) | (3,3) | (3,4) | (3,5) | (3,6)
(4.0 [ (42) | (43) | 44) | (45) | (4,6)
(5,1) | (5,2) | (53) | (54) | (55) | (5,6)
(6,1) | (6,2) | (6:3) | (6:4) | (6,5) | (6,6)

A tablazat utolso soraban felirt elemi események az A esemény bekovetkezését, a vastag vonallal kiemelt
elemi események pedig a B esemény bekovetkezését jelentik.

P(A):g%
P(B) =
P(AﬂB):%
a) .
36
b) 1
P(B|A):P(£(2)A):3£:é

36

Megjegyzés: Az eredményeket egyszeriibben is megkaphatjuk. A 36 elemi eseményteret sziikitsiik le
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a feltétel eseményre. A b) esetben ez azt jelenti, hogy a lesztikitett eseménytér a {(6, 1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5).
elemi eseménybdl all (mivel tudjuk, hogy az elsé dobas hatos, f6losleges a tobbi elemi eseményt fi-
gyelembe venni, hiszen 6k nem kévetkeztek be a kisérletben). Igy az Gsszes lehet6ség 6, amelybd]

minddssze egy felel meg a B esemény bekovetkezésének, a (6,5). Igy a keresett valoszintiség —.

Ugyanezen gondolatmenettel az a) esetben a lesziikitett eseménytér az {(5,6), (6,5)} elemi esemé-
nyekbdl all, 2 elemii, melybdl pontosan az egyik esetben lesz az els§ dobas hatos (teljesiil az A

esemény). A keresett valoszintiség ebben az esetben 7

Legyenek A és B tetszleges események, és tekintsiik az AN B és az AN B eseményeket. Ezekre teljesiil,
hogy (ANB)N (AN B) = (azaz kizaroak), és (AN B)U (AN B) = A. Kihasznalva, hogy a két esemény
kizaro,

P(A)=P[(ANB)U(ANB)] =P(ANB)+ P(ANB) =P(A|B)-P(B)+ P(A| B) - P(B)

A kapott Osszefiiggés tehat:

P(A)=P(A|B)-P(B)+ P(A| B)- P(B)

5. feladat Egy dobozban 30 alkatrész van, melyekbdl 8 hibds. Kihtizunk egy alkatrészt, amelyet félrete-
sziink, majd tjabbat huzunk. Mi a valoszintisége annak, hogy a masodik alkatrész hibas?

Megoldas: Jelolje A a kérdésben szereplé 'mésodik alkatrész hibas’ eseményt, B az ’els§ alkatrész hibas’

eseményt (amelyrél nem tudjuk, hogy bekovetkezett-e). Ekkor B ’az els6 alkatrész nem hibéas’ eseményt
8 — 22 7 — 8
jelenti. Amit tudunk a feladatbol: P(B) = 30 P(B) = 30’ illetve P(A | B) = 29 és P(A| B) = 29°
(Emlékeztetsiil: A | B azt jelenti, hogy 'ha az els6 alkatrész hibas, akkor a masodik is hibas’. Ebben
az esetben az els6 huzas utan félretettiink egy hibas alkatrészt, tehat a mésodik huzaskor Gsszesen 29

alkatrész van a dobozban, koziilitk mar csak 7 hibas.) Keressiik P(A)-t:

22 .
T8, 8 22 = 0,2666

P(A4) = P(A| B): P(B)+ P(A| B) - P(B) = o5 55 + 55 50

2.1.3. Fiiggetlenség

Ha a B esemény bekdvetkezése vagy be nem kovetkezése semmilyen hatassal nincs az A bekovetkezésének
valoszintiségére, akkor azt mondjuk, hogy A és B események fiiggetlenek. A feltételes valdszintiséget
felirva a két fiiggetlen eseményre, ez azt jelenti, hogy P(A | B) = P(A | B) = P(A). Ez megforditva is
igaz, P(B | A) = P(B).

Definicié: Az A és B események fiiggetlenek, ha

P(ANB) = P(A) - P(B)

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy ha két esemény fiiggetlen, az nem jelenti azt, hogy kizaroak is!

Megjegyzés: Megmutathato, hogy ha A és B események fiiggetlenek, akkor A és B események, A és B
események és A és B események is fiiggetlenek.
Az Osszefiiggés tobb eseményre altalanositva: az Aq, As, ..., A, események fiiggetlenek, ha

P(AlﬂAzﬂﬂAn):P(Al)P(Ag)P(An)
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6. feladat Tudjuk, hogy annak a valdszintisége, hogy egy iroddban valamely napon meghibasodik a
fénymasologép, 0,02. (A fénymésolot csak masnapra javitjak meg.)

a) Mi a valoszintisége annak, hogy két egymast koveté napon meghibasodik a fénymésolod?

b) Mi a valosziniisége annak, hogy két egymést koveté napbol pontosan egyszer hibasodik meg a
fénymasold?

Megoldas: Jelolje A esemény azt, hogy ’az els6 napon meghibasodik a fénymésold’, B pedig azt, hogy
’a masodik napon meghibasodik’. Feltételezziik, hogy az egyes napokon a meghibasodasok egyméstol
fliggetleniil kévetkeznek be, igy a két esemény fliggetlen.

a) A két egyméast kovetd napon torténs meghibasodas azt jelenti, hogy a A esemény és a B esemény
is bekovetkezik (azaz A N B esemény bekovetkezik). Mivel a két esemény fliggetlen, ennek valoszi-
niisége:

P(AN B) = P(A) - P(B) =0,02-0,02 = 0,0004

b) A két napbol most csak az egyik napon torténik meghibésodas. Vagy az els§ napon torténik és a
méasodikon nem: ANB kovetkezik be, vagy az els6 napon nem térténik meghibésodas de a masodikon
igen: AN B kovetkezik be. Ezek egymast kizarjak, igy

P((ANB)U(ANB)) =P(ANB)+ P(ANB) = P(A)-P(B))+ P(A)- P(B) =
=P(A)-[1-P(B)] + [1 = P(A)] - P(B) =0,02-0,98 + 0,98 - 0,02 = 0, 0392

Kihasznaltuk, hogy az A és B események és az A és B események is fiiggetlenek.

2.1.4. Néhany hasznos szamitasi modszer

Az 1. és 3. feladatban lattuk, hogy az egyes eseményeknek megfeleltetett (véges) halmazok elemsza-
mat tablazat segitségével hataroztuk meg, ehhez elGszor felsoroltuk az Gsszes elemi eseményt. Konnyen
belathato, hogy nagyobb eseményterek esetében ez nem jarhaté Gt. Segitségiil hivhatjuk azonban a kozép-
iskolaban tanult kombinatorikai médszereket, melyek koziil azokat tekintjiik at, amelyeket a késGbbiekben
hasznosak lehetnek.

o Az ismétlés nélkiili permutacié az mondja meg, hogy n kiillonb6z§ elemet hanyféleképpen ren-
dezhetlink sorba ugy, hogy minden elemet pontosan egyszer hasznalunk fel. A lehetdségek szama
n! ('n faktorialis’).

Megjegyzés: n!=n-(n—1)-(n—2)-...-2-1,és 0l = 1.

7. feladat Tekintsiik az 1,2,3,4,5,6 szdmjegyeket. Hany kiilonb6z8 6-jegyti szamot hozhatunk létre
beléliik gy, hogy minden szamjegyet pontosan egyszer hasznalunk fel?

Megoldas: Az els szamjegy kivalasztasara 6 lehet&ségiink van (barmelyiket valaszthatjuk). Ezutan
a masodik szamjegyet mar csak 5-bgl vélaszthatjuk (az els6 szamjegy mar nincs a lehetdségek
kozott), a harmadikat méar csak négybdl és igy tovabb. Az Osszes lehetGsag tehat a hat szamjegy
kiilénb6z6 mdédon vald sorbarendezésére: 6-5-4-3-2-1 = 6! = 720.
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o Az ismétlés nélkiili kombinacié azt mondja meg, hogy n kiillonb6zd elembdl k kiilonboézst hany-
féleképpen vélaszthatunk ki tigy, hogy a kivalasztés sorrendje nem szamit. A lehet&ségek szama
Z) ('n alatt a k’).

. . (nY\ n!
MGgJegyZeS. (k) = m

8. feladat Vizsgan 52 tételbdl 4-et kell kihuzni. Hényféleképpen tehetjitk ezt meg? (A tételek
huzasanak sorrendje nem szamit.)

Megoldas: 52 kiilonbo6zd elemiink van, ebbdl 4 kiilonbozét hiizunk, de az, hogy milyen sorrendben
hiizzuk a tételeket, nem szamit. Ezt

52 52! 52!
<4> (52 —4)l  Al- (281 2107

-féleképpen tehetjiik meg.

e Az ismétlés nélkiili variacid esetében n kiilonb6z8 elembdl k kiilonbozdét valasztunk ki agy, hogy

a kivalasztés sorrendje szamit. Ezt ' féleképpen tehetjiik meg.

(n — k)

Megjegyzés: =n-n—-1)-(n—-2)-...-(n—k+1).

(n—k)!

9. feladat Tekintsiik az 1,2,3,4,5,6 szamjegyeket. Hany kiilonb6z6 3-jegyd szamot hozhatunk létre
beléliik gy, hogy minden szamjegyet legfeljebb egyszer hasznalunk fel?
Megoldas: Kovessiik a 7. feladatban latott gondolatmentet: az els§ szdmjegy kivalasztésara hat
lehetdséglink van, a masodikra 6t, a harmadikra négy. To6bb szamjegyre nincs sziikség, tehat a
lehet&ségek szama:

6-5-4=120

e Ismétléses variacio esetén n kiilonb6z6 elembdl k nem feltétleniil kiilonbo6zst valasztunk ki (vagyis
a kivalasztas soran ugyanazt az elemet akar tobbszor is kivalaszthatjuk) ugy, hogy a kivalasztas
sorrendje szamit. Ezt n* -féleképpen tehetjiik meg.

10. feladat Tovabbra is tekintsik az 1,2,3,4,5,6 szamjegyeket. Hany kiilonb6z6 4-jegyii szédmot
hozhatunk létre belgliik gy, hogy minden szamjegyet tobbszor is felhasznalhatunk?

Megoldas: Az els6 szamjegyet hatbol valaszthatjuk, a méasodikat szintén hatbol (az elsd szamjegy
most Gjra kivalaszthato), majd a harmadikat és negyediket is hatbol. A megoldas igy:

6-6-6-6=06"=1296
Alkalmazzuk a kiévetkez6 feladatokon az eddig tanultakat!

11. feladat Egy ldadaban 10 hibas és 40 hibatlan izz6 van. Kihtzunk a 1ladabol 5 izzot visszatevés nélkiil
(azaz a kihuzott izzot mindig félretessziik). Mi a valészinisége annak, hogy a kihuzottak kozott

a) pontosan 2 hibés van?
b) van hibas?

c¢) legalabb 2 hibas van?
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Megoldas:

a)

Arra vonatkozoéan nincs kikotés a feladatban, hogy a huzasok sorrendje szamit-e vagy nem. Meg-
mutathato, hogy ugyan az eseménytér a két esetben nem ugyanakkora, de a valdszintiség mindkét
esetben megegyezik. Ezért szamitasoknal egyszeriibb, ha a sorrendet nem vessziik figyelembe (ekkor
ugyanis ismétlés nélkiili kombinaciora vezet a feladat.)

50
Ha nem szamit a sorrend, akkor az eseménytérben <5> elemi esemény van. A 10 hibasbol 2
oo (10N ) it e (A0 ) . .
izz0t 5 féleképpen, és a 40 hibatlanbdl 3 izz6t 3 féleképpen valaszthatunk ki, a kedvezd
: . . . 10 40
kimenetelek (2 hibés és 3 hibatlan izzot hizunk) szdma igy 5 ) {3 ) A keresett valdszintiség:
(10) <40>
2 3
———— =10, 2098.
50 ’
5
Az, hogy van hibas a kihazott izzok kozott, az jelenti, hogy legalabb 1 hibas van, azaz 1 vagy 2
vagy 3 vagy 4 vagy 5 hibasat hizunk. A ’van hibas’ esemény ellentettje viszont az, hogy 'nincs

() (5)

0 5

N = 0,3106. A keresett
5

A legalabb két hibas izz6 a kihuzottak kozott azt jelenti, hogy 2 vagy 3 vagy 4 vagy 5 hibas izzot
huzunk. Mivel ez tul sok eset, érdemes megnézni az ellentettjét. A legalabb két hibasat hizunk
esemény ellentettje, hogy 2-nél kevesebb hibasat htuzunk, ez pedig azt jelenti, hogy 0 vagy 1 hibasat
huzunk. Jeldlje Ay azt az eseményt, hogy ’0 hibasat hizunk’, Ay pedig azt, hogy ’1 hibasat htzunk’.
A két esemény kizédrja egymaést, igy annak valdszintisége, hogy 0 vagy 1 hibésat hiizunk:

10 40 10 40
0 5 1 4
P(AOUAl) :P(Ao)+P(A1): + =0,7419
50 50
5 5
A legalabb 2 hibas huizasanak valoszintisége az ellentett esemény valoszintiségére vonatkozd Ossze-
fliggéssel: 1 —0,7419 = 0, 2581.

hibas’, ennek a valdszintiségét pedig egyszertien szamolhatjuk:

valoszintiség: 1 — 0,3106 = 0, 6894.

12. feladat Egy ladaban 10 hibas és 40 hibatlan izzé van. Kihtzunk a ladabol 5 izzot visszatevéssel
(azaz a kihuzott izzot a huzas utan azonnal visszatessziik a ladédba). Mi a valosziniisége annak, hogy a
kihuzottak kozott

2)
b)

)

pontosan 2 hibas van?
van hibés?

legaldbb 2 hibés van?
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Megoldas:

a) Ugyanazt az izzot most akar tobbszor is kihizhatjuk a ladabol, és a huzas sorrendje szamit. Az
eseménytér most 50-50-50-50-50 = 50° = elemi eseménybdl all. 2 hibas és 3 hibatlan izzot akarunk
htizni. Az els6 két izz6 hibas és a kovetkezs harom hibatlan 10-10-40-40-40 = 102 - 403 féleképpen
lehet, de nekiink az 5 hiazésbol nem csak az elsd kettd lehet hibds, hanem barmelyik ketts. Az Gsszes
lehetdséget tigy kapjuk meg, hogy a megmondjuk, a két hibasat hanyféleképpen helyezhetjiik el az

5 5
5 hazés kozott: 5 féleképpen. A kedvezd kimenetelek szama igy 102 - 403 - (2 . A kérdésre adott

5
102 - 403 - (2>
— Y —,2048

507

valasz:

b) Az el6z6 feladathoz hasonloan az ellentett esemény valoszintiségével szamolunk:
5
100 - 40° - < 0)
l———~ =0,6723
50° ’

c¢) Szintén az el6z6 feladat ¢) megoldasa szerinti gondolatmenet alkalmazzuk a visszatevéses mintavé-

telre: . .
109 - 405 - <0> 101 - 40% - <1>
1— [ } — 0,2627

50° * 507

13. feladat Egy csalddban 0,5 — 0,5 valoszintiséggel sziiletik fid, illetve lany gyermek.

a) Mi a valoszintisége annak, hogy egy csaladban mindkét gyermek lany?

b) Feltéve, hogy az egyik gyermek lany, mi a valészintisége, hogy a masik fia?
Megoldas: Jelolje Ay eseményt azt, hogy ’az elsé gyermek lany’, Ao pedig azt, hogy ’a mésodik lany’.
Jelolje F a fiu, L a lany gyermeket. Az eseménytér: {(F,F),(F,L),(L,F),(L,L)}.

a) A 4 elemii eseménytérben egyetlen kedvezs elemi esemény van, a (L, L), igy a keresett valoszintiség:

1
-=0,25
4 )

Kihasznalhatjuk ugyanakkor az események (feltételezett) fiiggetlenségét is, ugyanarra az eredményre
jutunk: A; és As egymaéstol fiiggetlenek, igy P(A; N Ag) = P(A;) - P(A2) =0,5-0,5=0,25.

b) Szikitsiik le az eseményteret a feltételnek megfelelGen azokra az elemi eseményekre, mikor az egyik
gyermek lany: {(F,L), (L, F),(L,L)}. A lesztikitett eseménytérben mar csak 3 elemi esemény van,
ebbdl ketts esetén van egy fia kozottik: {(F, L), (L, F)}. A megoldas tehat

2
- =0,6667
3
14. feladat Tudjuk, hogy a férfiak 5%-a szinvak, a néknél 0,5% ez az arany. Egy 30 férfibol és 40

nébdal allo csoportbol véletlenszertien kivalasztunk egy embert. Mi a valdszintisége annak, hogy szinvakot
valasztunk?
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Megoldas: Jeldlje A azt az eseményt, hogy ’a kivalasztott szinvak’. Ennek az eseménynek a valdszintisége
attol fligg, hogy férfi vagy né a kivalasztott, ezért jeldlje B azt az eseményt, hogy ’férfi a kivalasztott’,
ekkor B pedig az az eseményt, hogy 'né a kivalasztott’. Amit a feladat szévegébdl tudunk:

P(A| B) =0,05

P(A | B) = 0,005
30
P(B) = =
— 40
P(B) = —
(B) = =5

fey 30 40
P(A) = P(A| B)- P(B) + P(A| B)- P(B) = 0,05 25 +0,005 - = = 0,0243

15. feladat Egy céltablara 8 16vést adunk le. Tudjuk, hogy a taldlat valoszintisége minden egyes 16vésnél
(egymastol fliggetlentil) 0, 2.

a) Feltéve, hogy az elsG 16vés taldl, mi a valdszintisége annak, hogy a mésodik is talal?

b

Mi a valészintisége annak, hogy az els6 16vés talal és a mésodik is talal?

c) Mi a valészintisége annak, hogy minden 16vés talal?

)
)
)
)

d) Mi a valoszintisége annak, hogy a 16vések koziil egy sem talal?

Megoldas: Jeldlje A; azt az eseményt, hogy ’az i-edik l6vés talal’ (i = 1,2,...,8). Ezek az események

fiiggetlenek, valamint P(A;) = 0,2, P(A;) =0,8.

a) Hasznaljuk ki Ay és As fliggetlenségét a feltételes valoszintségre:

P(As | Ay) = P(As) = 0,2
P(AlﬂAQ):P(Al)P(AQ):0,20,2:0,04

P(A1NAsN...NAg) = P(41)  P(A) ... - P(As) = 0,2-0,2-...-0,2 = 0,25 = 0,00000256

d) Kihasznaljuk, hogy az ellentettek ’6roklik’ a fliggetlenséget:

P(ATNA3N...NAg) = P(A;) - P(Ay)-...- P(Ag) = 0,8-0,8-...-0,8 =0,8% = 0,1678
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2.2. Valészintiiségi valtozo
2.2.1. A diszkrét valészintiségi valtozo és jellemzdéi

Definici6: Legyen X olyan fliggvény, amely az eseményteret leképezi a valds szémok halmazara.
X: QO— R

Ekkor X-et valdszintiségi valtozonak nevezziik.

Egy X valoszintségi valtozo tehat minden elemi eseményhez egyértelmtien hozzarendel egy valos szamot.
Fzeket a valés szamokat a valészintiségi valtozé lehetséges értékeinek nevezziik.

Az X-et diszkrét valdsziniiségi valtozonak nevezziik, ha lehetsége értékei megszamlalhatdak. Tehat
egy diszkrét valdszintiségi valtozéonak véges sok, vagy megszamlalhatdéan végtelen sok lehetséges értéke
van.

A valoszintiségi valtozo jelolésére altalaban nagy betiiket hasznalunk (XY, X, Xa, stb.), a lehetséges
(felvett) értékek jelolésére kis betiiket (1,2, stb.).

Az X diszkrét valoszintiségi valtozo lehetséges értékeit jelolje x; (i = 1,2,...). Ekkor {X = z;} azon
elemi eseményeket jelenti, amelyekre X éppen x; értéket vesz fel. Mivel ezen elemi események halmaza
egyben esemény is, igy {X = z;} egy eseményt jelent. Az x;- hez (i = 1,2, ...) tartozo valoszintiségeket
jelolje rendre p1,po,.... (Azaz P(X = z;) = p;, i = 1,2,...-re. Pl. annak valoszintisége, hogy az X értéke
éppen x; lesz, p;.)

A lecke elején lattuk azt a példat, mikor 2 szabalyos pénzérmét feldobunk. Az eseménytér: Q =
{FF,FI,IF,I1}. Ezen az eseménytéren akarunk értelmezni egy valoszintségi valtozot. Ehhez a meg-
figyelésiink szempontjat érdemes figyelembe venni. Ha a dobott fejek szama fontos, akkor legyen X a
dobott fejek szama. A dobott fejek szama 0,1,2 lehet. Ezért X lehetséges értékei: 1 =0, o0 =1, 3 = 2.
{X = zo} példaul azt az eseményt jelenti, hogy a dobott fejek szama zo = 1. (Ennek po valdszintsége
pedig konnyedén szamolhato.) A lehetséges értékekhez tartozéd valoszintségek:

P(X=z)=P(X=0)==p
P(X=m)=P(X=1)= =p
P(X =23) = P(X =2) = ; =py

A diszkrét valoszintiségi valtozo jellemz6i:

e Definici6: Az X diszkrét valoszintiségi valtozd eloszlasan az x; lehetséges értékeket és a hozzajuk
tartozo p; valészintségeket értjiik:
x.J T T2
b1 P2

A p; valoszintiség kiszamitasahoz gyakran egy (diszkrét helyeken értelmezett, azaz egyetlen pontban
sem folytonos) fiiggvény all rendelkezésiinkre.

Diszkrét valoszintiségi valtozo eloszlasaban a valdszintiségek Gsszege mindig 1. Azaz

Zpizl
i
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e Definicié: Az X diszkrét valoszintiségi valtozo varhato értékén azt a F(X)-szel jelolt valos szamot
értjiik, melyre

E(X)=) =z p;
i
(ha létezik és véges az Osszeg.) Megszamlalhatoan végtelen lehetséges érték esetén nem biztos, hogy

az Osszeg létezik és véges.
A gyakorisagi hisztogramoknél lattuk mar a kovetkezd§ példat:

Példa Egy szabalyos dobdkockat 60-szor feldobva az alabbi eredmények adodtak:

Dobott szam | 1 | 2 | 3 |4 | 5 | 6
Gyakorisag | 712 | 14 | 9| 10 | 8 | Osszesen: 60

A megfigyelésiink eredményét felhasznalva a dobott szamok atlagat a tanult médon szamolhatjuk:
1-7+2-1243-14+4-94+5-10+6-8 _ 207 _ 345

60 60 ’

A véarhatoé érték kiszamitasdhoz nem kell nagyszami megfigyelés, nem dobunk 60-szor. Legyen most
az X valoszintiségi valtozo egy szabélyos dobokockat feldobva a dobott szam értéke. A dobas értéke 6
kiilonbo6z6 szdm lehet, igy X-nek 6 lehetséges értéke van: 1,2, 3,4, 5,6. Mindegyikhez ugyanakkkora,

g valészintiség tartozik, tehat X eloszlasa:
1

X 1

6

E(X)=x1-p1+x2-p2+a3-p3+24-ps+25-p5+ 26 P =

1 1 1 1 1 1 21
6+ 6+3 6-1— 6+5 6+6 6 6 3,5

f:

| =D
| =W
| =
| = Ot
[N

Az (elméleti) varhato érték:

Kérdés, hogy hogyan szamolhatunk, ha pl. a dobott szdm 3-szorosat tekintjiik a valoszindségi val-
tozoénak, esetleg a dobott szdm négyzete a valoszintiségi valtozd. Konnyen belathatd, hogy ezekben
az esetekben az eloszlasban csak a lehetséges értékek valtoznak, a valoszintségek nem (pl. a do-
bott szdm négyzete 9 csak akkor lehet, ha 3-ast dobunk, ennek a valdszintisége pedig 6) Ha az 4j

valoszintiségi valtozo 3 - X, akkor eloszlasa:

3 6 9 12 15 18
3-X: 1 1 1 1 1 1
6 6 6 6 6 6
3 - X varhato értéke:
1 1 1 1 1 1 63
EF3-X)=3-= - -+ 12 =415 +18 - == —=1 =3 -F(X
(3 ) =3 6+6 6+9 6+ 6+ b 6+ 8 5 5 0,5=3-E(X)

Allitas: Ha E(X?) és E(X) létezik, és a, b, ¢ tetszéleges valos szamok, akkor F(a- X2 +b- X + c)
is létezik és
Ela-X*+b-X+¢)=a-EX)+b-E(X)+c

Megjegyzés: A varhato érték akar negativ szam is lehet, mivel a valoszintiségi valtozé negativ értéket
is felvehet. Gondoljunk arra, mikor egy jatékban a nyeremény Osszege a valoszintiségi valtoz6. Ha
nyerlink, a valoszintiségi valtozd értéke pozitiv, viszont ha veszitiink, akkor az elvesztett Osszeg
negativ elGjellel lesz a valoszintségi valtozo értéke.

33



e Definicié: Az X diszkrét valoszintiségi valtozo szorasa az a D(X)-szel jelolt szam amelyre:

D(X) = \JE((X - B(X))?)

azaz a szOras a valoszintiségi valtozonak sajat varhato értékétsl valo eltérés négyzetének varhato
értékébdl vont négyzetgyok, ha E(X) és E(X — E(X)) létezik.

(Emlékezziink vissza, hogy sokasag esetében a tapasztalati szoras értéke a sokasag elemeinek az
atlagtol valo eltérésének négyzetosszege atlaganak gyoke volt.)

A formulat egyszertibb alakban is felirhatjuk:

D(X) = \/E((X — E(X))?) = \/E(X2 -2-X -BE(X)+E*X)) =

= VE(X?2) -2 E2(X) + E%(X) = /E(X?) — E2(X)

Szamitasoknal érdemes ezt az alakot hasznalni:

D(X) = v/ E(X?) - E¥(X)

ahol F(X?) = fo -pi. E(X?)-et az X valoszintiségi valtozé masodik momentumanak is szokas
i
nevezni.

Megjegyzés: A szoras (a varhato értéktol eltéréen) nem lehet negativ szam!

Allitas: Ha az X valoszintiségi valtozo D(X) szorasa létezik és a, b tetszéleges valos szamok, akkor:
D(a-X +b)=|a| -D(X)

(Felhasznaltuk, hogy ha X minddssze egyetlen b értéket vehet fel, akkor D(b) = 0.)

16. feladat Adott az X valosziniiségi valtozo eloszlasa:

0 1 2
X 125 75 15
216 216 216

| =W

a) D(X) =?
b) D(4-X —3)=?

Megoldas:

a) A szoras kiszamitasihoz elss lépésben az E(X) és E(X?) értékére van sziikség:

125 75 15 1 108 1
EX)=0-24+1. 2 49. 2% 4+g3. - %~
(X) 216+ 216+ 216+ 216 216 2
125 75 15 1 144 2
E(X2)Y=0%2. 222 412. = 492, © 432, - _ " _Z2
(X7) =0 216+ 216+ 216+3 216 216 3

Ezutan a szorés:
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b)
D(A-X —3)=|4|-D(X)=4-D(X) =4-0,6455 = 2,5820

o Az el6z6 leckében lattuk, hogy ha egy sokasaghoz tartozd gyakorisagi eloszlas adott, akkor a kumu-
lativ gyakorisagok kiszamitasahoz csak Osszegezni kellett az adott értéknél kisebb gyakorisagokat.
Hasonl6 modon jarhatunk el egy diszkrét X valoszintiségi valtozo esetén a valoszintségekkel. Az X
diszkrét valdszintiségi valtozo lehetséges értékei legyenek xy, o, ..., a hozzadjuk tartozé valészind-
ségek rendre py, pa,. ... Ekkor X eloszlasfiiggvénye az a F(x)-szel jelolt fliggvény, amelyre

Fz)=P(X<x)= Y p;
i, <x
minden x valos szam esetén.

Példa A 16. feladatban latott X valdszintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye a kivetkezd:
X eloszlasa:
0 1 2 3
X:< 125 75 15 1
216 216 216 6

X eloszlasfiiggvénye:

0 hax <0

12

—5 ha0<zx <1
216

125 75 200
) =2 2P hal<z<?2
F(z)=1 9216 T 216 ~ 216 al<zs

125 75 15 215
_ [ <
516 T 216 T 216 216 ha2<z<3

125 7 16 1 2163
216 ' 216 ' 216 ' 206 216 = 7

Azaz
(0 haz<0
125
= <
516 ha0<x <1
200
F(z)={¢ == <
(x) 516 hal<z<2
215
—— ha 2 <
216 a2<x<3
1 haz>3

Megjegyzés: Az eloszlasfiiggvényt diszkrét valoszintiségi valtozo esetén ritkdn hasznaljuk szamitasi fel-
adatokhoz.

17. feladat Egy pénzérmét egymés utan 3-szor feldobunk. Az X valdszintségi viltozo legyen a dobott
fejek szama.

a) Irjuk fel X eloszlasat!
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Megoldas: Egyetlen dobas esetén a fejdobas valdszintisége 1, a dobasok egymastol fiiggetlenek.
a) A kisérlet soran a dobott fejek szama lehet 0, 1, 2, 3. X lehetséges értékei tehat:
z1 =0 (0 fejet dobunk)
xg =1 (1 fejet dobunk)
x3 = 2 (2 fejet dobunk)

x4 = 3 (3 fejet dobunk)

A hozzajuk tartozo valdszintiségek:

1\3 1
Pn=0)=(5) =5
1\3 /3 3
Plzz=1)=(5) '(1)28
1\3 /3 3
Plas=2)=(5) '<2>=8
1\3 1
Pas=3)=(5) =5
Az eloszlas tehat:
01 2 3
X413 31
8 8 8 8
b)
1 3 3 1 12
EX: * = 1'7 2'7 '7:7:1
(X)=0 8—|— 8+ 8+3 3 3 .5
c)
1 3 3 1 24
EX2: 2'7 12.7 22'7 2.7:7:
(X*)=0 8+ 8+ 8+3 g S 3

D(X) =+/3—1,52 =0,8660
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2.2.2. Folytonos valdszintiségi valtoz6 és jellemzdi

A folytonos valdszintiségi valtozo az olyan, el6z6 leckében latott folytonos sokasigok leirasara szolgal,
mint pl. a hossz (Id. nordman fenySs példa), id§ (Id. telefonhivasok hossza) stb. Ekkor a valoszint-
ségi valtozo értékeit nem tudjuk felsorolni (elméletben tetszéleges mérési pontossagot tekintve), hanem
értékeire intervallumo(ka)t adhatunk meg. Példaul egy termék hossza csak nemnegativ szam lehet, de
termék hosszanak a mérethibaja mar tetszéleges valos szam lehet.

A folytonos valoszintiségi valtozo jellemz6i:

e A folytonos valoszintiségi valtozot az f(z)-szel jelolt strtiségfiiggvénnyel jellemezziik. A stirtség-
fiiggvény f6bb tulajdonsagai a kovetkezsk:

a) A striségfiiggvény nem vehet fel negativ értéket: f(x) > 0. (Nulla azonban lehet az
értéke.)
b) Egy striiségfiiggvény teljes gorbe alatti teriilete 1.

/_Z F@)ds =1

0.8

0.6

0.4

0.2

12. abra. Striségfliggvény gorbe alatti teriilete
¢) A P(a < x < b) valoszintiség a stirtiségfiiggvény [a,b) intervallumra vett gorbe alatti tertilete.

b
Pla <z <b) :/ f(z)dz

Az integral tulajdonsagai miatt

b
P(a§x<b):P(a<x<b):/ f(z)dz

A valoszintségek kiszamitdsanak ez az integralos moédja alkalmat ad nekiink arra, hogy a
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valoszintiséget a striiségfiiggvény grafikonjan teriiletekkel dbrazoljuk. Ezzel némi hasonlosagot
vélhetiink felfedezni az el6z6 fejezet stirtiségi hisztogramjaival, ahol a téglalapok Osszteriilete 1,
és az egyes téglalapok teriilete az adott érték sokasdgbeli el6fordulasi aranyat adja meg.

Megjegyzés: Az(oka)t az intervallumo(ka)t, amelyekben a stirtiségfiiggvény értéke nem nulla,
a tovabbiakban alapintervallum(ok)nak nevezziik.

0s f(x)

0.6

o P(1< X <2)

0.2

13. abra. Valoszintség abrazolasa stirtiségfiiggvény grafikonjan

e Definici6: Az X folytonos valoszintiségi valtozé varhato értéke:

amennyiben az integral létezik és véges.

e Definicié: Ha az X folytonos valoszintiségi valtozo esetén létezik E(X) és E(X?), akkor X szérasa:

D(X) = v/ E(X?) — E(X)

ahol folytonos valészintiségi valtozo esetén E(X?) = [0 x? - f(x)dz.

A varhato értékre és a szorasra vonatkozo, diszkrét valdszintiségi valtozonal latott Osszefiiggések
folytonos valoszintiségi valtozora is fennéllnak:

Allitas: Ha az X valoszintiségi valtozonak létezik E(X) varhaté értéke és F(X?) masodik momen-
tuma és a, b, c tetszdSleges valos szamok, akkor

Ela-X>4+b-X+c¢)=a -E(X)+b-E(X)+c
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Allitas: Ha az X valoszintiségi valtozonak létezik D(X) szoérasa és a,b tetszéleges valos szamok,
akkor

D(a-X +b)=|a|-D(X)

teljesiil.
(Megjegyezziik, hogy természetesen a fenti osszefiiggések akkor teljesiilnek, ha X-nek létezik varhato
érteke és szordsa, illetve az elsG Osszefiiggésnél X ?-nek létezik varhato értéke.)

18. feladat Az X valoszintiségi valtozo striiségfiiggvénye legyen f(z) = {

a

o

C

o,

@

)
)
)
)
)
)

f

24 ha2 <z

0 kiilonben

Ellendrizziik, hogy valoban strtségfiiggvény-e f(x)!
Hatéarozzuk meg a P(3 < X < 4) valoszintiséget!
P(1<X <4)=?

E(X)="

D(X) =7

P(| X — E(X) |< D(X))=

Megoldas:

a)

Ellendrizniink kell, hogy f(z) nemnegativ értékt, illetve a gorbe alatti teriilete 1. A hozza-
rendelési utasitasbol latszik, hogy f(z) nemnegativ értéki (a tort szamlaloja és nevezgje is
pozitiv szam). Az integral kiszamitasanal vegyiik figyelembe, hogy ahol f(z) értéke 0, ott az
integralja is nulla, tehat a (—oo,2) intevallumon az integral nulla, szamolnunk csak a (2, 00)
alapintervallumon kell:

[ e [ Haa= [ 3] 0= (- 5) =1

Tehat f(x) valoban stirtiségfiiggvény.

P(3§x<4):/34f(a:)dx:/3492;1da:: [—érz—ﬁ—(—ﬁ):o,lm

313 43 33

Vegyiik észre, hogy az [1,4) integralasi tartoményt két részre kell bontanunk: az [1,2) interval-
lumon a f(z) értéke nulla, igy ott az integrél is nulla, szdimolnunk csak a [2,4) intervallumon
kell.

P<X <4)= /f )d /d é]zl——ﬁ—(—ﬁ)—omo
T S R PR 93) =

Az a) részhez hasonléan ahol f(z) nulla, ott - f(x) is nulla, tehat az alapintervallumra sztikiil
az integrélasi tartomany.

oo <24 24 12700 12
E(X)z/_oox-f(:v)da::/2 ledx—/2 de_[_?k :O—<—§>:3

Eloszor E(X?)-et szamoljuk ki, figyelembe véve, hogy csak az alapintervallumon kell integralni.

o oo 24 24 24700 24
2y _ 2 _ 24, 24 24y 24 _
E(X )—/Oox f(z)dz /2 x4dx /2 xle‘ [ 93]2 0 ( 2) 12

Ezt felhasznalva

D(X) = /E(X?) — =12-32=+3=1,7321
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f) A kérdés szavakkal ugy is megfogalmazhato, hogy mi a valoszintisége annak, hogy az X valo-
szintiségi valtozd a varhato értékétdl a szordsédnal kevesebbel tér el.

P(|X-E(X)|<DX))=P(-DX)<X-EX)<DX)) =

=P(E(X)-D(X)< X <E(X)+D(X)) =
=P(3—-1,7321 < X <3+1,7321) = P(1,2679 < X < 4,7321) =
4,7321 4,7321
, ) 2 8 14,7321 8 8
/1,2679 f(x) v /2 ZE4 o 1'3 2 4, 73213 23

(Az integralasi tartomanyt itt is az alapintervallumhoz kellett igazitani.)

Megjegyzés: A sfrtiségfiiggvény maximumhelye a moédusz. A grafikon abrazolasaval a
modusz értéke nagysagrendileg meghatarozhaté, bizonyos esetekben pedig felhasznalhatjuk a fiigg-
vények szélsGérték szamitasanal tanultakat a maximumhely pontos meghatarozasara (természetesen
az alapintervallumon beliil).

Azt lattuk, hogy a strtségfiiggvény remek eszkoz a valdszintiségek szemléltetésére, a szamitasoknal
remekiil hasznalhatd, de két hatranya van: egyrészt csak folytonos valoszintiségi valtozo esetén
létezik, méasrészt a szamitasokhoz minden esetben integrani kell. Létezik-e olyan eszkoz, amellyel
folytonos valoszintiségi valtozo esetén (is) egyszertien tudunk valoszintiségeket szamolni?

A diszkrét valoszintiségi valtozohoz hasonldéan értelmezhetjiik az eloszlasfiiggvényt folytonos va-
l6szintiségi valtozora is:

Flz)=P(X <) = / F)dt

minden x € R esetén.

Az eloszlasfiiggvény f6bb tulajdonsagai:

a)

0<F(x)<1

Ertéke 0 és 1 k6zé esik, mivel értékkészlete események valoszintségeibsl all.

b)
zlbn;o F(z) =1, zgr_nooF(x) =0

(Hatéarértéke —oo-ben nulla, co-ben 1.)

c)
Pla< X <b)=F()— Fl(a)

mivel P(X < b) = F(b) és P(X < a) = F(a).

d)

fz) = F'(x)

A siirtiségfiiggvény értéke egy xp helyen az eloszlasfiiggvény meredekségével egyezik meg az
adott xg helyen. Ha az eloszlasfliggvény nem differencialhatd egy zg helyen, akkor a stirtiség-
fliggvény értékét xg-ban nullanak tekintjiik.

e) A median a siirtiségfiiggvény gorbe alatti teriiletét két azonos nagysagu részre oszt-
ja. A teljes gorbe alatti teriilet 1, a median ezt felezi, igy a median med értékére igaz, hogy

med
0,5 = / f(x)dz

—00
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fgy
F(med) = 0.5
Természetesen a median mindig beleesik az alapintervallumba.
Ha a stirtiségfliggvény valamely © = x( egyenesre szimmetrikus (ilyen esetben szimmetrikus
eloszlasrol beszélhetiink), akkor a median és a varhato érték értéke megyegyezik.

0 ha z <1
19. feladat A X valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye legyen F(x) = ””2331 hal<z<6
1 hab<z
a) Abrazoljuk F(z)-et!
b) P(X <4)=?
c) P2< X <4)="
d) P(0< X <4)=7
e) P(3< X)="
£) f(z)=7
g) Mekkora a median értéke?
Megoldas:
a)
F(x)
14. abra.
b)
£-1 15
P(X<4)=F4) = =0,42
c)
42-1 22-1 15 3 12
P2< X <4)=F4)-F(2) = — == — =0, 3429
(2= ) (4) 2) 35 35 35 35 35

d) Vegyiik észre, hogy az eloszlasfiiggvényiink értéke 0-ban nulla (a hozzarendelési utasitas els
sorat tekintsiik)! Igy

42 1 15 15
< = _ - _ _ I o Y _
P(0< X <4)=F(4) - F(0) oh 0= o 0= = =0, 4286
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e) Kihasznaljuk az ellentett esemény valoszintiségére korabban felirt osszefliggést, és azt, hogy a
{3 < X'} esemény ellentettje az {X < 3} esemény.

3?2 —1 8
PB3<X)=1-P(X =1-F3) = =1-—= 14
3<X) (X <3) (3) a7 a7 0,77
f) A grafikonra pillantva lathato, hogy f(z) csak az (1,6) intervallumon fog 0-t6l kiilonbozni. (A
—00,1] és a (6,00) intervallumokon a derivalt nulla, az x = 6 helyen pedig nem differencialhato

F(z), ezért a stirtiségfiiggvény értéke itt is 0.) Igy

fz) =

%—95” hal<z <6
0 kiulonben

g) A medianra(med) vonatkozo Osszefliggést felhasznalva:

d?—1
0,5:F(m€d):7neT

rendezés utan:
med®> =0,5-35+1=18,5
igy a median értéke

med = /18,5 = 4,3012

A median 1 és 6 kozé kell essen, igy a negativ gyok nem johet széba megoldasként.

43012 °

15. abra. A 19. feladat eloszlasfiiggvényének grafikonja, rajta a mediannal

27
20. feladat A X valoszintségi valtozo eloszlasfiiggvénye legyen F(x) = 1= 73 ha 3 <z .
0 kiilonben

a) P(X <5)=?

b) P(4< X < 6)=?

c) P4 < X)=?

d) E(X)=7?
Megoldas:

27 98
P(X <5)=F(5)=1— -t = — =0,7840.
a) P(X < 5) = F(5) 5= g5 = 0.7840
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b) P(4< X <6)=F(6) — F(4) = (1—§) - (1—5) = 0,2960.

63 43
27\ 27
P(4 X:1—PX<4:1—F4:1—(1——> 2L 9,216

d) A varhato értékhez a stirtiségfiiggvényre van sziikségiink, amit F'(z) derivalasaval kapunk:

81
f(ac) _ g ha3 <z
0 kilonben

o 81 81 81 qoe 81
E(X):/ xf(a:)da::/3 x-ﬂdx:/g m3d {—@}3 :O—<—2‘32>:4,5.

3 o
21. feladat Az X valoszintiségi valtozo stirtségfiiggvénye f(z) = { 16" ha -2 <z <2 .

0 kiiléonben

) P(X < 1)=

) P(0< X)=

¢) Abrazoljuk f(z)-et!
)
)
)

Mi a valdszintisége annak, hogy az X valdszintiségi valtozo a varhato értékétdl a szorasanal kevesebbel
tér el?

Megoldas:

a) A folytonos valoszintiségi valtozohoz kapcsolodd valoszintiségeket az eloszlasfiiggvénnyel a legegy-
szertibb kiszamitani. Most az eloszlasfiiggvény nincs megadva. Ilyen esetekben nem érdemes az
eloszlasfliggvényt kiszamolni a stirtiségfliggvénybdl, mivel a stirtiségfiiggvény ugyancsak alkalmas a
valoszintiségek kiszamitasara. (Az alapintervallumra figyeljink, ennél a fiiggvénynél ez a (—2,2)
intervallum!)

1 1 3 3 3
3 11 13 (=22 9
P(X <1)= dr = 2 x2dre = |2 = _X % — 2 _0.5625
(X <1) /_Oof(gc)x /_21696 v [16}72 6 16 16

32 23 03 8
X) )dz = 3 224 —7 - ==
P < /f v / v 16] 616 16 »°

(A c) kérdésnél a siirtiségfiiggvény abrazolasa utan térjiink vissza ehhez a feladatrészhez. Vegyiik
észre, hogy ezt a valoszintiséget a stirtiségfliggvény grafikonjarol szamolés nélkiil leolvashattuk volna,
kihasznélva a stirtségfiiggvény szimmetriajat.)
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f(x)

16. abra.

00 2 2 4 4 4
B /3, 23 e 39t 3.2t
E(X)—/ T f(a:)dﬂz—/216x xdx—/216:p dz = [64}—2_ Gl o =0

—00 —

Ha a siirtiségfiiggvény grafikonjara pillantunk, latjuk, hogy f(z) szimmetrikus fiiggvény, x = 0 (y-
tengely) a szimmetriatengelye. A varhato érték is 0, s6t, ha a (b) rész eredményére tekintiink, azt
latjuk, hogy a median értéke is 0 (felezi a gorbe alatti teriiletet). Kordbban mar emlitettiik, hogy
szimmetrikus strtségfiiggvények esetén mindig elmondhato, hogy a szimmetriatengely megadja a
varhato értéket, amely megegyezik a mediannal. Nemszimmetrikus strtségfiiggvények esetén a
median és a varhato érték nem kell, hogy megegyezzen.

D(X)=+E(X2) — E2(X) = /2,4 — 02 = /2,4 = 1,5492

P(| X - E(X)|<D(X))=P(-D(X) < X - E(X) < D(X)) =
— P(E(X) - D(X) < X < E(X) 4+ D(X)) =
= P(0—1,5492 < X <0+ 1,5492) = P(—1,5492 < X < 1,5492) =

1,5492 1,5492 3 3 3

: 5492 3 15492 1,5492%  (—1,5492

:/ f(x)dz :/ 2 22dz = [:i} = _ LR s
—1,5492 —1,5492 16 16 —1,5492 16 16
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3. Nevezetes eloszlasok 1.

PP

A valdszintiségszamitas klasszikus kiszamitasi modjanél a szamitasi igény gyorsan megné. Gondoljunk
arra, ha egy mintavételnél nem 10-szer, hanem 100-szor hizunk, akkor a kihtzott hibés alkatrészek szamé-
nak véarhato értéke 101 tagi Osszegre vezet. Ugyanakkor a megfigyelések soran gyakran talalkozunk olyan
feladatokkal, amelyeket hasonl6 médon oldunk meg, csak méas paraméterekkel. A kovetkezd fejezetben
megnézziik, hogy bizonyos feladattipusoknal hogyan hasznalhatjuk ki az eloszldsbol adodé torvényszert-
ségeket.

3.1. Nevezetes diszkrét eloszlasok

Diszkrét valoszintiségi valtozd esetében az eloszlasra (x;,p;) van sziikségiink a szamolashoz. Bizonyos
gyakran hasznalt eloszldsokat megkiilonboztetiink, ezek esetében jelentGsen tudunk egyszertsiteni a szé-
mitasokon.

3.1.1. Binomialis eloszlas

Egy megfigyelésnek gyakran a megfigyelési szempont szerint kétféle kimenetele fontos: ’sikeres’; illetve
'sikertelen’, azaz a vart kimenetelt kapjuk vagy az ellentettjét. Ha az érdekel benniinket, hogy n fiiggetlen
megfigyelés soran hanyszor kivetkezett be a ’sikeres’ kimenetel, akkor binomialis eloszlassal modellez-
hetiink. Példaul:

e Egy jatékban az nyer, aki 10 dobasbdl toébb hatost dob. Ekkor egy dobéast a jatékos akkor tekint
sikeresnek, ha hatost dob, minden mas érték sikertelen kimenetelnek szamit a jatékos szemszogébdl.

e Egy termék gyartdja a mindségellendrzés soran véletlenszertien kivalasztott termékeket vizsgal meg.
Természetesen minél kevesebb selejtet szeretne, ezért sikeres a kimenetel, ha a termék hibatlan,
ellenkezd esetben sikertelen.

1. feladat Egy ladaban az alkatrészek 10%-a selejt. Visszatevéssel huzunk 4 alkatrészt. (Minden huzés
utan visszatessziik a kihtizottat.) Mekkora annak a valoszintisége, hogy pontosan 2 selejt van a kihuzottak
kozott?

Megoldas: Az elézd fejezetben lattunk hasonld példat. A visszatevéses mintavétel jellemzGje, hogy az
egyes huzéasok fiiggetlenek egymastol, amit a valdszintiségek kiszamitasanal hasznalhatunk ki. Jelolje .S,
hogy a kihuzott alkatrész selejt, S pedig, hogy nem selejt. A selejt hiizas valoszintisége minden esetben

P(S) = 0,1, a nem selejt huzas valoszintisége pedig P(S) = 0,9. Két selejtet huzhatunk tébbféleképpen.
Lehet az els6 két huzas selejt, ennek valoszintisége: P(S S SS) = 0,12 -0,9%2. Emellett azt, hogy a két

4 .
selejt helye hanyféle lehet a 4 huzés kozott, <2) adja meg. Igy
: 2 5 (4
P(pontosan 2 selejt)=0,1“-0,9* - <2> = 0,0486.

Egyszertsithetiink a jelolésiinkon, ha az X valdszintiségi valtozot a kihuzott selejtek szamanak vélasztjuk.
(A kérdésbsl: a kihuzott selejtek szamahoz kapcsolodott a kérdés, igy azt valasztottunk valoszintségi
valtozonak.) Ezzel a megoldas

4
P(X =2)=0,1%.0,92- <2> = 0,0486
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alakba irhato.

Altalanosithatjuk ezt a megoldast: Legyen p annak a valészintisége, hogy selejtet hiizunk a ladabol (azaz
a selejtarany), ami tulajdonképpen nem méas, mint az A: ’selejtet hizunk’ (egyetlen huzasbol) esemény
valoszintsége. Tehat p = P(A). Ekkor

P22 (1= )

Az is konnyen belathato, hogy a kihuzott selejtek szama (A bekovetkezési szama) lehet 0, 1,2, 3,4, azaz
X lehetséges értéke 0-t6l a huizasok szdmaig barmely egész szam lehet.

Definicié: Ha egy megfigyelés soran n fiiggetlen kisérletet hajtunk végre és a sikeres kimenetel (vagyis
az A esemény) bekovetkezésének valoszintisége minden kisérletnél p = P(A), akkor a sikeres kimenetelek
(A esemény bekovetkezéseinek) szama binomialis eloszlasa valdszintiségi valtozo, melyre

PO =k = (1= ()

ahol k=0,1,...,n.

A binomialis eloszlasu valoszintiségi valtozot akkor tekintjiik adottnak ha ismerjiik a megfigyelések szamat
(n) és a sikeres kimenetel valoszintiségét (p). Ezt a két értéket a binomialis eloszlas paramétereinek
nevezziik. (Tehat a binomidlis eloszlas két paraméteres eloszlas.)

Jelolés: X:Bin(n, p).

Az X binomialis eloszlast valészintiségi valtozo lehetséges értékei rendre 0, 1, . . ., n, és barmelyik lehetséges
értékhez tartozo valoszintiséget a megadott formulaval szamolhatjuk. Az eloszlast a korabban megszokott
(bar itt hosszadalmas) modon is felirhatjuk:

0 1 ) ...on
T a-pe pl-(lp)”_l'(gb) P2‘(1p)n_2'(g) S

Diszkrét valoszintiségi valtozo varhato értékét és szorasat az eloszlasbol szamoltuk ki. Ez a fentiek alapjan
binomidlis eloszlasnéal: .
n
EX)= k-p*-(1—pF.
=3 kst (1)

amelyrél megmutathato, hogy éppen np-vel egyenls. A szoéras hasonloan egyszerd alakban irhato fel,
igy az X:Bin(n, p) valoszintiségi valtozo varhato értéke

E(X)=np

és szorasa

A kovetkezd abrakon kiilonb6z6 paramétert, binomiélis eloszlasa valdszintiségi valtozok eloszlasat lathat-
juk, a hisztogramokon jelolve a valészintiségi valtoz6 varhato értékét is.

Otlet: Nézziik meg a hisztogramok alakjanak és a paramétereknek a kapcsolatat! Milyen kapcsolat van a
hisztogram és a varhatd érték kozott?
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0.4 0.4
0.35 0.35

0.3 0.3
X : Bin(10,0.5)
E(X)=5

0.25 0.25

0.2

1
X : Bin(15, 6) 0.2
E(X) =2,5 0.15

0.1

0.05

0.4 0.4

0.35 0.35

0.3

X : Bin(10,0.15) 03 X : Bin(10,0.85)
E(X)=1.5 025 E(X)=28.5

0.2

0.15

0.1

0.05

17. abra. Binomialis eloszlas kiilonb6z8 paraméterekkel

A hisztogramokon latszik, hogy ha a varhato érték egész szam, akkor az X = E(X) lehetséges értékhez
tartozik a legnagyobb valdszintség, igy 6 a moédusz is egyben, ha a varhaté érték nem egész, akkor
valamelyik szomszédos lehetséges értékhez tartozik a legnagyobb valészintség.

Azt is észrevehetjiik, hogy ha a p valészintiséget (1 — p)-re cseréljiik ugyanolyan n kisérletszam mellett,
akkor a két hisztogram gyakorlatilag egymas ’tiikorképe’. Konnyen ellenérizhet a binomialis egyiitthatd
definiciojabol, hogy ha X : Bin(n,p) és Y : Bin(n,1 — p), akkor
Nk o1 oyn—k (Y _ k& 4 \n—k noy o
PX=k)=p"- (1=p)" " )=p"-A=p)" " =P =n—Fk)

Gondoljunk bele: egy 2% selejtet tartalmazo 1ladabol 10-szer hizva ugyanakkora valoszintiséggel huzunk
pontosan 3 selejtet, mint pontosan 7 nem selejtet.

2. feladat Egy mobiltelefon szervizben a beadott késziilékek 12%-nal kell kijelz6t cserélni. Hétfén 15
telefont adnak be.

a) Mi a valoszintisége annak, hogy ebbdl 5 kijelz&cserés?
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b) Mi a valoszintisége annak, hogy legalabb 3-nél kell kijelz6t cserélni?

d

)

¢) Mennyi a kijelzGcserés mobilok szamanak varhato értéke?
) Mi a valoszintisége annak, hogy a kijelz6cserés mobilok szama megegyezik a varhato értékkel?
)

e) Hatarozzuk meg a kijelzGcserére szoruld mobilok szaménak szorasat!

Megoldas: Feltételezziik, hogy a beadott mobilok hibai fiiggetlenek egymastol. A szerviz 15 mobilt
vizsgal meg (megfigyelések szama, n = 15), egy vizsgalat a megfigyelési szempontunk szerint akkor sikeres,
ha kijelzGcserére szorul a telefon. (A megfigyelt A esemény: ’kijelzGcserére szorul a késziilék’, p = P(A) =
0,12.) A kérdések A esemény bekovetkezési szamahoz kapcsolodnak, legyen tehat X: a kijelzScserés
mobilok szama. Ekkor X:Bin(15;0,12).

a)
P(X =5)=0,12°-(1-0,12)575. (155) =0,12°-0,88'7" (f) = =10,0208

P(X>3)=1-P(X<3)=1-[P(X=0)+P(X=1)+P(X =2)] =

15 15 15
=1- [0,120-0,8815- (o) +0,12' - 0,88!4. <1> +0,12%2.0,88!3. <2>} =0,2654

E(X)=np=15-0,12=1,8

P(X=E(X))=P(X=1,8)=0

A kijelzGcserés mobilok szdma csak egész lehet!

e)

D(X)=+/np(1—p) = /15-0,12- 0,88 = /1,584 = 1,2586

3. feladat Létezik-e olyan binomialis eloszlas, melynek

a) varhato értéke 10, szorasa 27

b) varhato értéke 10, szorasa 37

Megoldas: Tudjuk, hogy egy binomidlis eloszlasu valoszintiségi valtozd varhato értéke E(X) = np,

szorasa D(X) = y/np(1 — p).

a) Ennek alapjan meg kell oldanunk az
10 =np

és
2

np(l —p)
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egyenletekbdl 4llo egyenletrendszert. A méasodik egyenletbdl:

4 =mnp(1-p)
Helyettesitsiink np helyére 10-et:

4=10-(1—-p)
Innen:

4
l1-p=—=0,4
p 10 )

p=1-0,4=0,6
Az els6 egyenletbe visszahelyettesitve p = 0, 6-ot:

10=n-0,6

10
— 16,6667
"T06

Tudjuk, hogy a binomiélis eloszlas n paramétere csak egész szam lehet, ezért nem létezik a feladatban
megadott varhato értéki és szérasu binomialis eloszlési valoszintségi valtozo.

b) Hasonloan szamolunk, mint az el6z6 részben: A megoldandé egyenletrendszer:
10 =np
és
3= /np(l-p)
A masodik egyenletbdl:
9 =mnp(l —p)
np helyére 10-et helyettesitiink az elsé egyenletbdl:

9=10-(1—p)

Rendezve:

9
P=1=0
p=1-0,9=0,1

Az els§ egyenletbe visszahelyettesitve p = 0, 1-ot:

10=n-0,1
10
0,1

Ez egész szam, igy 1étezik a feltételeknek megfelel§ binomialis eloszlés: n = 100 és p = 0, 1 paramé-
terekkel.

=100

n

Erdekes kérdés, hogy ha adott egy esemény valoszintsége, akkor hany kisérletet kell elvégezniink a meg-
figyelésére ahhoz, hogy nagy valésziniiséggel legaldbb egyszer bekovetkezzen az esemény? A kovetkezd
példaban megnézziik, hogy ennek a kiszamolésa egy egyenlet megoldasara vezet.

4. feladat Hanyszor kell feldobnunk egy szabalyos dobdkockat ahhoz, hogy legalabb 0,95 valoszintiséggel
legalabb egy hatos legyen a dobéasok ko6zott?

Megoldas: X legyen a dobott hatosok szdma (tovabbra is a kérdésbol célszerti meghatarozni: aminek
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a szamahoz kapcsolodik a kérdés, azt érdemes valosziniiségi valtozonak valasztani). A kisérletek szédma,

n most ismeretlen, a hatos dobas (megfigyelt A esemény) valoszintisége p = P(A) = g minden egyes
1
dobésnél, a dobasok eredménye fiiggetlen egymastol. X:Bin(0, 6)

Ha hianyzik az eloszlas valamely paramétere, akkor altalaban egy valdszintiséget varunk helyette, amibdl
kiszamolhatjuk a paramétert. Most adott:

P(X >1)>0,9

A binomialis eloszlasbol az egyenl&tlenség bal oldala:

PX>1)=1-P(X<1)=1-P(X=0)=1— <7>°. (1_,)". (”) 1 (?)"
A megoldand6 egyenlGtlenség igy:
1— (%)n > 0,95
s (3

Vessziik mindkét oldal 10-es alapt logaritmusét és rendezziik az egyenlGtlenséget:

160,05 > n - lg (%)

~1,3010 > n - (—0,0792)
n > 16,4268

A legkisebb egész szam, amely megfelel az eredményiinknek, a 17. Ez azt jelenti, hogy legalabb 17-szer
fel kell dobnunk egy szabalyos dobokockét, hogy legaldbb 0,95 valdszintiséggel legyen hatos a dobasok
kozott.

5. feladat Egy populacioban az emberek 8%-a visel szemiiveget. Véletlenszertien kivalasztunk 20 embert.
Mi a valészintisége annak, hogy koziiliik

a) a varhato értéknél tobben viselnek szemiiveget?

b) a szemiivegesek szama a varhato értéktdl a szorasnal kevesebbel tér el?

Megoldas: n = 20 ember megfigyelése soran az A: ’szemiiveges a kivéilasztott’ esemény bekdvetkezési
szaméhoz kapcsolodnak a kérdéseink. (A véletlenszert kivalasztas miatt a fliggetlenséget feltételezhetjiik.)
Ezért legyen X a kivalasztott szemiiveges emberek szama. Ez binomialis eloszlast kdvet, és tudjuk, hogy
p= P(A)=0,08. Ezért

E(X)=np=20-0,08=1,6

és

D(X) = +/np(1 —p) = /20-0,08-0,92 = /1,472 = 1,2133

P(X>EBX)=P(X>1,6=1-PX<1,6=1— [P(X:0)+P(X:1) -

20 20
—1— [0,080-0,9220- <0> +0,08! 0,921 <1>] — 0, 4831
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b) Korabban lattunk hasonlé kérdést a folytonos eloszlasnal:
P(|X-E(X)|< D(X))=P(-D(X) < X—E(X) < D(X)) = P(E(X)-D(X) < X < E(X)+D(X)) =
= P(1,6-1,2133 < X < 1,6 + 1,2133) = P(0, 3867 < X < 2,8133) = [P(X —1)+P(X = 2)} -
20 20
= 10,08'.0,921. <1> +0,08%-0,92'8 . (QN = 0,5993

Tehét 0,5993 annak a valészintisége, hogy a varhato értéktdl a szoérasnal kevesebbel tér el a kivé-
lasztottak kozott a szemiivegesek szama.
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3.1.2. Geometriai eloszlas

Képzeljiink el egy olyan kisérletet, mikor addig dobaljuk a szabalyos dobékockat, mig hatost nem dobunk.
Tovabbra is fiiggetlen kisérleteket hajtunk végre a dobésokkal, de most nem tudjuk elére, hogy hany
kisérletre lesz sziikségiink, csupéan azt, hogy egy A esemény (hatos dobas) bekovetkezése allitja meg a
dobéssorozatot.

Definicié: A p valoszintiségii A esemény megfigyelésére fiiggetlen kisérleteket hajtunk végre. Az A
esemény elsG bekovetkezéséig végrehajtott kisérletek szama geometriai eloszlast valdszintségi valtozo,
melynek eloszlasa:

P(X=k)=0-p)* " p

ahol k=1,2,3,....
A geometriai eloszlasnél a lehetséges értékek szama megszamlalhatoan végtelen (fel tudjuk sorolni a

lehetséges értékeket, de szamuk nem véges). Egy paraméteres eloszlas, elegendd p-t ismerniink.
Jeloles: X:Geo(p).

Az eloszlas felirhato:

1 2 3 4
X'{p (1=p)p A=p?p (1-pPp

alakban is.

A varhato érték:

E(X)=) k-(1-p)""p
k=1

1
amelyrdl a gemetriai sor dsszegképletét felhasznalva megmutathato, hogy értéke —. A szoras is hasonléan
p

egyszert alakba frhaté. Ha X : Geo(p), akkor varhato értéke

és szorasa

alakba irhato.

6. feladat Egy izz6 minden egyes bekapcsolaskor 0,004 valoszintséggel kiég. Addig hasznaljuk, mig kiég.

a) Mi a val6sziniisége annak, hogy a szézadik bekapcsoléskor ég ki?

b

Mennyi a bekapcsolasok szamanak varhato értéke?

d

)
)
¢) Mi a valdszintisége annak, hogy 150-nél tobbszor hasznalhatjuk?
) Mi a valoszintisége annak, hogy a varhato értéknél tovabb hasznalhatjuk?
)

e) Mekkora az a bekapcsolds szam, amelynél tovabb 0,95 valoszintiséggel nem hasznalhatjuk az izzét?

Megoldas: Az X valosziniiségi valtozo a bekapcesolasok szama (a kiégésig). Az A esemény tehat az, hogy
az izz6 kiég. P(A) = p = 0,004, igy X:Geo(0,004).
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a) Felejtsiik el az eloszlas formulat, gondolkodjunk ’jozan paraszti ésszel’! Az, hogy a 100. bekapcso-
laskor ég ki az izz6, pontosan azt jelenti, hogy az elsé 99 bekapcsolaskor nem ég ki (A kovetkezik
be), és a 100-nal kiég. Igy

P(X =100) = 0,996 - 0,004 = 0,0027
(Természetesen ugyanezt az eredményt kapjuk a képletbe helyettesitéssel is.)

b) Itt mar kihasznéaljuk a geometriai eloszléast:

A bekapcsolasok szamanak varhato értéke 250.
c¢) Els6ként az alabbi megoldas jut esziinkbe:
P(X >150)=1—P(X <150)=1— [P(X:1)—|—P(X:2)—|—P(X:3)+...+P(X:150)] =

=1-1[0,996" - 0,004 +0,996" - 0,004 + 0,996 - 0,004 ... 4+ 0,996'*? - 0,004] =

0 1 2 149 1 - 0’ 996150
=1 [0,996" +0,996" +0,996% .. +0,996'"] - 0,004 = 1 — =7~ - 0,004 =

=0,996"° = 0, 5482

Kihasznaltuk, hogy a zardjelben egy geometriai sorozat elsé 150 tagjanak Gsszege all, melyre ag = 1

és ¢ = 0,996. (Egy geometriai sorozat els§ n elemének Gsszege pedig ag -

Ez a szamolas azonban elég hosszadalmas volt, legalabbis az eredmény egyszertiségéhez képest.
Gondoljuk at, mit jelent a kérdezett esemény: 150-nél t6bbszor pontosan akkor kapcsolhatjuk be
az izz6t, ha az els6 150 bekapcsolas egyikénél sem ég ki. Ezt felhasznélva a fenti szamolas helyett
azonnal adodik, hogy:

P(X > 150) = 0,996'%0 = 0, 5482

P(X > E(X)) = P(X > 250) = 0,996*° = 0, 3671

Itt a végeredmény érdekes, ami tulajdonképpen azt jelentihogy a bekapcsolasok széma a kiégésig,
vagyis a hasznalatok szama csak az izzok alig tobb, mint 36%-4nal haladja meg a varhaté értéket.

e) Megforditjuk a kérdést: azt a bekapcsolasi szamot (k) keressiik, amelynél tovabb mindéssze 0,05
valoszintiséggel hasznélhatjuk az izz6t. Formaélisan:

0,05=P(X >k), k="

Az el6z6ekben lattuk, hogy
P(X > k)= (1—-p)*
Igy
0,05 = (1 —p)* = (1 —0,04)* = 0,996"

Mindkét oldal 10-es alapt logaritmusét véve:
1g0,05 =k -1g0,996

~ 1g0,05

~ 1g 0,996
Ami azt jelenti, hogy 747-nél t6bbszor 0, 05, legfeljebb 747-szer pedig 0, 95 valoszintiséggel hasznal-
hatjuk az izzot.

= 747,4342

93



Altalanositva a c) feladatrészben kovetett gondolatmenetet, ha X:Geo(p), akkor

P(X >7)=(1—p)

7. feladat Egy villamoson p = 0,05 valdszintiséggel jelennek meg ellenérok és 8000 forintra biintetik a
bliccelket. Mi a valdszintisége annak, hogy a birsidg Osszege fedezi a bliccel§ éltal a lebukasig okozott
kart, ha a jegy ara 350 forint? (Az ellenérok a biintetéskor a jegyet nem vetetik meg a bliccelGvel.)

Megoldas: A bliccel§, minden egyes alkalommal, amikor nem biintetik meg, 350 forintos kart okoz. A
biintetés 8000 forintos 6sszegébdl 22 jegyre futja, 23-ra mar nem. Vagyis ha a legkésébb a 22. prébalkozésig
megbiintetik a bliccel6t, akkor maximum 22-350 = 7700 forintos kart okoz, ezt fedezi a birsag. Ha viszont
legkorabban a 23. utazaskor biintetik meg, akkor legalabb 23 -350 = 8050 forintos kart okoz, ezt mar nem
fedezi a birsag.

A kérdés tehat az, mi a valoszintiség-e annak, hogy legfeljebb 22-szer bliccelhet a lebukasig.

Legyen X a bliccelések szama a lebukasig. A P(X < 22) valoszintiséget kétféleképp szamolhatjuk.
Egyrészt a geometriai sorozat els6 n elemének 6sszegével:

P(X<22)=[P(X=1)+P(X=2)+P(X=3)+...+ P(X =22)] =

= [0,95°-0,05+0,95"-0,0540,95%-0,05...+0,95°"-0,05] = [0,95° 40,95 +0,95%...+0,95*']-0,05 =
~1-0,95%
~1-0,95

Ne feledjiik, hogy a zardjelben 22 tag all, igy az els6 22 tag Osszegét vessziik a geometriai sorozatbol.
Maésrészt

0,05 =1-0,95%2 = 0,6765

P(X <22)=1-P(X >22)=1-0,952 = 0,6765

Itt visszavezettiik a megoldést az ellentett esemény valoszintiségének kiszamitasara: P(X > 22) annak a
valoszintisége, hogy 22-nél tobbszor probalkozik a bliccel§ a lebukas el6tt, ami pontosan azt jelenti, hogy
az els6 22 alkalommal nem bukik le.
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3.1.3. Poisson-eloszlas

Definicio: Ha az X valoszintiségi valtozo eloszlasa valamely A > 0 paraméter mellett:

PUIEN
P(X =k) = J5e

ahol £k =0,1,2,..., akkor X Poisson-eloszlast valoszintiségi valtozd, A paraméterrel.
Jeloles: X :Poisson(A).

(Numerikus sorok osszegének felhasznélasaval ellendrizhetd, hogy az eloszlasban a valoszintségek Osszege

1.)

A varhato érték
és a szOras
alakban irhato fel.

Eddig a nevezetes eloszlasokat bizonyos tipusu kisérletekhez kotottiik. Felmeriil a kérdés, milyen feladatok
esetén hasznalhatjuk a Poisson-eloszlast. Ha egy esemény bizonyos intervallumban (ami id6beli és térbeli
intervallum is lehet) véletlenszertien kovetkezik be és az intervallumban ismerjik az atlagos bekovetke-
zésének szaméat (), akkor az adott intervallumban az esemény bekovetkezéseinek szama A\ paramétert,
Poisson-eloszlasa valdszintiségi valtozonak tekinthetd.

A kovetkezd abrakon kiilonbozé paraméterd Poisson-eloszlasi valoszintségi valtozok eloszlasat latjuk.

N

0.2 0.2

X : Poisson(2,3) X : Poisson(3)

E(X)=2,3 E(X)=3

18. abra. Poisson-eloszlés kiilonb6z6 paraméterekkel
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A hisztogramokon is megfigyelhetjiik, hogy a moédusz a A paraméterhez kozeli egész szam. Pontosabban
azt mondhatjuk, hogy ha X:Poisson()), akkor

e ha A\ egész szam, akkor két moédusz van, A — 1 és A,

e ha )\ nem egész szdm, akkor a moédusz a A egész része, azaz a hozza legkozelebbi, nala kisebb egész
SZAm.

Példék a Poisson-eloszléasra:

o Vasarlok szidma egy adott napon egy iizletben.

Uthibak szama egy adott hosszisagu ttszakaszon.

Nyomdahibak szdma egy bizonyos terjedelmi kiadvanyban.

Ugyfélszolgalatra beérkezs telefonhivasok szama egy adott idétartam alatt.

Kozlekedési lampa meghibasodasainak szama egy év alatt.

Balesetek szama egy keresztezédésben adott id6 alatt.

8. feladat Egy pékségben vésarolt tirds batyuban atlagosan 3 mazsola van. Mi a valosziniisége annak,
hogy egy ott vasarolt turds batyuban

a) pontosan két mazsola van?
b) van mazsola?

¢) a mazsoladk szama a varhato értéknél kevesebb?

Megoldas: A mazsolék el6fordulésa egy batyuban véletlenszerd, az egy batyura es§ mazsolak szdmanak
atlagos értéke ismert. Legyen az X valdszintiségi valtoz6 a mazsolak szama egy batyuban, amely Poisson-
eloszlastinak tekinthets, E(X) = A = 3 varhato értékkel.

a)
32

— — -3 _
P(X =2) = Zre™ = 10,2240
b)
30
P(X > 1):1—P(X<1):1—P(X:0):1—ae—3:0,9502
c)
30 3t 32
P(X<EX))=P(X<3)=[P(X=0+P(X=1)+P(X =2)] = ﬁe*i” + ?6*3 + 56*3 =

2
= [1—}—34—%]673 =0,4232

Erdemes megfigyelni az abrakon, hogy a Poisson-eloszlas nem szimmetrikus eloszlas (egyetlen para-
méterrel sem), emiatt a fenti valészintiségre nem is varhattunk 0, 5-et.
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9. feladat Egy varosban hetente atlagosan 5 tiizeset fordul el6. Mi a valdszintisége annak, hogy

a) 4 hét alatt pontosan 18 tiizeset torténik?

b) 1 nap legalabb 2 tiizeset torténik?

Megoldas: Legyen X az egy hét alatt el6forduld tiizesetek szdma, ekkor X Poisson-eloszlast kovet, 5
varhato értékkel (azaz A = 5).

a) Jelolje X* a négy hét alatt bekovetkezd tiizesetek szamét. Ha egy hét alatt atlagosan 5 tiizeset
torténik a varosban, akkor 4 hét alatt atlagosan 4 -5 = 20, igy X* is Poisson-eloszlasi valoszintiségi
valtozonak tekinthets, A* = 20 paraméterrel.

2018 _

e 20 — 0, 0844

P(X* =18) =

5
b) Jelolje X** az egy nap alatt bekovetkezs tiizesetek szamat, ennek atlagos értéke i1 igy X** is

: . . 5
Poisson-eloszlast valoszintiségi valtozonak tekinthets, \** = - paraméterrel.

0 1
P(X*>2)=1-[P(X=0+P(X=1)] =1~— [(i?e 34 (?e(?)} = 0,1608

10. feladat Egy nem tul forgalmas benzinkithoz 6ranként atlagosan 5,3 aut6 érkezik.

a) Mekkora annak a valoszintisége, hogy egy ora alatt pontosan harom auté érkezik a kathoz?
b) Mekkora annak a valoszintisége, hogy fél ora alatt érkezik autéd a kathoz?

¢) Mekkora az az id6tartam, amely alatt 0,95 valoszintiséggel érkezik auté a benzinkiathoz?

Megoldas:

a) A benzinkuthoz oranként érkezd autok szama legyen X. X Poisson-eloszlast kovet, E(X) = 5,3
varhato értékkel, igy A = 5, 3.

5,33

P(X =3)= a1 e %% =0,1239
P 5,3
b) X* legyen a féloranként érkezs autok szama, \* = 5 = 2,65.
* * * 27 650 —2,65
PX*>1)=1-PX*"<1)=1-P(X :O)zl—Te P2 =0,9293

c¢) Jelolje z a keresett id&tartamot. X legyen az x id6 alatt érkez6 autdk szdma, ennek A paraméterét
nem ismerjiik. A feladatban megadott valosziniiséget felirva:

0,95=P(X>1)=1-P(X<1)=1-P(X=0))=1- e =1—¢"
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Rendezés utan: R
e *=1-0,95=0,05

Mindkét oldal e-alapi logaritmusat véve:

—X=1n0,05 = —2,9957

\ = 2,9957

A kérdés viszont x-re vonatkozott, amirdl annyit tudunk, hogy A-ra igaz, hogy ugy ardnylik az
5,3-hoz, ahogy az x id6 az egy 6rahoz:

~

T A
1 5,
X 2,99
53 53

Mivel eddig éraban szdmoltunk, az eredményt is 6rdban kaptuk meg. Percre dtszamolva ~ 34 perc
az az idStartam, ami alatt kb. 0,95 valoszintiséggel érkezik aut6 a benzinkithoz.

~N W

x =0, 5652

11. feladat Egy focicsapat meccenként 16tt gbljainak szaméat az alabbi tablazat tartalmazza::

l6tt golok szdma | O | 1 | 2 | 3 | 4 |5 |6
meccsek szadma | 14 | 18 {29 | 18 [ 10| 7| 3 | 1

Hatéarozzuk meg az egy mérkézésre jutoé golok szamanak atlagértékét, majd a Poisson-eloszlas segitségével
szamoljuk ki, hogy milyen gyakorisagokat varunk az eloszlasbol!

Megoldas:

Els6ként vegyiik észre a kovetkezdt: a véges mintdnkat akarjuk modellezni egy olyan valészintiségi valtozo-
val, amelynek végtelen sok lehetséges értéke van (tudjuk, hogy egy Poisson-eloszlasu valoszintiségi
valtozo tetszoleges nemnegativ egész értéket felvehet).

Felmeriil a kérdés, hogy ezt megtehetjiik-e? A focicsapatunk hétnél tobb golt a megfigyelt mérkszések
egyikén sem 16tt, holott ez elméletben lehetséges. Ha Poisson-eloszlastinak tekintjiik a 16tt golok szamat,
akkor viszont az eloszlasbol a hétnél tobb 16tt gél valoszintisége nem nulla lesz. Mit tehetiink ilyen eset-
ben? Megnézziik, hogy a Poisson-eloszlasbol mekkora valdszintiséget kapunk a 7-nél tobb golra. Ha ez a
valoszintiség kellGen kicsi (majdnem 0), akkor elhanyagolhatonak tekintjik. Ekkor modellezhetiink
a végtelen eloszléssal.

A 16tt golok szamat tekintjiik az X valoszintiségi valtozonak. Azt feltételezziik, hogy X Poisson-eloszlasu
valoszintiségi valtozo, melynek A paraméterét a mintabol szamolt atlaggal becsiiljiik. A feladat szerint az
X vérhato értékének az egy mérkézésre esé golok szaménak atlagat tekintjiik, ami az Gsszesen 16tt gblok
szamanak és az Osszes megfigyelt mérkszés szamanak hanyadosa:

E<X>_0.14+1'18+2‘29+...+6-3+-1 230
- 144+184+29+...+3+1 100

2,3

Nézziikk meg, a A\ = 2,3 paraméterii Poisson-eloszlasbol mekkora valdszintiségeket kapunk a 16tt goélok
szamanak lehetséges értékeihez.
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~ 230

po=P(X =0)= T.e*“ =0,1003
2.31
p=PX=1)= 1—?,’ ce”%3 = 10,2306
2
p2=P(X =2) = % ce 23 =0,2652
2.33
4
pi=P(X =4) = % ce”%3 =0,1169
2.35
ps = P(X =5) = 5—?; L7238 20,0538
2.36
pe = P(X =6) = o e 23 = 10,0206
237 o4
pr=P(X =7) =" ¢ =0,0068

py=PX>T7)=1-P(X<7)=
=1-(P(X=0)+P(X =1)+...+ P(X = 7)) = 0,0025

Az elvart gyakorisagok (a kapott valoszintiségeket a mérkszések szamaval, szazzal szorozzuk):

16tt golok szama 0 1 2 3 4 5 6
megfigyelt gyakorisag 14 18 29 18 10 7 3 1
elvart gyakorisag 10,03 | 23,06 | 26,52 | 20,33 | 11,69 | 5,38 | 2,06 | 0,68

Latjuk, hogy a megfigyelt és az elvart gyakorisagok kozott kisebb-nagyobb eltérések vannak. Hogy ezeket
az eltéréseket hogyan értelmezhetjiik, azzal a y2-proba illeszkedésvizsgalatanal fogalkozunk.
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3.1.4. Kapcsolat a Poisson- és a binomialis eloszlas k6zott

Ha megnézziik a binomialis és a Poisson-eloszléashoz tartozé hisztogramokat, akkor felfedezhetiink némi
hasonlosagot kozottiik. Az alabbi abrakon azonos varhato értéki Poisson- és binomialis eloszlasiu valoszi-
niiségi valtozok eloszlésa lathato.

X : Poisson(3) X : Poisson(3)
X : Bin(20,0.15)

X : Bin(10,0.3)

X : Potsson(3)
X : Bin(100,0.03)

X : Poisson(3)
X : Bin(1000, 0.003)

19. abra. Azonos varhato értékd binomialis és Poisson-eloszlasok

Az abrakon latszik, hogy egy binomialis eloszlast valoszintiségi valtozot a vele azonos varhato értéki
Poisson-eloszlasi valdszintiségi valtoz6 annal jobban koézelit, minél nagyobb a binomialis eloszlas n para-
métere. Ennél kicsit tobbet is mondhatunk:

Allitas: Legyen X binomialis eloszlast valoszintségi valtozo, n és p paraméterekkel. Ha n elég nagy és
p (vagy 1 — p) elég kicsi, akkor X-et kozelithetjiik A\ = np paramétert Poisson-eloszlassal, azaz:

k n—k (" o
PX=k=p"-(1-p" " L) = e ahol A =mnp

12. feladat Egy irodahazban 1200 szamitogép tizemel. Koziiliik mindegyik, egymastol fliggetleniil 0,003
valoszintiséggel hibasodik meg naponta. (A hibas gépet csak a nap végén javitjak.) Mi a valosziniisége
annak, hogy hétfén

a) pontosan két szamitogép hibasodik meg?

b) nem torténik meghibasodas?

c¢) legalabb 4 szamitogép meghibasodik?

Megoldas: Legyen X a hétfén (vagy tetszéleges napon) a meghibasodasok (A esemény bekovetkezése-
inek) szama, n = 1200 kisérlet esetén. A meghibasodéasok egymaéstol fiiggetleniil kovetkeznek be, igy X
binomialis eloszlast kovet, p = P(A) = 0,003 és n = 1200 paraméterekkel.
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1200
2

Ugyanakkor n elég nagy, p elég kicsi, igy X kozelitheté A = np = 1200 - 0,003 = 3,6 paramétert
Poisson-eloszlassal:

P(X =2)=0,003%-0,997"1%. ( > = 10,1770

3,62
P(X=2)~ 51
Latjuk, hogy a Poisson-eloszléssal kozelitett értéket lényegesen egyszertibb kiszamolni, a kozelités

pontossaga pedig elég jonak tekinthetd.

e 30 =0,1771

b)
12
P(X =0)=0,003"-0,9972%. ( 000> =0,0272

Poisson-eloszlassal kozelitve:

¢) A pontos megoldas:

PX>4)=1-P(X<4)=1-[P(X=0+P(X=1)+P(X =2)+ P(X =3)] =

1200 1200 1200
=1- [0,0030 -0,9971200.. < 0 ) + 0,003 - 0,99719. ( . ) +0,003% . 0,9971198 . ( ) >+

12
+0,003% - 0,9971197 . ( 300)] = 0,4850
Poisson-eloszlassal kozelitve:
PX>4)=1-P(X<4)=1-[P(X=0+P(X=1)+P(X=2)+P(X =3)| ~

3.6 361 3.62 3.6
o T T Ty

zl—[ ].6*37620,4848
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4. Nevezetes eloszlasok 11.

4.1. Nevezetes folytonos eloszlasok

Folytonos eloszlasti valészintiségi valtozot akkor tekintiink adottnak, ha vagy az eloszlas-, vagy a st-
riiségfiiggvényét ismerjiik. Korabban lattuk, hogy az eloszlasfiiggvénnyel egyszertibb valoszintiségeket
kiszamolni, a stirtiségfiiggvény viszont sziikséges a varhato érték és a széras kiszdmitasahoz, valamint a
grafikonja szemléletesebb. A kdvetkezs nevezetes eloszlasoknal kihasznaljuk az adott strtiségfiiggvény
jellemzGit, hogy a varhato értéket és a szorést egyszertien, az eloszlasra jellemz6 paraméterekkel irjuk fel,
igy ezeknél az eloszlasoknal a szamitasokhoz elegendd lesz az eloszlasfiiggvényt felhasznélni.

4.1.1. Exponencialis eloszlas

Definicié: Legyen A teszdleges pozitiv szam (A > 0). Ha az X valoszintségi valtozo stirtiségfiiggvénye

Xe ™™ ha0<zx
J) = { 0  kiilsnben

akkor X exponencialis eloszlasu valoszintiségi valtozo, A paraméterrel.

Jelolés: X:Exp(\).

X : Exp(\)

f(@)

20. abra. Exponencialis eloszlasi valoszintiségi valtozo stirdségfiiggvénye

(Ellendrizziik, hogy az stirtiségfliggvény gorbe alatti teriilete valoban 1!)

Az X:Exp()) eloszlasfiiggvénye:

_ Az
F(az):{l e ha 0 < x

0 kiilonben.

A varhato érték és a szorés a folytonos eloszlasi valoszintségi valtozonél tanultak szerint szamolhato:

oo o0 1

E(X)z/ x-f(x)d:cz/ oo re o= . = &
- )

2 > 2 o 2 —\z 2

E<X>=/ w-f(x)dxz/o P ore = =

D(X) = E(X?) - E*(X) = % _ (1)2 1
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Igy a varhato érték:

1

E(X)=~-

(=1

A szoras: )
D(X) =~

()=

Megjegyzés: Tehat az exponencialis eloszlast valdszintiségi valtozo varhato értéke és szorasa megegyezik.
Exponencialis eloszlastu valészintiségi valtozo lehet jellemz&en egy mitiszer élettartama, varakozasi id6 stb..

1. feladat Egy LED-es izz6 élettartama exponencialis eloszlas kovet, 25000 6ra varhato élettartammal.
Mi a valészintisége annak, hogy egy ilyen izz6 élettartama

a) kevesebb, mint 20000 é6ra?

C

)
b) 20000 és 25000 ora kozé esik?
) legalabb a varhato érték?

)

d) t6bb, mint 30000 6ra, ha méar 20000 6raja miikodik?

Megoldas: Az X valoszintiségi valtozo legyen az izz6 élettartama (6raban), E(X) = 25000. A paraméter
a varhat6 értékbdl szamolhato. Tudjuk, hogy

1
E(X)=—
()=
fgy )
A= ——
E(X)
tehét
= — = 4
A 5% 000 0, 0000
Az eloszlasfiiggvény ennek segitségével:
1 — 000004z 1o () < o
Fle) = { 0 kiilsnben

a) A keresett valosziniiség az eloszlasfiiggvény értéke 20 000-nél:
P(X < 20000) = F(20000) = 1 — ¢~00000420000 _ 1 _ »=08 — ¢ 5507
b)
P(20000 < X < 25000) = F(25000) — F(20000) = (1 — e~ *0000425000) _ (7 _ ¢=0,00004:20000)

=(1-e)—(1-e") =0,6321 —0,5507 = 0,0814

P(X > E(X)) = P(X >25000) =1 — P(X < 25000) = 1 — F(25000) =
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d) A feltételes valoszintiségnél tanult definiciot kihasznalva:

P({X > 30000} N {X >20000}) P(X > 30000)
P(X > 30000 | X > 20000) = - =
(X > | X > ) P(X > 20000) P(X > 20000)

1 — F(30000) 1 — (1— ¢ 00000480000)  o—00000430000 0 o0 20000)
T 1—-F(20000) 1 — (1 — e 00000420000y ~ ¢—0,0000420000 — € -

— 0,0000410000 _ () 6703

Vegyiik észre, hogy

6*0,00004-10000 —1— (1 o 670,00004-10000) —1— F(]_O 000) — P(X > 10 000)

Az exponencialis eloszlas legfontosabb tulajdonsaga az "orokifju", vagy "emlékezet nélkiili" tulajdon-
sag:
PX>a+b|X >a)=P(X >0)
minden pozitiv a és b esetén.
Az el6z6 példaban ez azt jelenti, ha egy izz6 mar 20 000 6raja miikodik, akkor annak valoszintisége, hogy

tovabbi 10000 oran tul (azaz Osszesen tobb, mint 30000 ordig) miikodik, nem fiigg az elétte eltelt id6
hosszatol. A szamitas is ezt mutatta.

2. feladat Egy orvosi miiszer élettartama exponenciilis eloszlast kovet. A gyéarto a tervezett elavulés
jegyében ugy tervezte meg a miiszert, hogy csak kb. 15%-uk élettartama érje el a 10 évet.

a) Mekkora a mitiszer varhato élettartama?
b) Mi a valészintisége annak, egy ilyen miszer két éven beliil tonkremegy?

c¢) Feltéve, hogy egy ilyen miszer az elsé 5 éven beliil nem hibasodik meg, mi a valészintisége, hogy a
kovetkezs 3 éven beliil elromlik?

Megoldas: Az X valoszintségi valtozé a miszer élettartama évben szamolva. Sem az E(X) varhato
érték, sem a A paraméter nem ismert, igy a konkrét eloszlasfiiggvény sem ismert. A hidnyz6 paraméter
helyett viszont megadott a feladat egy valdszintiséget:

0,15 = P(X > 10)

ebbdl
0,85 = P(X < 10)

Hasznaljuk ki, hogy X exponenciélis eloszlast kovet:
0,85 = P(X < 10) = F(10) =1 — e 10

Rendezés utan:
e ™0 —=1_0,85=0,15

Mindkét oldal e-alapi logaritmusat vessziik:

—X-10 = In(0, 15)
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In(0,15)
10
Miutan kiszdmoltuk a paraméter értékét, az eloszlasfiiggvény:

A= — =0, 1897

1—e 018972 ha (<o
F(z) = { 0 kiilénben
a)
1
B(X)=~=——— =527
(X=X~ Oasor = 2215

A varhato élettartam tehat 52715 év (kb. 5 és egy negyed év).

b)
P(X <2)=F(2)=1-¢ 018972 — 1 _703™1 _ o 3157

¢) Hasznaljuk ki az 6rokifju tulajdonsagot, és vegyiik észre, hogy most az ellentettel kell szamolnunk:

P(X<5+43|X>5)=P(X<3)=F(3)=1-— 01873 =1 _ 705691 _ ( 4340

Kapcsolat az exponencialis és a Poisson-eloszlas kézott: Az exponencialis eloszlas paraméterére
ugyanazt a jelolést hasznéltuk, mint a Poisson-eloszlas paraméterére. Vajon véletlen ez, vagy talalhatunk
kapcsolatot a két eloszlas kdzott? Azt mondhatjuk, hogy Poisson-eloszlasban az események bekovetkezése
kozott eltelt id6t (a kovetkezs esemény bekovetkezéséig eltelt id6t) exponencialis eloszlasinak tekinthetjiik.
A kovetkezd példan nézziik, mit jelent ez:

3. feladat Egy augusztusi éjszakédn a hullocsillagokat figyeljiik a domboldalon. Tapasztalatok szerint
orankét atlagosan 2 hulldcsillagot lehet latni. Mi a valdszintisége annak, hogy fél 6ra alatt egyet sem
latunk?

I. Megoldas: Legyen az X valoszintiségi valtozd a fél éra alatt észlelt hulldcsillagok szdma, melynek
atlagos értéke 1 (egy ora alatt kettd az atlag, akkor fél ora alatt ennek a fele, azaz 1). X-et Poisson-
eloszlastinak tekinthetjiik,

)\ = = = = 1
E(X) 1
paraméterrel. Igy
10
P(X =0) = ae*1 =e 1 =0,3679

II. Megoldas: Felhasznalva, hogy két esemény bekdvetkezése kozott eltelt id6 exponencialis eloszlési,
legyen X a kovetkezd hullocsillag észleléséig eltel ids. Atlagos értéke fél ora, azaz E(X) = 0,5 (ennyi id6
telik el két csillaghullas kozott atlagosan). A A paraméter igy

1 1

5\: = = :2
E(X) 0,5

az eloszlasfliggvény:

_ 2z
F(x):{l e ha 0 < x

0 kiilonben

A kérdés ezzel a valoszintségi valtozoval ugy fogalmazhaté meg, hogy mi a valoszintisége annak, hogy fél
6ranal tobbet kell varni a hullocsillag észlelésére. A keresett valdszintiség:

P(X>0,5)=1-P(X<0,5)=1-F(0,5)=1—(1-e2%)=1-(1—e1)=e1=0,3679

Lathato, hogy a két eredmény pontosan megegyezik.
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4.1.2. Normalis eloszlas

Az egyik legfontosabb és leggyakrabban hasznalt eloszlas a statisztikiban a normélis eloszlés.

Definici6: Legyenek m tetsz6leges, o pozitiv valos szamok. Ha az X valoszintségi valtozo stirtiségfiigg-
vénye

Fla) = e

= [ 202

oV 2T
akkor X normalis eloszlast valészintiségi valtozé m és o paraméterekkel.
Jelolés: X:N(m, o).

0.9

X N(—1,0.5)
— X :N(2,1)
— X:N(2,2)

21. abra. Normalis eloszlési valoszintségi valtozo strtiségfiiggvénye kiillonb6z6 paraméterekkel

Az exponencialis eloszlashoz hasonloan az eloszlasfiiggvényt szeretnénk hasznalni, de itt sajnos f(x) ele-

mi modszerekkel nem integralhato, igy az eloszlasfiiggvényt csak az alabbi (szamolasra nem igazan
alkalmas, integralfiiggvényes) alakban tudjuk felirni:

1 x (t—m)2
F(x) e 202 dt
oV2T J_x

A varhato érték és a szoras:

Az X:N(m, o) valoszintségi valtozo strtségfiiggvényének specialis tulajdonsagai:

e szimmetrikus az © = m egyenesre (szimmetriatengelye a varhato értéknél van),

e maximuméat az x = m helyen veszi fel, a maximum értéke f(m)

1
oV o’

e inflexiés pontjai az x = m — o illetve x = m + o helyeken vannak.
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szimmetriai
tengely X : N(m, o)

inflexios

inflexids
pont pont
N N

f(x)

3
|
Q

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
]
1
1
1
]
1
1
T
ﬂll m-+o

1

]

22. abra. Normalis eloszlasu valdszintiségi valtozo siriségfiiggvényének jellemzéi

Ahhoz, hogy valoszintiségeket tudjunk szamolni, sziikség van egy speciélis, normalis eloszlasiu valoszintségi
valtoz6 megkiilonboztetésére, ez pedig a standard normalis eloszlast valészintiségi valtozo.

Definicié: Ha X:N(m, o), akkor az
X —-m

g

X* =

valoszintiségi valtozo standard normalis eloszlasi, 0 varhato értékkel és 1 szorassal, azaz X*:N(0, 1).

Az X*:N(0, 1) valoszintiségi valtozo strtiségfiiggvényét o(z)-el jeloljik:

eloszlasfiiggvényét pedig ®(x)-el:

1 T2
@(w)zﬁ (& 2 dt

A standard normalis eloszlast valoszintségi valtozo stirtiségfiiggvényére teljesiilnek, hogy

e az y-tengelyre szimmetrikus,

e inflexioés pontjai az x = —1 és x = 1 helyeken vannak,

1
e maximum helye az x = 0 hely, maximum értéke ¢(0) = —

Nir3

Bar a standard normalis eloszlést valoszintiségi valtozo stirtiségfliiggvénye egyszertibbnek tiinik, az integ-
ralasa még mindig nagyon nehéz, az eloszlasfiiggvényt igy most is csak integralfiiggvényes alakban tudtuk
felirni. Az integralasi nehézségeket egy tablazat segit dthidalni. Tudjuk, hogy
PX* < b) = B(b) = —— /b -9
= = e T
V21 )
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(A ©(b) érteke a p(x) strtsegfiiggvény grafikonjan az b-t8l balra es6 gorbe alatti teriiletet jelenti.) Ennek
az integralnak az értékét pedig tablazatbol kereshetjiik ki, barmely nemnegativ b esetén (természetesen
bizonyos lépéskozonként). Megjegyezziik, hogy a tablazat a ®(z) eloszlasfiiggvény értékeit tartalmazza,
ugyanakkor a valoszintiségeket abrazolni a o(z) striségfliggvény grafikonjan fogjuk. Az alabbi abrakon
lathatjuk, hogy a kiilonb6z8 modon felirt valoszintiségeket hogyan vezethetjiik vissza a ®(z) eloszlasfiigg-

vény értékeire:

o (b)
1— ®(b)
e(x) ()
0 b —b 0
P(X* < b) =®(b) P(X*< —b)=1—®(b)
23. abra.
o(b)
1— ®(b)
p(x) e(x)
0 b —-b 0
P(X*>b) =1 — &(b) P(X* > —b) = &(b)
24. 4bra.

A tablazat megadéasakor kihasznaljuk a standard normalis eloszlas stirtiségfiiggvényének szimmetridjat,
illetve azt, hogy a striiségfiiggvény gorbe alatti teriilete 1.

Erdemes megjegyezni, hogy a fentiek alapjan elgjel korrekciét hasznalhatunk:

®(—b) =1 — &(b)

A A standard normalis eloszléas eloszlastiiggvényének értékei cimi tablazatot a jegyzet végén talaljuk,
hasznélatat nézziik most meg.

4. feladat Legyen X* standard normalis eloszlastu valészintiségi valtozo. (X*: N(0,1).)

a) P(X* < 1,96)="
b) P(X* < —1,96)=?
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c) P(X*>2)="
d) P(X*>-1)="
e) P(—1,96 < X* < 1,96)="
f) P(—0,5 < X* <1)=?
g) P(0,5 < X* <1,5)=7
h) P(—1,5 < X* < —0,5)="
Megoldas:
a)
P(X* <1,96) = ®(1,96) = 0,9750

A standard normalis eloszlédshoz tartozo tablazatban az els6 oszlopban megkeressiik a valtozé

értékét az elsd tizedesjegyig (1,9), majd az els6 sorban megkeressiik a méasodik tizedesjegyet (0, 06).

A sor és oszlop metszetében talaljuk az eloszlasfiiggvény értékét: 0,9750. Hasonléan jarunk el a

tovabbiakban is.
b)

P(X*<—-1,96) =1—®(1,96) =1—0,975 = 0,025
c)
P(X*>2)=1—-®(2)=1-0,9772 = 0,0228
d)
P(X*>—-1)=®(1) =0,8413
e)
P(—1,96 < X* < 1,96) = ®(1,96) — ®(—1,96) = ®(1,96) — [1 — ©(1,96)] =2- ®(1,96) — 1 =
=2-0,9750 — 1 = 0,9500
f)
P(-0,5< X" <1)=®(1) — ®(—0,5) = ®(1) — [1 — @(0,5)] =®o(1)+ 9(0,5) — 1=
=0,8413+40,6915 — 1 =0,5328
g)
P(0,5 < X* <1,5)=®(1,5) — ®(0,5) = 0,9332 — 0,6915 = 0, 2417

h)

P(-1,5 < X* < —0,5) = ®(—0,5) — ®(—1,5) = [1 — ®(0,5)] — [1 — &(1,5)] =
= (1-10,6915) — (1 —0,9332) = 0,2417

Gyakran nem arra vagyunk kivancsiak, hogy az eloszlasfiiggvény milyen értéket vesz fel egy adott helyen,
hanem arra, hogy hol vesz fel egy értéket. Ehhez gyakorlatilag az eloszlasfiiggvény inverzét kell hasz-
nalnunk. (Az exponencidlis eloszlasnal is lattunk hasonlo példat, a 2. feladatban.) A téblazat most is
megkonnyiti a dolgunkat:
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5. feladat Legyen X* standard normalis eloszlast valoszintségi valtozo. (X* : N(0,1)).

X*<b)=0,9, b=7

X*>a)=0,73, a=?
X*<b)=0,2, b="
a< X* <b)=0,97

—a < X* < a)=0,9?

Megoldas:

a) P(X* <b)=®(b) =0,9, a[8.1]tablazatban most az eloszlasfiiggény értékei kozott keressiik a 0, 9-et
(tehéat a tablazat "belsejében’). A pontos érték nincs a tablazatban, ilyenkor a hozzé legkozelebbit
keressiik. (Szokas még ilyenkor interpolaciot alkalmazni, de ennél célravezet&bb sziikség esetén olyan
tablazatot keresni, amely tobb tizedesjegyet tartalmaz.) A 0,9-hez legkozelebbi érték a tablazatban
a 0,8997, ezt valasztjuk. A hozzé tartozd sorbol 1,2, az oszlopbdl a 0,08 érték olvashato le, igy

b=1,28

b) A tovabbiakban felhasznaljuk a korabbi Gsszefiiggéseket.
P(X*>a)=1-P(X*<a)=1-®(a)=0,21
rendezés utan
®(a)=1-0,21=0,79
a tablazatbol
a=0,81
¢) Mivel a valoszintiség
P(X*>a)=1-P(X*<a)=1—-®(a)=0,73

rendezés utan
®(a)=1-0,73=0,27

Ez az érték azonban nincs a tablazatban. Miért? Azért, mert 0, 5-nél kisebb, tehéat a értéke negativ
szam. Mit tehetiink ekkor? Hasznéljuk az elGjel korrekciot:

®(a) =1—P(—a) = 0,27

ebbdl
®(—a)=0,73
—a = 0,61
a=-—0,61

A szédmolés jelentGsen lerovidithetd, ha észrevessziik, hogy 0, 5-nél nagyobb eloszlésfiiggvény érték
P(X* > a) esetben csak negativ a esetén lehetséges.
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d) Vegyiik észre, hogy tartozik P(X* < b) értéke most kisebb, mint 0,5, igy b negativ szam. Ezzel
P(X* <b)=®(b) =1—&(—b) =0,2

d(—b)=1-0,2=0,8

B(—b) = 0,8
—b=0,84
b= —0,84

e) Ennek a kérdésnek nincs egyértelmt megoldasa. (Végtelen sok megoldas van, de ezeket csak 'ta-
lalgatéassal’ tudjuk meghatarozni, lévén a megoldas egy kétismeretlenes lineéaris egyenletrendszerre
vezet.)

f) Az el6z6 kérdés specialis esete. A kiilonbség az, hogy csak egy ismeretlen van, de ennél sokkal
fontosabb, hogy ennek eredményeként a varhato értékre (0-ra) szimmetrikus az intervallum. Ekkor

P(—a < X* <a)=®(a) — ®(—a) = P(a) — [1 — P(a)] =2-P(a) —1=0,9

Rendezés utan:

®(a) = 0,9+1 =0,95
2
Innen
a=1,65
Figyelembe véve, hogy az
X X—-m
o

valoszintiségi valtozo tetszoleges X : N(m, o) esetén standard normaélis eloszlast és

P(X<b):P(X_m< b_m>:P<X*< b_m)

(o g g

teljesiil, egy transzformacié utdn barmely normalis eloszlas esetén visszavezethetjik a szamitasokat a
standard normalis eloszlésra.

6. feladat Legyen X normalis eloszlast valoszintiségi valtozo, 5 varhato értékkel 4 szorassal.

Megoldas:
m=5 oc=4 X:N(54)
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a) Ahhoz, hogy szamolni tudjunk, elss lépésben standardizaljuk (transzformaljuk) az X-et oly modon,
hogy kivonjuk belSle m-et és osztjuk o-val. A transzforméciot az egyenlGtlenség mindkét oldalan
elvégezziik:

X—-m T7-5
<

P(X<7):P( . .

) — P(X* <0,5)
Innen a mar latott médon szamolhatunk tovabb:
P(X* <0,5)=®(0,5) =0,6915

Az alabbi dbran lathatjuk az eredeti, illetve a transzformalt valdszintiségi véltozohoz tartozéd si-
riségfiiggvényen a keresett valoszintségeket. (Azért, hogy a két strtségfiiggvény ugyanabban a
koordinatarendszerben jol lathato legyen, az = és y tengely aranya lényegesen eltér, de ez nem
befolyasolja, hogy a megfelels teriiletek nagysaga azonos.)

X*:N(0,1)
X :N(5,4)

f(=@)

25. abra.

X—-m
o

=1-®(0,75) = 1—0,7734 = 0, 2266

P(X<2):P( < 2;5) = P(X* < —0,75) = ®(—0,75) =

c¢) A tovabbiakban roviditsiink annyit a jelolésiinkon, hogy M _ X*_ot csak X* alakban irjuk le

a transzformaci6é utan.
* 6—5 * *
P(X > 6) = P(X > T) = P(X* > 0,25) = (1 ~ P(X* < 0,25)) =1-3(0,25) =
= 10,5987 = 0,4013
1-5

P(X >1)= P(X* > T) = P(X*>-1)=1-P(X* < —1) = &(1) = 0,8413

5—5 8—5
P(5<X<8):P(T < X*< T) — P(0 < X* <0,75) = 0,7734 — 0,5 = 0, 2734

7. feladat Legyen X normalis eloszlasi valoszintségi valtozo, 20 varhatd értékkel 3 szoréssal.

a) P(X <b)=0,54, b-7
b) P(X >a)=0,22, a="

c) Pm—c< X <m+c¢)=0,98, c="
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Megoldas: m =20, 0 = 3. X : N(20,3).
a)

P(X<b):P(X;m<b_320>:P(X*<b_T2O)

Tudjuk, hogy

b— 20 b— 20
P(X* < 7) - @(7) — 0,54
3 3
A tablazatbol (figyeljiink arra, hogy most az eloszlasfiiggvény értéke van megadval):
b — 20
—— =0,1
3 )

b=0,1-3+20=20,3

b) Hasonloan jarunk el, mint az el6z6 feladatrészben:

X - — 920 _ 920
P(X>a):P( m.a ):P(X*>“ )
o 3 3

Ez a valészintiség most:

a— 20

P(X*> ):0,22

1— @(“_320) — 0,22

—9
@(a . O) —1-0,22=0,78

a— 20
=0,77
3 )

a=0,77-3+20 = 22,31

c¢) A keresett intervallum a varhato értékre szimmetrikus, igy egyértelmd megoldast varunk. Hasznaljuk
ki, hogy m = 20:
Pm—c<X<m+c¢)=P20—c< X <20+¢) =
20 — ¢) — _
:P(( 0—c)—20 < X* < (20 + ¢) 20) _
3
—c c
= P(— <X*< 7)
3 3

—C C
P(— < X* < 7) — 0,98
3 3

o(5)-o() oo

¢ pozitiv szam, —c ekkor negativ, alkalmazhato ra az elGjel korrekcio:
c c
@(7) —[1- <1><7) — 0,98
3) ~11=2(3)]

2@(§) ~1=0,98

@(%) _ 0, 98+1
®(5) =09

C
- =233
3 )

c=3-2,33=6,99

Igy

Rendezziik az egyenletet:

A tablazatbol:
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A kapott eredmény azt jelenti, hogy egy X : N(20,3) valosziniiségi valtozd értéke a varhatd értékre
szimmetrikus
(20 — 6,99;20 + 6,99)

tehat a
(13,01;26,99)

intervallumba nagy, 0, 98 valészintiséggel esik.
Alkalmazzuk szoveges feladatokra a tanultakat!

8. feladat Egy populaciéban az IQ normalis eloszlastinak tekinthets, 100 pont varhato értékkel és 15
pont szorassal. A populéacio hany szazalékanak 1Q-ja

a) magasabb 120 pontnal?

b) alacsonyabb 80 pontnal?

c) esik 90 és 130 pont kozé?

Megoldas: A megoldés kulcsa, hogy ismerjiik a normélis eloszlas paramétereit és tudjuk felirni a meg-
adott valoszintiségi valtozoval a kérdéseket. A feladat megadja, hogy az X valészintiségi valtozo az 1Q
értéke, normalis eloszlasunak tekinthet§, m = 100, o = 15 paraméterekkel.

a) A kérdést felirjuk X-szel, majd az el6z6 feladatokban latott modon szamolunk:

120 — 100
15

=1—®(1,33) =1 - 0,9082 = 0,0918

4
P(X >120) = 1-P(X < 120) = 1—P(X* < ) - 1—P<X* < g) —1-P(X* < 1,33) =

Tehat a populécio 9, 18%-a rendelkezik 120 pontnal magasabb IQ-val.

b) A P(X < 80) valoszintiséget keressiik. Ha szemfiilesek vagyunk, akkor kihasznalhatjuk a strtiség-
fiiggvény szimmetridjat. X varhato értéke ugyanis 100, erre szimmetrikus a (80, 120) intervallum,
ezért P(X < 80) = P(X > 120). Az el6z6 feladat eredményét felhasznalva: P(X < 80) = 0,0918.
Ha nem vessziik észre a szimmetriat, akkor a hagyomanyos médon is szdmolhatuk, kihasznalva az
elGjel korrekcibt:

80 — 100
< J—

P(X < 80 :P<X*
(X <80) 15

) = P(X* < —1,3333) = &(—1,33) = 1 — &(1,33) =

=1-0,9082 = 0,0918

1 130 — 1
P(90<X<130):P<w<x*<3017500

= B(2) — B(—0,67) = B(2) — (1 - @(0,67)) = 10,9772 — 1+ 0, 7486 = 0, 7258

) = P(—0,6667 < X* < 2) =

9. feladat Egy alkatrész hossza normalis eloszlast kdvet, 100 mm varhato6 értékkel és 0,8 mm széréssal.
Selejtnek tekintiink egy alkatrészt, ha hossza a varhato értéktdl legalabb 1,5 mm-rel eltér.

a) Az alkatrészek hany szazaléka hosszabb 98 mm-nél?
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b) Hany széazalék selejt?

¢) Mekkora az a hossz, amelynél az alkatrészek mindossze 1%-a rovidebb?

Megoldas: Legyen X az alkatrész hossza, tudjuk, hogy m = 100, o = 0,8, igy X : N(100;0, 8).
A kérdéseket irjuk fel X segitségével!

a)

98 — 100

P(X > 98 :P(X*>

>:P(X* > 25)=1-P(X*<-25)=1—®(-2,5) =

=1- (1 — @(2,5)) = ®(2,5) =0,9938
Tehat az alkatrészek 99, 38%-a hosszabb, mint 98 mm.

b) Selejt helyett el6szor a nem selejtek ardnyat szamoljuk ki. Nem selejt egy alkatrész, ha hossza a
(100 — 1,5;100 + 1,5), azaz a (98,5; 101, 5) intervallumba esik. Ennek valoszintisége:

98,5 — 100 . _ 101,5—100
— < X< —

P X < 101 :P<
(98,5 < X < 101,5) 08 08

) — P(—1,8750 < X* < 1,8750) =
— B(1,875) — d(—1,875) = (1,875) — (1 — D(1,875)) = 2- B(1,875) — 1 = 20,9699 — 1 = 0, 9398

A selejtarany tehat 1 — 0,9398 = 0, 0602, azaz 6,02%.
¢) A keresett hosszt jelolje b. Tudjuk, hogy
0,01 = P(X <b)

Keressiik b-t!

P(X <b) = P(X* < b= 100)

(b—100
0,8

=0,01
75 )

Ez azt jelenti, hogy negativ szam (0,01 nincs benne a tablazatban), tehat elGjel korrekcio

)
sziikséges:

o5 0) <1 o) o

rendezés utan

—b+100
@(7) —1-0,01 = 0,99
0,8
a tablazatbol b 100
- —1233
0,8 ’

igy
b=100—2,33-0,8 = 98,136

Tehat 98,136 mm-nél az alkatrészek 1%-a rovidebb.
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Mit tehetiink, ha az eloszlas valamelyik paramétere hidnyzik?

10. feladat Egy termék tomege normélis eloszlast kovet, 70 g varhato értékkel. Tudjuk, hogy a termékek
15%-anak tomege legalabb 84 g. Hatarozzuk meg a szorast!

Megoldas: Legyen X a termék tomege. Amit tudunk: X : N(70,0), illetve P(X > 84) = 0, 15. Erdemes
az ellentettel szamolni: P(X < 84) = 0,85. Innen

P(X < 84) = P(X* - 70) - P(X* < E) - @(E> = 0,85

g g g

A tablazatbol "
= =1,04
g

M 556
T 10

A szorés tehat: o = 15, 56.

Megjegyzés: A feladatok megoldasa soran tobbszor talalkoztunk olyan esettel, mikor a standardizaléas
utan O-ra szimmetrikus intervallumot kaptunk. (Figyeljiik meg, hogy ilyenkor az eredeti valoszintiségi
valtozo is a varhato értékére szimmetrikus intervallumba esett.) Az alabbi formulaval standard normaélis
eloszlasnél rovidithetiink a szdmolason:

P(—a < X" <a)=2%(a) — 1

Hasznéljuk fel ezt a kovetkezd valdszintiségek kiszamitédsahoz!

12. feladat Legyen X : N(m, o). Mekkora annak a valoszintisége, hogy X értéke a varhato értékétsl
kevesebb, mint

a) egy szoréssal,
b) két szorassal,

¢) harom szorassal

tér el?
Megoldas:
2)
P<m_a<X<m+J):P(W<X*<W) =P-1<X*<1)=
=2P(1)-1=2-0,8413 —1=0,6826
b)

(m—20)—m<X*< (m+20) —m

P(m—2cr<X<m+20):P<
o o

):P(—2<X*<2):
—20(2) —1=2-0,9772 — 1 = 0, 9544
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c)

m—30)—m

30) —
P(m—3a<X<m+3a):P(( <X*<w

g g

=2.0,9987 — 1 = 0,9974

) = P(—3< X* <3)=20(3)-1=

A stirtiségfiiggvény grafikonjan a kapott eredmények:

X : N(m,o) X : N(m,o)

m—o m+o m — 20 m m+ 20

m — 30 m m + 30

26. abra.

Az eredményiink minden normalis eloszlast valdszintiségi valtozora igaz, paramétertdl fliggetleniil. Azt
is érdemes megjegyezni, hogy a varhatd értéktsl valod eltérés és a szords ardnya a transzformacioé utan is
ugyanannyi marad.
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5. Mintaelemek atlaganak statisztikai viselkedése

Az el6z6 fejezetekben megismertiink néhany nevezetes eloszlast, megnéztiik, hogyan szamolhatjuk valo-
szintiségi valtozok varhato értékét, szorasat (akar altalanos, akar nevezetes esetben). Egy sokasag meg-

figyelése soran azonban gyakran valdszintiségi valtozok Osszegét, atlagat vizsgéaljuk. Adoédnak az alabbi
kérdések:

e Mit mondhatunk valészintiségi valtozok Osszegének és atlaganak eloszlasarol?
o 'Orokli-e’ az Gsszeg és az atlag az eredetileg megfigyelt valoszintségi valtozok eloszlasat?
e 'Orokli-e’ az Osszeg és az atlag az eredeti valoszintségi valtozok paramétereit, varhato értékét, szo-

rasat?

Altalanossagban nem a valasz ezekre a kérdésekre, de bizonyos esetekben az eredeti eloszlas varhato
értékébdl és szorasabol tudjuk szarmaztatni az dsszeg és az atlag varhato értékét és szorasat. S6t, néhany
feltétel teljesiilése esetén az Osszeg és az atlag eloszlaséara is tudunk kovetkeztetni.

5.1. Valészintiségi valtozok 6sszegének varhato értéke és szorasa

Els6ként nézziik, hogy valoszintiségi valtozok Osszegének varhato értékét és szoérasat hogyan szamolhatjuk
ki az eredeti varhato értékek és szorasok segitségével.

Tétel: Ha az X1, Xo,..., X, azonos eloszlast val6szintiségi valtozoknak létezik E(X7), E(Xs), ...,
E(X,) varhato értéke, akkor Osszegiiknek is létezik, és az Gsszegiik varhato értéke megegyezik a
varhato értékek Osszegével. Azaz

E(Xl +X2+...+Xn) :E(X1)+E(X2)+...+E(Xn>

A szorasnégyzetekre hasonlod Osszefiiggés igaz, de itt mar megkdveteljiik, hogy a valdszintiségi valtozok
fiiggetlenek is legyenek.

Tétel: Ha az X1, Xy, ..., X,, azonos eloszlasu, fiiggetlen valészintiségi valtozoknak létezik D(X7),
D(X3), ..., D(X,) szorasa, akkor az Osszegiiknek is létezik, és az Osszegiik szorasnégyzete egyenls
a szorasnégyzetek Gsszegével. Azaz

D*(X1+ Xy +...,X,) = D*(X1) + D*(Xo) + ... + D*(X,,)

amit

D(X; + Xo+ ...+ X,) = V/D2(X)) + D2(X3) + ... + D2(X,,)

alakba is frhatunk.
Megjegyzés: Ha a valoszintiségi valtozok varhatod értéke és szorasa azonos, tehat

E(X1)=E(Xs) =...= B(X,) =m
D(X1)=D(Xs)=...=D(X,) =0

akkor a fenti formuldk az aldbbi alakra egyszertisodnek:

EXi+Xo+...+Xp)=n-m
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DX1+Xo+...+X,)=Vn-02=0-yn

Specialisan normaélis eloszlast valoszintiségi valtozok Osszegére ennél tobbet is mondhatunk:

Tétel: Ha X, Xo,..., X, filiggetlen, normalis eloszlast valdszintiségi valtozok, rendre (my,o01),
(ma,02),...,(my, 0,) paraméterekkel, akkor Gsszegiik is normalis eloszlasu valoszintiségi valtozo,

<m1+m2+...+mn,\/U%+U§+...+0,%>

paraméterekkel.

Egyszertibben leirva: ha X; : N(m;,0;), minden ¢ = 1,2,..., n esetén, akkor

X1+X2+...+Xn:N(m1+m2+...+mn,\/a%+a§+...,a%)

Megjegyzés: Azonos paraméterek esetén az Osszeg varhato értéke és szorasa normélis eloszlas esetén is egy-

szertibb alakba irhato: Ha X, X, ..., X, figgetlen, normélis eloszlasu valoszintiségi valtozok, melyekre
X;: N(m,o), minden ¢ = 1,2,...,n esetén, akkor

X1+X2+...+Xn:N(n-m,a-\/ﬁ)

Alkalmazzuk ezeket az Gsszefliggéseket elGszor kiilonbozd paramétert valoszintiségi valtozokral

1. feladat Egy csokoladé kétféle kiszerelésben kaphato. A kisebb tomege normalis eloszlast kovet 45g
varhato értékkel és 2 g szorassal. A nagyobb egy promoécio keretében ideiglenesen kaphato, tomege norméa-
lis eloszlast kovet, 95 g varhato értékkel és 3 g szérassal. Két kisebb és egy nagyobb kiszerelésti csokoladét
vasarolunk. Mi a valdszintisége annak, hogy a két kisebb tomege 0sszesen nagyobb, mint a nagy kiszere-
léstié?

Megoldas: Harom valészintiségi valtozonk van, mindhédrom normalis eloszlast kovet, kiillonboz6 paramé-
terekkel. Legyenek

X1: az egyik kisebb csokoladészelet témege, my = 45, o1 = 2, paraméterekkel,
X5: a masik kisebb szelet tomege, ekkor mo = 45, o9 = 2, paraméterekkel,

X3: a nagyobb szelet tomege, ekkor mz = 95, 03 = 3, paraméterekkel.
Igy X7 : N(45,2), Xo: N(45,2), és X3 : N(95,3).

Keérdés: P(X1 + X9 > X3) = P(Xl + X9 — X3 > 0):7 Legyen
Y =X1+X2— X3
Tudjuk, hogy Y normélis eloszlast valészintiségi valtozo, melyre

E(Y) = E(X; + X2 — X3) = E(X)) + E(Xs) — BE(X3) =45 +45 - 95 = —5

D(Y) = D(X1 + Xy — X3) = /D2(X}) + D%(Xs) + D2(X3) =

= V22422432 =17 =4,1231
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Igy Y : N(—5;4,1231), ezért:

0—(=5)
P(X1+ X, — X = P(Y _P<Y* )_
(X1 4 X = X > 0) = PV > 0) ~ 31231
= P(Y*>1,2127) = 1 — ®(1,2127) = 1 — 0,8869 = 0, 1131

0,1131 tehat a valoszintisége annak, hogy a két kisebb csokoladé Gssztomege tobb, mint a nagyobb szelet
tomege.
A szamolasnal kihasznaltuk, hogy

E(-X3) = —E(X3)
D(-X3) =| —1|-D(X3) = D(X3)

Nézziik, azonos paraméterd valoszintiségi valtozok Osszegére hogyan alkalmazhatjuk a tanult osszefliggé-
seket!

2. feladat Egy bizonyos csokoladét harmasaval csomagolva arulnak. Egy ilyen csokoladé tomege normélis
eloszlast kovet, 100g varhato értékkel és 4g szorassal. Mi a valoszinlisége annak, hogy egy harmas
kiszerelést vasarolva tobb, mint 305 g csokoladét kapunk?

Megoldas: Harom valészintiségi valtozonk van, mindhédrom normélis eloszlast kovet, azonos paraméte-
rekkel. Legyenek

X1: az els6 csokoladészelet tomege, m; = 100, o7 = 4, paraméterekkel,
X5: mésodik szelet tomege, ekkor my = 100, 02 = 4,

X3: a harmadik szelet tomege, ekkor mz = 100, o3 = 4.

X1 : N(100,4), X2 : N(100,4), X3 : N(100,4). Azonos paraméterd mindharom valoszintiségi valtozo, ezt
kihasznélva egyszertsitjiik a jelolést:

mi =mo =mg=100=m

cp=09=03=4=0

A harmas csomagolasban a csokoladé tomegét jelolje Y, melyre
Y=X1+Xo+ X3
normalis eloszlast kovet, varhato értéke és szoérasa:

E(Y) = E(Xl + X +X3) = E(Xl) + E(XQ) —I—E(Xg) =3-m=3-100 = 300

D(Y) = D(X1 + Xo + X3) = \/D2(X1) + D2(X3) + D2(X3) =0 -V3=4-V3 =
= 6,9282

A valoszintiséget a normalis eloszlas segitségével szamoljuk, kihasznalva, hogy Y : N(300; 6, 9282):

305 — 300
P(X) + Xo + X3 > 305) = P(Y > 305) = P(Y* > 7) -

6,9282
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= P(Y* >0,7217) = 1 — ®(0,7217) = 1 — 0, 7642 = 0, 2358

A keresett valoszintiség tehat 0,2358.

A megoldast latva felvetédik a kérdés, hogy az Y = X1 + X5 + X3 feliras helyett miért nem alkalmaztuk
az Y = 3- X alakot, ha a harom valészintiségi valtozé ugyanolyan eloszlast, ugyanolyan paraméterekkel.

A valaszhoz a kovetkezs Osszefiiggést kell megismerniink:
Ha X : N(m, o) és a tetsz6leges valos szam, akkor

a-X:N(a-m,|a|-o)
azaz egy (m, o) paramétert, normaélis eloszlasi valoszintiségi valtozot barmely a valos szimmal szorzunk,
a - X is normalis eloszlast kovet, a - m varhato értékkel és | a | -0 szorassal.

(Azt korébban is lattuk, hogy ha X valoszintiségi valtozonak létezik varhato értéke és szoréasa, akkor
E(a-X)=a-E(X)és D(a-X)=|a|-D(X), ehhez a fenti allitas annyit tesz hozza, hogy a- X is normalis
eloszlasi, ha X normélis eloszlasu.)

A kiilonbséget az alabbi feladaton is lathatjuk.

3. feladat Legyen X : N(50;4,3), X1, X2, X3 pedig harom, egymastol fiiggetlen, valoszintségi valtozo,
melyek varhato értéke rendre 50, szorasa rendre 4,3 (azaz X; : N(50;4,3), i = 1,2, 3 esetén).

a) P(3-X < 146)="?
b) P(X1 + X9+ X3 < 146)="

Megoldas: Amit tudunk:
0=FE(X1) = E(X2) = E(X3)
3

= D(X;) = D(X2) = D(X3)
a) Legyen Y =3 X.
E(Y)=FEB-X)=3-E(X)=3-50=150
DY)=D@B-X)=|3|-D(X)=3-4,3=12,9
Kihasznaljuk, hogy Y normalis eloszlést kovet, 150 varhato értékkel és 12,9 szorassal:

146 — 150
12,9

=1—®(0,3101) = 10,6217 = 0, 3783

P(3-X < 146) = P(Y < 146) = P(Y* < ) = P(Y* < —0,3101) =

b) Legyen Z = X7 + Xo + X3.
E(Z) = E(Xl + X9+ Xg) = E(Xl) + E(XQ) + E(Xg) =3-50 =150

D(Z) = D(X) + Xo + X3) = /D2(X1) + D%(X2) + D%(X3) = 4,3 - /3 = 7,4478

146 — 150
P(X1+ Xo+ X3 < 146) = P(Z < 146) = P(Z* < m) B

= P(Z* < —0,5371) = 1 — ®(0,5371) = 1 — 0, 7054 = 0, 2046

Lathato, hogy a két valdszintiségi valtozd csak a szordsaban tér el egymastol, a varhatd értékében nem.
Ugyanakkor ez az eltérés jelentGsen befolyasolja a valdszintiséget.
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5.2. Valészintiiségi valtozok atlaganak varhato értéke és szoérasa

4. feladat Egy dobozban 10 goly6 van, 2 piros, 3 zold, 5 fekete. Egy goly6t hiizunk a dobozbdl, az X
valoszintiségi valtozd értéke legyen 0, ha a kihizott golyo piros, 1, ha zold és 2, ha fekete. Huzunk egy
golyot, majd feljegyezziik a hozza tartozo valoszintségi valtozo értékét (Xi). Majd az eredeti kisérletet
még egyszer elvégezziik (tehat visszatevéssel huzunk), és Gjra feljegyezziik a valoszintségi valtozo értékét

- X1+Xo — :
(X32). Irjuk fel az 2L E22 X valoszintségi valtozo varhato értékét és szorasat!

Megoldas: A feladatbol X eloszlasat konnyen felirhatjuk:

X { 0?2 0,13 0,25
Az eloszlasbol X varhato értékét és szorasat is kiszamolhatjuk:
E(X)=0-0,241-0,3+2-0,5=1,3
E(X?)=0%-0,24+1%2.0,3+2%-0,5=2,3
D(X)=+/2,3-1,32= /0,61 =0,7810

Tekintsiik at, hogy a mintavételnek milyen eredménye lehet. Példaul ha el&szor piros golyot hizunk,
akkor X értéke 0, ha mésodszor is pirosat, akkor X5 értéke is nulla. Ennek valoszintisége a fliggetlenséget
kihasznalva P(X; =0)- P(Xy=0)=0,2-0,2 = 0,04.

Az 6sszes lehetséges kimenetel X7, Xo értékei szerint: (0,0), (0,1), (0,2), (1,0), (1,1), (1,2), (2,0), (2,1),
(2,2).

Irjuk fel ezekhez a megfelels valoszintségeket!

(X1,X2) | X = % valoszintiség
(0,0) 0 0,04
(0,1) 0,5 0,06
(0,2) 1 0,1
(1,0) 0,5 0,06
(1,1) 1 0,09
(1,2) 1,5 0,15
(2,0) 1 0,1
(2,1) 1,5 0,15
(2,2) 2 0,25

A téablazatbol leolvashatjuk az atlag eloszlasat (vegyiik figyelembe, hogy az atlag értéke pl. 0,5 kétféle-
képpen lehet, ezért a hozza tartozd valoszintség: 0,06 + 0,06 = 0,12). Igy

<. 0 05 1 15 2
"1 0,04 0,12 0,29 0,3 0,25

A szokasos modon szamolhatjuk a varhato értéket és a szorast:

E(X)=0-0,04+0,5-0,12+1-0,294+1,5-0,3+2-0,25 = 1,3
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E(X?) =02-0,04+0,5%2-0,12+ 120,20 + 1,5%- 0,3 + 220,25 = 1,995
D(X) = /1,995 — 1,32 = /0, 3050 = 0, 5523

Azt lathatjuk, hogy az atlag varhaté értéke megegyezik az eredeti valdszintiségi valtozd varhatod értékével,

D(X 0, 7810
a szorast megvizsgalva pedig azt vehetjiik észre, hogy DEX; = 0:5523 = 1,4141 = V2. Ez azt jelenti,
—. D(X)

hogy D(X) = 7

Altalanositsuk a feladat megoldasa soran kapott eredményt:
A valoszintiségi valtozok Osszegére vonatkozo Osszefiiggéseket felhasznalva belathato, hogy ha valamely X
valoszintiségi valtozo megfigyelésére n elemii véletlen (fiiggetlen) mintat vesziink, melynek X1, Xs, ..., X,

(X-el azonos eloszlasi) elemeinek varhato értéke rendre m, szorasa o, akkor a minta atlaganak(X') varhato

érteke és szordsa: E(X) =m, D(X) = 7

vn

Tétel: Ha az X1, Xo,..., X, azonos eloszlasu, fliggetlen valoszintiségi valtozoknak létezik varhato
értéke és szorasa, melyek rendre megegyeznek, azaz E(X;) = E(X3) = ... = E(X,) = m és
D(X,) =D(X3) =...=D(X,) = o0, akkor az atlaguknak is létezik varhato értéke és szorasa:

E<X1+X2+~--+Xn)

n
és
(Xl—l-XQ—i-...,Xn) o
D =
n Vn
Tétel: Ha az X1, X, ..., X,, normalis eloszlas, fiiggetlen valészintiségi valtozok varhaté értéke rendre

m, szordsa rendre o, akkor az atlaguk, az

Xi+Xo+...+ X,
n

X =
. » - 7 ’ z 2 7 O- z 7 ~N 0.
val6szintiségi valtozo is normalis eloszlast, m varhato értékkel és T szorassal. Azaz X : N (m, 7)
n n

Megjegyzés: Az atlag varhato értéke tehat megegyezik az eredeti varhato6 értékkel, nem fiigg n-t6l, azonban
az atlag szorasa n noévelésével csokken, tehat minél tobb megfigyelésiink van, a valészintiségi valtozok
atlaganak szordsa annal kisebb. A gyakorlatban ez azt jelenti, hogy minél t6bb megfigyelésiink van, az
atlag varhato értéktdl valod eltérése varhatdéan annal kisebb lesz.

5. feladat Egy mitiszer élettartama normalis eloszlast kovet, 80 honap varhato értékkel és 2,5 honap
szorassal. 20 ilyen miiszert teszteliink, addig hasznaljuk Gket, mig tonkre nem mennek. Mindegyik
esetében feljegyezziik az élettartamot. Mi a val6szintlisége annak, hogy az élettartamok atlaga

a) kevesebb, mint 79 honap?

b) t6bb, mint 82 honap?
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Megoldas: X jelolje az mitszer élettartamat
E(X)=80=m

D(X)=25=0¢

A megfigyelésbdl az i-edik miszer élettartamat jelolje X; (i = 1,2,...,20). Van n = 20 valoszindségi
valtozonk, melyekre teljesiil, hogy

normaélis eloszlasu

fliggetlen
M(X;)=80=m
D(X;)=2,5=0

val6szintiségi valtozok. Ekkor az
X1+ Xo+ ...+ Xoo

X =
20
. .y 3 . 2,5 L.
normalis eloszlasi valdszintiségi valtozd, m = 80 varhato értékkel és — = =0, 5590 szorassal.
Vi V20
a)
X1+ Xo+ ...+ Xy — X—-m _79-80
P( <79) = P(X < 79) = P( ) =
20 (X <79) 9 0, 5590
Vn
79 — 80 N
= P(X* < ) =P(X" < —1,7889) =1— ®(1,7889) =1 — 0,9633 = 0,0367.
0, 5590
A transzformalt valoszintiségi valtozot (ami most—z—) a megszokott X *-gal jeloltiik, a tovabbi-
NG
akban méar csak ezt az egyszertsitett jelolést hasznéljuk.
b)
X1+Xo+...+ Xy — 82 — &80
P( >82) = P(X >82) =1- P(X" < ) =
20 ( ) 0,5590

=1—-P(X*<3,5778) =1 — ®(3,5778) =1 —0,9998 = 0,0002

Otlet: Nézzitk meg, hogy egyetlen ilyen miszer esetén mekkora annak a valoszintisége, hogy 79 honapon
beliil tonkremegy, és hasonlitsuk 0ssze az eredményt az (a) részben az atlagra kapott értékkel. Mi az oka
az eltérésnek?
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5.3. Kozponti hatareloszlas tétele

Eddig azt lattuk, hogy normalis eloszlasi valoszintiségi valtozok Osszege és atlaga is normalis eloszlést
kovet. Felvet6dik a kérdés, hogy tetsz6leges eloszlasti valdszintiségi valtozok atlaganak eloszlasardl mit
mondhatunk?

A kovetkezs Gsszefiiggést k6zponti hatareloszlas tétele néven ismerjiik. Tulajdonképpen azt mondja ki,
hogy sok, azonos eloszlasa, fliggetlen, azonos varhaté értéki és azonos szoérasu valdszintiségi
valtozo atlaga (6sszege) kozelitSleg normalis eloszlast. Az azonos eloszlas tetszéleges lehet.

Tétel: (Kozponti- vagy centralis hatareloszlas tétele)
Ha az X1, Xo, ..., X, valészintiségi valtozokra n > 30 esetén teljesiil, hogy:

azonos eloszlasiak,

?}gﬁ?ieie; minden (i = 1,2,...,n)-re,
1) i
D(X,L) = 0,
akkor az
= Xi+Xo+...+X
o X = =2 tl2t.. 4 An valoszintségi valtozo kozelitGleg normalis eloszlast, m varhato értékkel

n
o — o
és — szorassal, azaz X =~ N(m, —).
N o 7
o X; + Xo+ ...+ X, valoszintiségi valtozo kozelitSleg normélis eloszlasi, n - m varhatd értékkel és
o - +/n szorassal, azaz X1+ Xo+ ...+ X;, = N(n‘m,a-\/ﬁ).

6. feladat Adott n = 40 darab azonos eloszlast, fliggetlen, valészintiségi valtozo, melyek varhato értéke
rendre 100, szérasa rendre 12. Mekkora lehet annak a valdszintisége, hogy az atlaguk

a) 100,5-nél kevesebb?
b) 99 és 100 kozé esik?

c) 99 és 101 kozé esik?

Megoldas: A feladatbol tudjuk, hogy

azonos eloszlasu
fliggetlenek
M(X;) =100 =m

X1, X9, ..., Xyo: valoszintségi valtozok.

A kozponti hatareloszlas tétel szerint az atlaguk,

X1+X2+...+X40
40

X =

kozelitSleg normalis eloszlast kovet,
m = 100
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varhato értékkel és 19

Vi VD

szorassal. A normaélis eloszlas szerint szamolunk:

=1,8974

a)

X4+ Xo+.. . 4+X _ 100,5 — 100
P( s 210 * 40<100,5):P(X<100,5):P(X*<’172):
/10
100.5 — 100
- P(X* < 7) — P(X* < 0,2635) ~ ®(0,2635) = 0, 6026
1,8974 ( )~ o )
b)
Xi+Xo+.. 4+ X _
P<99< 1+ 210 + 40<100):P(99<X<100>:
99 — 100 100 — 100
:P<7 X* 7):13—0,5270 X* < 0) ~ ®(0) — B(—0,5270) =
1.8074 =7 < 71,8074 ( <XT<0)~ 2(0) - & )
= ®(0) — [1— ®(0,5270)] = 0,5 — 1 40,7019 = 0, 2019
c)
Xi+ X9+ .+ Xuo _ 99 — 100 101 — 100
P( 11>:P( X 11):P(7 X* 7):
99 < 10 < 10 99 <X <10 1.8074 < < 1.8074

= (—0,5270 < X* < 0,5270) ~2-®(0,5270) —1=2-0,7019 — 1 = 0,4038

7. feladat Egy 6j tipust gumiabroncs élettartamanak eloszldsa nem ismert, a varhatéd értéke 43 500 km,
a szorasa 345 km. 100 ilyen gumiabroncsot teszteliink, megmérjiik az élettartamukat.

a) Mekkora lehet annak a valoszintsége annak, hogy az élettartamuk atlaga legalabb az atlag varhato
értéke?

b) Melyik az az élettartam, amelynél a gumiabroncsok élettartamanak atlaga kb. 0,95 valoszintiséggel

kisebb?

¢) Kb. 0,95 valészintiséggel milyen, varhatoé értékre szimmetrikus intervallumba esik az abroncsok
élettartamanak atlaga?

d) Hogyan valtozik a (c) kérdésben meghatarozott intervallum, ha a tesztelt abroncsok szaméat n = 400-
ra noveljik?

Megoldas: Legyen X;: az i-edik abroncs élettartama, (i = 1,2,...,n), n = 100. Tudjuk, hogy

azonos eloszlasi
fliggetlen

M(X;) =43500 =m
D(X;)=345=0

X1, Xo, ..., X100 valoszintiségi valtozok.
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Igy

Y =
100
kozelit6leg normalis eloszlast kovet,
m = 43500
varhat6 értékkel és 245
o
— =—=34,5
Vo /100

szorassal.

a)

P<X1—|—X2—|—...+X100

43500 — 43500> B
100 N

> :1—P(Y 43500):1—P(X*
—m) < DY

=1-P(X*<0)~1-®0)=1-0,5=0,5

A tovabbiakban a valészintiségi valtozok atlagat méar nem irjuk ki kiilon lépésben, csak X-ként.
A keresett élettartamot jelolje b. Keressiik azt a b-t, amelyre

P(X <b)=~0,95
teljesiil.

Kihasznaljuk, hogy az atlag kozel normélis eloszlast, és az egyenlet bal oldaldn transzformélunk:

P(X <b) = P(X* < Mﬂ) ~ (Mﬂ)

34,5 34,5
Igy b — 43500
<W) ~ 0,95
A tablazatbol: b — 43500
347,5 ~ 1,65

innen
b~ 43500 4+ 1,65 - 34,5 = 43556, 925

A (—00;43556,925) intervallumba kb. 0,95 valoszintiséggel varjuk az élettartamok atlagéanak érté-
két.

(Az ilyen intervallumokat szokas egyoldali konfidencia-intervallumnak nevezni.)

A szaz gumiabroncs élettartamanak atlaga kb. 0,95 valoszintiséggel kisebb, mint 43 556,925 km.
Keressiik azt a c-t, amelyre
0,95~ P(m—c< X <m+c)=P(43500 — ¢ < X < 43500 + ¢)

A jobb oldal:
P(43500 — ¢ < X < 43500 + ¢) =

_ P< (43500 — ¢) — 43500 _ . _ (43500 +¢) - 435()0) N
34,5 34,5
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—C C C
zP( X* )x2-<1>< )—1
315 = S 345 31,5

A kovetkezd egyenletet kaptuk:

34,5

Rendezés utan: 0.954 1
c
(i) =5
345 5 0,9750
A tablazatbol: .
~ 1,96
34,5 ’

c=1,96-34,5= 67,62

A keresett intervallum:
(43500 — 67,62; 43 500 + 67, 62)

azZaz
(43432, 38; 43567, 62)

(Az ilyen intervallumokat szokas kétoldali konfidencia-intervallumnak nevezni.)

Gondoljuk at, mit jelent a kapott eredmény:

A gumiabroncsok tesztelése el6tt, az ismert varhato értékbdl és szorasbol meg tudjuk mondani, hogy
a (43432, 38;43567,62) intervallumba nagy, kb. 0,95 valoszintiséggel varjuk a mérési eredményeink
atlagat. Ez azt jelenti, hogy az atlag ebbe az intervallumba fog esni? Természetesen nem, kicsi, kb.
0,05 valoszintiséggel ezen kiviili atlagélettartamot is kaphatunk. Ugyanakkor ennek kicsi az esélye,
altalaban azt varjuk, hogy egy nagy valdszintiségli esemény kovetkezik be. Kés6bb a hipotézis-
vizsgalatnal megnézziik, hogy hogyan értelmezziik azt az esetet, amikor 'nem vért’, kis val6szint-
ségi eredményt kapunk a kisérleteink, méréseink eredményeként.

X1+X2++Xn

Az X = atlag varhato értékét nem befolyasolja az n értéke, a szoérast annal
n
inkdbb. Az
i X1+ Xo+ ...+ Xy00

B 400

valoszintiségi valtozo varhato értéke tovabbra is
m = 43500
szorasa viszont,
345
T2 7,95

Vo /400

a felére csokkent.
(n-et a négyszeresére noveltiik, a szorés a felére csokkent (v/4 = 2).)
Ezzel a szorassal a (c) megoldasa a kévetkezSképpen modosul:

P(43500 — ¢ < X < 43500 + ¢) =

4 4
oy o (43500 +¢) 3500) N
17,25 17,25

_p ( (43500 — ¢) — 43500
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—C C C
zP( X* )zZ-Q)( )—1
17,25 = 17,25 17,25

Igy

c
2-<I>< )—1% ,
17,25 0,95

c 0,95+1
(17,25) Ny =090

Cc

—=~1
17.25 » 96

c=1,96-17.25 = 33,81

Az intervallum sugara felére csokkent:
(43500 — 33, 81; 43500 + 33, 81)

azaz
(43466, 19; 43533, 81)

Ez azt jelenti, hogy minél tobb gumiabroncsot teszteliink, az élettartamuk atlagat annal kisebb
sugari intervallumba varjuk, ugyanakkora valészintiség mellett.

Otlet: Oldjuk meg az el6z6 feladat (c) részét, ha a valészintiséget 0, 98-ra noveljiik. Figyeljiik meg, hogyan
valtozik az intervallum sugara!

Megjegyzés: Ha a valOszintiséget valtoztatjuk, az intervallum sugara szintén véltozni fog, mégpedig a
val6szintiség novelésével né az intervallum sugara, csokkentésével csokken az intervallum sugara.

8. feladat Egy f6utvonalon a burkolathibdk szama 100 m-ként atlagosan 1,8. Egy 12 km-es szakaszon
osszeszamoljuk a burkolathibdkat.

a) Mekkora lehet annak a valoszintisége, hogy a 12 km-es szakaszon legalabb 230 burkolathibat tala-
lunk?

b) Kb. 0,95 valoszintiséggel legalabb hény burkolathibéat talalunk?

Megoldas: Els6 ranézésre a feladat megoldasahoz nincs sziikség a kézponti hatareloszlas tételére. Legyen
X : burkolathibak szdma 12 km-en.

X Poisson-eloszlast kovet, 120 - 1,8 = 216 varhato értékkel, azaz A = 216. Ez pedig azt jelenti, hogy
a Poisson-eloszlast felhasznalva pontos megoldast adhatunk a kérdésekre. Ugyanakkor ha felirjuk az (a)
kérdést és alkalmazzuk a Poisson-eloszlast, akkor azt latjuk, hogy 231 tagt Osszegre vezet, tul sok a
szamitasi igény:

P(X>230)=P(X =0)+P(X =1)+ P(X =2) +...+ P(X = 230) =
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Pontos megoldast (legalabbis szamologéppel) tehéat ebben az esetben akkor sem tudunk adni, ha ismerjiik
az eloszlast és annak paraméterét.

Probaljuk meg méasképp megkozeliteni a feladatot. A 12 km-t rakjuk 6ssze 100 m-es darabokbol. Legyenek
X, : burkolathibak szama az i-edik 100 m-en

i=1,2,...120 esetén. (Tehat pl. X5 az 6todik 100 m-en, azaz 400 és 500 m kozott a hibak szama.)
Van n = 120 darab valészintiségi valtozonk (a korabbi egy helyett), ugyanakkor a korabbi X-et felirhatjuk
ezek segitségével:

X=X1+Xo+... X120

Mit tudunk az X; valoszintségi valtozokrol?

azonos, Poisson-eloszlasu
fliggetlen
M(X;))=1,8=m

X1, Xo, ..., X190 valoszintiségi valtozok.

(Felhasznaltuk, hogy a Poisson-eloszlasbol D(X;) = /1,8, a tizedestort alakot most a kerekitési hibak
elkeriilése miatt csak késébb irjuk fel.)
Ez azt jelenti, hogy az X = X1+ Xo+. .. Xi99-re alkalmazhatjuk a kézponti hatareloszléas tételének Gsszegre
vonatkozo alakjat. (Figyeljiink arra, hogy most az 6sszeg kozel normalis eloszlast, igy az 6sszeghez tartozo
paraméterekkel kell szamolni a transzformacio soran!)
Tehat

X=X1+Xo+... X120

kozelit6leg normalis eloszlast valdszintiségi valtozo,
n-m=120-1,8 = 216

varhato értékkel és

o /n=+/1,8-/120 = 14,6969

szoréssal.
(A megoldas soran az 6sszeg standardizaltjat a szokasos X *-gal jeloljiik.)

a) Irjuk fel a kérdést , majd a normélis eloszlasnal megszokott lépéseket kovessiik:

230 — 216
14, 6969

~1—®(0,9526) = 1 — 0,8289 = 0, 1711

P(X >230) = P(X1 + Xa+... X120 > 230) = 1 — P(X* < ) =1—P(X* <0,9526) ~

A keresett valoszintiség tehat kb. 0,1711.

(A pontos megoldas 4-tizedesjegyre kerekitve, Geogebra programmal szdmolva: 0,1618)

Latjuk, hogy elég ’jo’ becslést adtunk a kozponti hatéareloszlas tételének segitségével. Azonban e
becslés javithato egy korrekcioval, mivel a Poisson-eloszlas diszkrét, a normalis eloszlas folytonos.
Ezzel mi most nem foglalkozunk. (A Moivre-Laplace formuldnal megnézziik, hogy hogyan miikodik
a korrekcio.)
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b) Keressiik azt a a értéket, amelyre
P(X >a)~0,95
A bal oldal:
PX>a)=PX1+Xo+...X120>a)=1 }%X*<a_2m>
=@ AT AT A0 = )= 14, 6969

A kapott egyenlet:

a— 216
1= P(X* < £ ) % 0,95
< 14,6969
a1 . . a—216 . . S ”
Vegyiik észre, hogy ez azt jelenti, hogy a 14,6969 tort értéke negativ, igy alkalmazzuk az elGjel
korrekciot: 916 7 4916 + 216
a— —a —a
1= P(X" < f1g56) = (X" < om0 ) ~ *(Tao009 )
< 14,6969 < 14,6969 14,6969
Az egyenlet tehat
—a + 216
< 14, 6969 ) ~ 0,95
A tablazatbol + 216
—a
— =1
14,6969 69

a =216 —1,65-14,6969 = 191, 7501
Kb. 0,95 valészintiséggel legalabb 192 uthibat taldlunk a 12 km-es szakaszon.

Megjegyzés: Ha a kozponti hatareloszlés tételét alkalmazzuk, akkor a valdszintiségi valtozok szédméanak
(n) novelésével 'jobb’ becslést adhatunk.

5.4. Moivre-Laplace formula

A Moivre- Laplace formula mér a kbzponti hatéreloszlés tétele el6tt is ismert volt. Ugyanakkor a kézponti
hatéareloszlas tételének speciélis eseteként is kimondhat6. Mi ez utébbit nézziik meg, egy nagyon egyszert
feladat kapcsan:

9. feladat Egy lad4dban tranzisztorok vannak, melyek 16%-a hibas. Visszatevéssel htzunk 300-szor a
ladabol. Mekkora lehet annak a valoszintisége, hogy a kihtuzott hibas tranzisztorok széma legalabb 40 és
legfeljebb 557

Megoldas: Els6 ranézésre egyszeri a feladat, kordbban lattunk hasonlét. Most azonban a huzasok szama
meglehetGsen nagy. Nézziik meg, hogyan befolyasolja ez a megoldhatdsagot!

e Pontos megoldas: Legyen X a kihtzott hibas tranzisztorok szama. Ekkor az A: "hibas a kihuzott
tranzisztor’ esemény bekovetkezéseinek szama a valoszintiségi valtozo, fliggetlen kisérletek esetén.
Ez binomialis eloszlast kévet, n = 300 és p = P(A) = 0,16 paraméterekkel.

P(40 < X <55) = [P(X = 40) + P(X =41) + ...+ P(X = 55)| =

300 300 300
0,16 - (0,84)%% - 0,16 - (0,84)* - . 40,16 - (0,84)* . =7
|: 9 ( 9y ) 40 + Y ( Y ) 41 + + ) ( ) ) 55 :|

A megoldéssal most nem is az a legnagyobb probléma, hogy tul sok tagbol 4ll, hanem az, hogy egyiket

300
sem tudjuk kiszamitani a szamologépiinkkel. (Probaljuk meg a < )—et beirni a szdmologépiinkbe,

40
nem tudja az eredményt kiszamolni.) Fel tudjuk tehat irni a pontos megoldast, de nem tudjuk
kiszamolni, igy a keresett valoszintiség értékét még kozelitSleg sem tudjuk megadni. Mit tehetiink?
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o Ko6zelitd megoldas kézponti hatareloszlas tételével: Alkalmazzuk a burkolathibdk szdmanal
latott triikkot: bontsuk szét a feladatot részekre, ebben az esetben az egyes dobéasokat tekintsiik
kiilén-kiilon: Legyenek

1 ha az i. hazas hibas tranzisztor
Xz' : . P 12 :
0 ha az i. hazas nem hibas tranzisztor

Ezen valoszintiségi valtozok eloszlasa azonos, i = 1,2,...,300 esetén:

0 1
Xi: { 0,84 0,16
igy a varhato értékiik is megegyezik:
E(X;)=0-0,84+1-0,16=0,16

Felhasznalva, hogy
E(X?)=0%-0,84+1%-0,16 =0,16

a szoérasuk is azonos:

D(X;) = /0,16 — 0,162 = 1/0,16 - (1 — 0, 16)

(A szorast egyenldre ne irjuk tizedestort alakba.)

Igy az n = 300 valoszintiségi valtozora teljesiil:

azonos eloszlasu

fliggetlen

M(X;)=0,16 =m
D(X;)=+/0,16-(1—0,16) = o

X1, Xo,..., X300 valészintiségi valtozok.

Az Osszegiikre igy a kozponti hatareloszlas tétele alapjan teljesiil, hogy
X1+ Xo+ ...+ X300
kozelit6leg normalis eloszlést kovet,
n-m=300-0,16 = 48

varhato értékkel és

o-vn=1300-+/0,16- (1 — 0,16) = 6, 3498
szoréassal.

Miel6tt azonban alkalmaznank a kozponti hatareloszlas tételét, nézziik meg kicsit jobban az X; +
Xo 4 ...+ X300 Osszeget. Ebben pontosan annyi valészintiségi valtozo értéke 1, ahany huzas hibas
tranzisztort eredményezett, a tobbi értéke pedig nulla. Vagyis ez az Osszeg pontosan azt mondja
meg, hany hibas tranzisztort huzunk. Igen 4m, de ez a kihtizott hibas tranzisztorok szama Gsszesen,
ami pedig a pontos megoldasnal X-el jelolt valészintiségi valtoz6. Ez azt jelenti, hogy X, amelynek a
pontos eloszlasa binomialis, kozelithetd normaélis eloszlassal. Ha megnézziik az 6sszeg varhato értékét
(n-p), az éppen a binomialis eloszlas varhato értéke, az Osszeg szorasa (\/ﬁ +/p-(1— p)) pedig éppen
a binomialis eloszlas szérasa. Tulajdonképpen azt kaptuk, hogy az eredeti binomiélis eloszlast va-
l6szintiségi valtozo olyan normalis eloszlassal kozelithetd, mely '6rokli” a binomidlis eloszlas varhato
értékét és szorasat. A kozelité megoldés:

40 — 4 —4

6,3498 — = 6,3498
= P(—1,2599 < X* < 1,1024) ~ ®(1,1024) — &(—1,2599) = (1, 1024) — [1 — (1, 2599)} =
0,8643 — 1+ 0,8962 = 0, 7605
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o Ko6zelitd megoldas korrekcioval: Ha alaposan megnézziik a szamitasunkat, akkor latjuk, hogy
egy diszkrét valoszintségi valtozot kozelitettiink folytonossal. Az alabbi abran a feladatban sze-
repls, n = 300 és p = 0,16 paraméterti binomialis eloszlas stirtiséghisztogramjat (kék), illetve az
m = 48 és 0 = 6,3498 paraméterd normalis eloszlas stirtségfiiggvényét (piros) latjuk. A strtség-

(20, 0.08)

. X : N(48, 6.3498)
7 \ X : Bin(300,0.16)

22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50 52 54 56 58 60 62 64 66 68 70 72 74 76 78

(80, -0)

27. abra.

hisztogramon a téglalapok teriilete, a stirtiségfiiggvény grafikonjan a gorbe alatti teriilet adja az
adott intervallumhoz tartozo valoszintiséget. A keresett P(40 < X7+ Xo+. .. X300 < 55) valoszint-

séget abréazoltuk mindkét eloszlas esetében a kovetkezs abran (kékkel szinezve a binomialis, pirossal
csikozva a normalis eloszlas esetén):

(20, 0.08)

22 24 26 28 30 32 34 36 38 el 56 58 60 62 64 66 68 70

2 74
(76, -0)

A két teriilet kozelitSleg azonos, egyediil az intervallumok szélénél lathato nagyobb eltérés. Nézziik
meg a kovetkezs dbran az intervallum baloldali szélét kinagyitva:
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29. 4bra.

Itt az latszik, hogy az integral a gorbe alatti teriiletet (piros vonalazott) 40-t6l szamolja, a strt-
séghisztogramon viszont a 40 lehetséges értékhez tartozd valdszintiséget megadd téglalap teriilete
‘tallog’ ezen, 39,5-ig. Ezzel a normalis eloszlassal ezt a (nyillal) jelzett teriiletet nem becstiltiik, ami
feltehetSleg arra vezet, hogy a valdszintiség becsiilt értéke kisebb a pontos értéknél. Hogyan lehet
ezt a nyilvanvalé pontatlansagot cstkkenteni? Egyszertien annyit tesziink, hogy 40 helyett 39,5-re
valtoztatjuk az intervallum hatérat. (Binomialis eloszlasnél ez nem jelent érdemi véltozast, mert
nem lehet fél hibas tranzisztort huzni, a normaélis eloszlas becslésének hibdjat pedig csokkenti ez a
feliras.) Ugyanigy kitoljuk a jobboldali intervallum végpontot is:

P40 < X1+ Xo +... X300 < 55) = P(40 < X < 55) = P(39,5 < X < 55,5) =

:P<39,5—48 « _ 09,5 —48

99,0—48 99,048\, _ p g X* < 1.1811) ~
6.3198 ~° = 6.3498 >) (—1,3386 < X* <1,1811)

~ ®(1,1811) — (—1,3386) = &(1,1811) — [1 - @(1,3386)} = 10,8810 — 1+ 0,9099 = 0, 7909

A pontos megoldas (Geogebréaval szamolva) 4-tizedesjegyre kerekitve 0,7923. Lathato, hogy a kor-
rekcié lényegesen javitotta a becslésilinket.

Altalanositsuk a fenti feladatban szerzett tapasztalatainkat.

Moivre-Laplace formula Ha az X binomiélis eloszlasi valoszintiségi valtozd paramétereire teljesiil,
hogy n > 30, p nem tul kicsi és nem tul nagy, akkor X kozel normalis eloszlasi valoszintiségi valtozo, n - p

varhato értékkel és \/n-p- (1 — p) szoréssal. Azaz

P(aﬁXﬁb)zq)( nl.?;.n(-lp_p)>_q)( a—mn-p )

Alkalmazva a korrekciot:

P(angb):P(a—0,5<X<b+0,5)%<I>(

b+0,5—n-p ) —(I)( a—0,5—n-p )
n-p- (1-p) n-p- (1-p)
A formuldk helyett a feladatok megoldasénal taldn hasznosabb azt megtanulni, hogy ha binomialis elosz-

last valdszintiségi valtozot kozelitiink normalis eloszlassal, akkor a normalis eloszlasnal tanultak szerint
jarunk el, a paramétereket a binomialis eloszlasbol szarmaztatva. A kovetkezs feladatban ezt latjuk.
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10. feladat Egy légitarsasag tapasztalatai szerint a jeggyel rendelkezd utasok 0,96 valdszintiséggel jelen-
nek meg (egymastol fliggetleniil) ténylegesen a beszéllasnal. Egy alkalommal a 320 férShelyes gépre 325
jegyet adnak el. Mi a valdszintisége annak, hogy minden megjelent utas felfér a gépre?

Megoldas: A X valoszintiségi valtozo a megjelent utasok szama. (Vagyis az A: 'megjelenik egy utas a
beszallasnal’ eseményt figyeljiik meg 325 esetben.) Ez binomialis eloszlast kovet, n = 325 és p = P(A) =
0,96 paraméterekkel. A kérdés az, hogy mi annak a valdszintisége, hogy a megjelent utasok szama
legfeljebb a féréhelyek szama, azaz 320. A binomidlis eloszlast normalissal kozelitjiik és alkalmazzuk a
korrekciot is.

Hatéarozzuk meg elsé 1épésként a binomialis eloszlas varhato értékét és szorasat!

E(X)=n-p=325-0,96 = 312

D(X)=+/n-p-(1—p)=1/325-0,96-0,04 = /12,48 = 3,5327
Ezeket felhasznaljuk, mint a normélis eloszlas paramétereit:

—-0,5—312 320,5 — 312

3,5327 < < 3,5327
= P(—88,4593 < X* < 2,4061) ~

~ §(2,4061) — ®(—88,4593) = B(2, 4061) — [1 - @(88,4593)} = 10,9920 — 1 +1 = 0,9920
Megjegyzés: ®(—88,4593) értéke (4-tizedesre kerekitve) 0, igy a becslés értékét nem befolyasolta, ki sem
kellett volna irni a feladat felirdsakor. Ilyen esetekben &ltalaban azt mondhatjuk, ha az intervallum

végpontja a varhato értéktsl a szoéras 4-szeresénél tédvolabb van, akkor csak abban az esetben érdemes
kiirni, ha tobb tizedesjegyet tartalmazoé standard normalis eloszlas tablazatot hasznéalunk.
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6. Hipotézisvizsgalat I.

Megfelel-e egy termék valos mérete a gyartod allitdsanak?

Normalis eloszlast kovet-e egy termék mérete?

e Van-e Osszefliggés az iskolai végzettség és az egészségi allapot kozott?

Két ugyanolyan terméket gyarté gyaregységben azonosnak tekinthets-e a selejtarany?

Mindségellendrzés soran eleget tesz-e a gyartas bizonyos kévetelményeknek?

Sokaig tudnénk sorolni a hasonlé kérdéseket, akar a mindennapjainkbol, akar tudomanyos kutatésokbol.
Az a koz6s benniik, hogy mindegyik esetben egy véges (sokszor egészen kis szami) minta alapjan akarunk
kovetkeztetni egy sokkal nagyobb, akar végtelen sokasagra. Gyakran mar a mintavétel el6tt van sejtésiink
egy (vagy akar tobb) eloszlasra, annak paramétereire vonatkozoan, amit a minta segitségével szeretnénk
igazolni. Ebben a fejezetben megnézziik, hogy mindezt hogyan tehetjiik meg.

6.1. Statisztikai minta paramétereinek becslése

Egy sokasag ismeretlen paramétereit a sokasaghol vett véletlen minta (mintak) segitségével becsiilhetjiik.

Definicié: Statisztikai mintan a megfigyelt X valoszintiségi valtozéval azonos eloszlasu, fiiggetlen
X1, Xo, ... X, valoszintiségi valtozok Osszességét értjik.

X1, Xo, ... X,,-et mintaelemeknek is szokas nevezni. X egyes paramétereinek becsléséhez tulajdonképpen
értelmeziink egy-egy tobbvaltozos fliggvényt, amelynek az értékét az adott mintaelemeken kiszamoljuk.
A fiiggvény adott mintahoz tartozé értékével becsiiljiik a keresett paraméter értékét. Ebben az esetben
pontbecslésrdl beszéliink, mert az ismeretlen paraméter értékét egyetlen valos szammal becsiiljiik. (Szo-
kas még intervallum becslést alkalmazni, amikor a becsiilt paraméter értékére egy intervallumot adunk
meg. Erre példa a korabban latott konfidencia-intervallum, ezzel mi nem foglalkozunk.)

A mintaelemekbdl sokféle pontbecslést adhatunk. Ezek koziil melyiket tekintjiik j6 becslésnek? A becslé-
seknek kilonféle szempontok szerint tobbféle osztalyozasa van. Mi ebbdl kett6t emlitiink meg;:

a) Torzitatlannak neveziink egy becslést, ha a becsl§ paraméter varhato értéke a becstilt paraméterrel
egyezik meg.

b) Hatasosnak neveziink egy becslést, ha a becsl§ paraméter szordsa a becsiilt paraméter koriil
minimalis.

A tovabbiakban a megfigyelt valoszintiségi valtozo varhato értékét és szorasat akarjuk a mintabol becsiilni.
Ehhez két statisztikai fiiggvényt hivunk segitségiil:

Definicio: Az X, Xo, ... X,, mintaclemek mintaatlaga az m,,-nel jelolt valés szam, melyre

- X1+ Xo+...+ X
mn:*'ZXi: 1+ X2+ + X5
n i—1 n
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teljestil.

A mintaétlag hatasos és torzitatlan becslése a varhato értéknek.

Definicio: Az X1, Xo, ... X,, mintaelemek tapasztalati szorasa a 6,,-nel jel6lt nemnegativ szam, melyre
1 < X1 — )2 + (Xo — 1hn)2 + ... + (X — 112
On = Z(Xz—mn)2:\/( : m”) +( 2 mn) + +( n mn)
n 4 n
=1
teljestil.

Szamitasoknél hasznalhatjuk a

n n 2
ZXZQ—% (ZXZ>
i=1 ‘

3|

formulat is.

Gondoljuk at azonban, hogy a tapasztalati szoras négyzete a mintaelemeknek a belélitkk kiszamolt
atlagtol valo eltérésének négyzetosszegének atlagat jelenti. A mintaelemek altalaban kozelebb vannak
a sajat atlagukhoz, mint a varhat6 értékhez. Ebbél kovetkezik, hogy a tapasztalati széras értéke szinte
biztosan kisebb, mint a széras elméleti értéke. Tehat novelni kellene a tapasztalati szoras értékét. Ehhez
pedig a definicidban latott dsszeg nevezGjét csokkentjiik.

Definicio: Az X1, X5, ... X, mintaclemek korrigalt tapasztalati szorasa az $,-nel jelolt nemnegativ
szam, melyre

) 1 -Zn:(X'—m )2_\/(Xl—fnn)2—|—(X2—mn)2+...+(Xn—mn)2
7 n - n—l

=1

teljestil.

$, mar torzitatlan becslése a szordsnak.
A tapasztalati szoras és a korrigalt tapasztalati szoras kozotti kapesolat:

n
Tudjuk, hogy nh_)nolo 1= 1, tehat nagy n esetén nincs lényeges kiilonbség &, és §, kozott, kicsi n

esetén azonban lényeges a kiilonbség. (Ha mindig §,-ot hasznélunk a széras becslésére, akkor biztosan
nem hibazunk.)
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6.2. A statisztikai préba

A statisztikai hipotézis egy vagy tobb valoszintségeloszlésra vonatkozo feltevés.

A feltevés vonatkozhat magara az eloszlasra (normalis eloszlast-e a megfigyelt valoszintségi valtozo,
fiiggetlenek-e valoszintiségi valtozok stb.), vagy annak valamely paraméterére (a varhato érték adott szam-
e, megegyezik-e két valoszintiségi valtozo varhato értéke, szorasa stb.).

A statisztikai préba segitségével dontiink a hipotézisiink elfogadasarol vagy elvetésérdl.

Mivel véges minta alapjan dolgozunk, a hipotézisvizsgalat végén soha nem modhatjuk azt, hogy a hipoté-
zisink igaz vagy nem igaz. Annyit mondhatunk, hogy a vizsgélt minta alapjan a hioptézisiink elfogadhato
vagy nem fogadhato el.

Tulajdonképpen egy hipotézisvizsgalat esetén a sejtésiink alapjan megfogalmazzuk, hogy nagy valdszi-
niiséggel milyen eredményt varunk a mintavétel soran, majd megnézziik, hogy az adott minta (mintabol
kiszamitott érték) megfelel-e az elvarasainknak. (Emlékezziik, hogy pl. a kézponti hatareloszlas tétele
alapjan meghataroztuk, hogy valészintiségi valtozok atlagdnak értékét milyen intervallumba varjuk nagy
(pl. 0,95) valoszintiséggel. Ezutan méar csak az a dolgunk, hogy megnézziik, a mintabol kapott atlag
belefér-e az adott intervallumba.) Ha nem, az két dolgot jelenthet: a mintabol szamitott érték olyan, amit
nagyon kis valészintiséggel varunk a mintavétel soran, vagy a feltevésiink hibas volt. Hipotézisvizsgalat
soran azt mondjuk, hogy inkadbb az utobbit hissziik (ami természetesen nem biztos, hogy igaz).

T6bb szaz statisztikai probat ismeriink, azonban a hipotézisvizsgalat menete, 1épései alapvet§en ugyanazok
mindegyik esetében, eltérés csak a technikai részletekben, a megvalésitasban van.

6.2.1. A statisztikai proba elméleti 1épései

Tekintsiik 4t, hogy hogyan épitiink fel egy statisztikai probat, melyek az elméleti lépései:

a) Hp null- és H; ellenhipotézis megfogalmazasa.
Els6 1épésben megfogalmazzuk a sejtésiinket: A feltételezett eloszlasra, illetve annak valamely pa-
raméterére felallitunk egy Hyp-lal jelolt nullhipotézist.
Mivel nem tudjuk, hogy a sejtésiink helyes-e, sziikséges a Hi ellenhipotézist is meghataroznunk,
mégpedig gy, hogy a Hy null- és a H; ellenhipotézis egymast kizarjdk. Koziiliikk pontosan egyet
fogadunk el, vagyis ha a nullhipotézist elutasitjuk, azzal az ellenhipotézist elfogadjuk és forditva.
A Hy és a Hy megfogalmazasa attol fiigg, mi a vizsgélat célja, mi a sejtésiink. Ha lehet, a null-
és ellenhipotézist gy fogalmazzuk meg, hogy a nullhipotézis elvetése legyen fontos, szemben a Hy
elfogadasaval.

Az alabbi példan nézziik meg, hogyan fogalmazhatjuk meg Hy-t és Hi-et a feltevésiink fliggvényében.

Példa Egy {izemben 250 mm névleges hossziisagi terméket gyartanak. Azt akarjuk eldénteni, hogy
megfelel-e ennek a gyartas (tehat valoban 250 mm a hossz varhato értéke). Allitsuk fel a null- és az
ellenhipotézist, ha a sejtéseink a kovetkezsk:

(a) A gyartosor megfelelGen van beéllitva.

(b) A gyartésor nem megfelelen van beallitva, a termék hosszanak varhato értéke kevebb, mint
250 mm.

(c) A gyartosor nem megfelelen van beéllitva, a termék hosszanak varhato értéke tobb, mint
250 mm.
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Megoldas: A megfigyelt valoszintiségi valtoz6 most a termék hossza, ezt jeloljik X-szel. A felte-
véstink mindhérom kérdés esetén ennek E(X) = mg varhato értékére vonatkozik.

(a) A nullhipotézis ekkor az, hogy a gyartosor jol van beéllitva, a termék hosszénak varhato értéke
250 mm. Agz ellenhipotézis ekkor ennek az ellentettje, vagyis az, hogy a gyéartosor rosszul van
beallitva, tehat a hossz varhat6 értéke nem 250 mm.

Ekkor hipotéziseinket az alabbi alakba irhatjuk :

Hy: E(X) =250 (A hossz varhato értéke mo = 250.)
Hy: E(X) # 250 (A hossz varhato értéke nem 250.)

(b) Ha a feltételezésiink csak egyenlStlenséget tartalmaz, akkor azt az ellenhipotézisben fogalmaz-
hatjuk meg. Most az a feltevésiink, hogy a hossz varhatd értéke kevesebb, mint az el&irt
250 mm, azaz E(X) < 250. Ez egyenlGséget nem tartalmaz, igy csak Hp-ben fogalmazhatjuk
meg. Hy ennek az ellentettje: E(X) > 250. Formaélisan:

Hy: E(X) > 250 (A hossz varhato értéke legalabb mg = 250.)
Hy: E(X) <250 (A hossz varhato értéke kevesebb, mint 250.)

(c) Hasonloan jarunk el, mint az el6z6 esetben. A sejtésiink, hogy a hossz varhato értéke tobb,
mint 250 mm, ez csak az ellenhipotézisben fogalmazhatd meg, a nullhipotézisben azt kell meg-
fogalmaznunk, hogy a hossz varhaté értéke legfeljebb 250 mm.

Hp: E(X) <250 (A hossz varhato értéke legfeljebb mg = 250.)
Hy: E(X) > 250 (A hossz varhato értéke nagyobb, mint 250.)

A gyakorlatban azt mondhatjuk, hogy a nullhipotézist ugy kell felallitani, hogy mindig tartal-
mazza az egyenlGséget, az ellenhipotézis pedig soha ne tartalmazzon egyenlGséget.

b) A probafiiggvény kivalasztasa.
A probafiiggvény (jel.:&,) egy alkalmasan megvalasztott statisztikai fliggvény, amellyel Hy fennal-
lasat vizsgaljuk.
Gyakorlatilag a probafliggvény egy valoszintiségi valtozo, mely az egyes mintdk esetében kiilonb6zs
értéket vesz fel. (Gondoljuk pl. arra, hogy az atlag értéke kiilonb6z6 mintavételeknél més és més
lehet.)
A hipotézisvizsgalatnal a feladat feltételeinek megfelels probafiiggvényt kell kivalasztanunk. (Azt,
hogy melyik probafiiggvényt valasztjuk, sok mindentdl fiigg, példaul attoél, hogy mire vonatkozik
a feltevésiink, hdny mintaelemiink van, milyen paramétereket ismeriink vagy nem ismeriink, tobb
minta esetén fiiggetlenek-e a mintak stb.)
Az el6z6 példa esetében, ismert elméleti szoras (o) mellett, legalabb 30 elemii elemii mintét tekintve
a megfelel§ probafiiggvény:

mn_mO
ap=—45——

NG

¢) A probafiiggvény eloszlasanak meghatarozasa.
Ezzel nincs dolgunk, a konkrét proba kivalasztasa esetén a nullhipotézis fennalldsa mellett adott a
probafiiggvény eloszlasa.
A fenti példa esetében pl. kozelitSleg standard normalis eloszlast a probafiiggvény. (A kozponti
hatareloszlas tétele alapjan.)

d) A préba megbizhatosagi- vagy szignifikanciaszintjének ((1 —¢) - 100%) megadasa.
Ezt altalaban szazalékos alakban adjuk meg. Azt hatarozza meg, hogy mekkora valoszintiséghez
tartozo intervallumot adunk meg, ahova a probafliggvény értékét az adott eloszlas alapjan varjuk.
A szignifikanciaszint altalaban nagy, igy € értéke kicsi. Ha nincs egyéb kikotés, a szignifikanciaszintet
95%-nak (0,95-nek) tekinthetjiik.
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Megjegyzés: Az irodalomban a szignifikanciaszinten gyakran nem az (1 — ¢) - 100% értéket, hanem
az £ -100% értéket értik. (Pl. statisztikai szoftvereknél.) Altalanossdgban azt mondhatjuk, hogy ha
a szignifikanciaszintnek kicsi (10% vagy az alatti) értéket adnak meg, akkor € - 100%-ot értik rajta.

Kritikus vagy elutasitasi tartomany kijel6lése.

Itt hatarozzuk meg, hogy a probafiiggvény értékét adott valoszintséggel (szignifikanciaszintbdl) mi-
lyen intervallumba varjuk (elfogadési tartomény).

Ebben a lépésben gyakorlatilag a probafiiggvény teljes értékkészletét bontjuk két tartoményra. Kri-
tikus (vagy elutasitasi) tartomanynak azt a részintervallumot nevezziik, ahova (1 —¢)-100% szignifi-
kanciaszint mellett a probafiiggvény értéke e valoszintiséggel esik. Az intervallumok hatarait minden
esetben a probafiiggvény eloszlasanak ismeretében hatarozhatjuk meg. A kritikus tartomany komp-
lementere az elfogadasi tartomany.

A kritikus tartomany kijel6lése azért nagyon fontos, mert ettdl fligg a hipotéziseinkrsl valé dontés.
Az az intervallum, amelybe a probafiiggvény értékét varjuk, lehet zart intervallum, de lehet egyik
hatéra oo vagy —oo is. Azt, hogy ezek koziil melyik a kritikus tartomany, mindig az ellenhipo-
tézis hatarozza meg. Az els§ példaban lattuk, hogy az ellenhipotézis harom alakban irhato fel,
ettdl fiiggGen beszélhetiink egyoldali- illetve kétoldali probardl.

Az ellenhipotézistdl fliggben a kritikus tartomény kijeldlésében a kiilonbo6zo eseteket a varhato ér-
tékre vonatkozo, korabban latott nullhipotézis esetén mutatjuk be. A kritikus- és az elfogadési
taroményt minden esetben a prébafiiggvénynek megfelel§ eloszlas stirtiségfiiggvényének grafikonjan
jeloljiik. (Elsfordul, hogy a tartoményokat nem adjak meg, s6t, nem is abrazoljak, egyszertien a
tartomanyok hatarat jelzd kritikus értéket hasonlitjak Gssze a probafiiggvény értékének abszolitér-
tékével. A grafikon hasznalata azonban sokkal szemléletesebb, megitélésiink szerint jobban szolgélja
az érthetGséget. A tovabbiakban minden esetben abréazolni fogjuk a tartoményokat.)

e Kétoldali proba. Az ellenhipotézis a feltételezett értéktsl barmilyen iranyu eltérést ()

tartalmaz.
Hy: E(X) =myg
Hy: BE(X) # my
Kritikus tartomany Elfogadasi tartomény Kritikus tartomdny

30. abra. Kritikus tartoméany kétoldali proba esetén

e Egyoldali préba.
Az ellenhipotézis a feltételezett értéktsl csak egyiranyn eltérést tartalmaz. A kritikus tarto-
méany kijelolése az ellenhipotézis egyenlStlenségének iranyatol figg.
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Jobboldali prébat alkalmazunk, ha az alabbi tipusi ellenhipotézis esetén:

H(): E(X) < mo
Hiy: E(X) > my

Elfogadadsi tartomany Kritikus tartomdny

31. abra. Kritikus tartomény jobboldali préoba esetén

Figyeljink tehat arra, hogy ha az ellenhipotézisben 'magyobb’ szerepel, akkor a kritikus tarto-
méany a jobboldali tartomany!

Baloldali prébat az alabbi tipusii ellenhipotézis esetén alkalmazunk:

Hy: E(X) > my
Hy: E(X) < mg

Kritikus tartomdny Elfogaddsi tartomdny

32. abra. Kritikus tartoméany baloldali proba esetén

A legtobb proba egyoldali- és kétoldali kritikus tartomany esetén is elvégezhets, de néhany
speciélis esetben a proba csak jobb oldali lehet. Ilyen lesz késébb példaul az F- és a x2-proba
is.
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f) Az &, probafiiggvény értékének (szamitott érték) meghatarozasa az adott minta alap-
jan.
A mintabol kapott adatok segitségével kiszamoljuk a probafiiggvény értékét. (Ez az érték tehat csak
az adott mintahoz tartozik, méasik mintavétel esetén valtozik (valtozhat) az értéke.)

g) Dontés.
Attol fiiggSen, hogy a probafliggvény szamitott értéke a kritikus-, vagy az elfogadési tartoményba
esik, dontiink a Hy hipotézis elfogadasarol illetve elvetésérsl. Hy-t elfogadjuk, ha a szamitott érték
az elfogadési tartoméanyba esik, és elvetjiik, ha a szamitott érték a kritikus tartomanyba esik.
A Hj hipotézisrdl vald dontéssel egyben a Hy hipotézisrél is dontiink. Ha Hy-t elfogadjuk, egyben
Hi-et elvetjik, ha Hy-t elvetjiik, egyben Hi-et elfogadjuk.

Megjegyzés: Ahogy korabban mar megjegyeztiik, a hipotézisvizsgalat soran gyakorlatilag arrol dén-
tiink, hogy az ismert eloszlasboél nagy, 1 — € valdszintiséggel kijohet-e az adott minta.

6.2.2. A statisztikai préba gyakorlati lépései

Az elméleti lépések gyakorlati megvalositasa lényegesen kevesebb 1épésben megoldhatd, mivel a fenti
lépések a megoldas soran Osszevonhatok.

I A Hy null- és a Hy ellenhipotézis felallitasa.
IT A prébafiiggvény kivalasztasa és szamitott értékének meghatérozasa a minta alapjan.

IIT A kritikus- és elfogadasi tartomany kijeldlése a probafiiggvény eloszlasa és a szignifikanciaszint is-
meretében, szamitott érték elhelyezése a tartomanyokban.

IV Déntés a Hy hipotézis elfogadéasarol vagy elvetésérsl. (Mindig a Hy elfogadasarol dontiink!!!)
Ebben a lépésben ne feledkezziink meg a kérdés szavakkal torténé megvalaszolasarol sem.

Nézziink példat a kritikus tartomany kijelolésére egy- és kétoldali proba esetén, ha a probafiiggvény
standard normaélis eloszlasu:

Példa Hatarozzuk meg a kritikus tartoményt

a) kétoldali,
b) jobboldali,

c¢) baloldali

proba esetén, 95%- os szignifikanciaszint mellett, ha a probafiiggvény standard normalis eloszlasi!
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Megoldas:

a) Kétoldali proba esetén a hipotéziseink az aldbbi alakba irhatok:

Hy: E(X)=my
Hy: E(X) # mo

A kritikus tartomany hatarait jelolje —uy, illetve wu; (kritikus érték). Keressiik tehat azt a O-ra
szimmetrikus intervallumot, amelybe egy standard normaélis eloszlast valészintiségi valtozo 0,95 va-
loszintséggel esik. Legyen p = 1 — ¢ jelolést, azaz a szignifikanciaszintet jelolje p. Keressiik azt az
us értéket, melyre teljesiil, hogy

_1+p 140,95
2 2

D (u,) = 0,975

A standard normélis eloszlas eloszlasfiiggvényének értékeit tartalmazo tablazatbol kiolvashaté, hogy

u = 1,96
A kritikus tartomény:
-1.96 1.96
Kritikus tartomény Elfogaddsi tartomdny Kritikus tartomédny
33. abra.

b) Jobboldali proba esetén a hipotéziseink:

Hy: E(X) < my
Hiy: E(X) > my

A kritikus tartomény ekkor (uy;00). Az eléz6 feladatrész jelolését hasznaljuk:
O(ug) =1—e=p=0,95

A tablazatbol
Uy = 1, 65
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1.65
Elfogadadsi tartomény Kritikus tartomdny

34. 4bra.

c¢) Baloldali proba esetén érdemes kicsit jobban odafigyelni a kritikus érték elGjelére. A hipotéziseink:

Ho: E(X) > my
Hy: E(X) < my

A kritikus tartomény ekkor (—oo, —u;). A standard normalis eloszlas szimmetridjat kihasznalva
O(u)=1—-e=p=0,95

Ekkor a tablazatbol kiolvasott érték elgjelét meg kell valtoztatnunk, igy

up = —1,65
A kritikus tartomény tehat a (—oo; —1,65).
-1.65
Kritikus tartomény Elfogaddsi tartomany
35. abra.

6.2.3. Hipotézisvizsgalat hibalehet&ségei

Arra a kérdésre, hogy milyen hibat kovethetiink el egy hipotézisvizsgalat soran, gyakran hangzik el va-
laszként, hogy ’rossz probat valasztottam’, ’elszdmoltam’ stb. Természetesen ilyen jellegii hibdkat is el
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lehet kovetni, de hipotézisvizsgalatnal ha a jol kivalasztott prébat jol hajtjuk végre, akkor is juthatunk
hibas dontésre. Ennek az oka, hogy egy adott minta alapjan dontiink, ami kis valészintiséggel, de rossz
dontést eredményezhet (olyan probafiiggvény értékre vezet, ami kicsi eséllyel jon ki).

A hipotézisvizsgalat soran (helyesen lefolytatva a probat) kétféle hibat kovethetiink el. Els6faja a hiba,
ha a Hy hipotézis igaz, ennek ellenére elutasitjuk. Ha a hibas Hy hipotézist elfogadjuk, masodfaja hibat
kovetiink el. Osszefoglalva:

Hj igaz Hy hamis
Hy-t elfogadjuk | Helyes a dontés | Masodfaji hiba
Ho-t elutasitjuk | Els6faji hiba | Helyes a dontés

Ezeket a hibakat altalaban kis valoszintiséggel kiovetjik el. Az elséfajiu hiba valdszintisége megegyezik
e-nal, a masodfaji hiba valoszintiségét mar nem ilyen egyszerti megmondani.

Szokés ezeket a hibakat a birosagi itéletekhez is hasonlitani. Ha az a feltevésiink (Hy), hogy a vadlott
artatlan, akkor az elitélése els6faji hibanak, a blinos vadlott felmentése méasodfaja hibanak tekinthetd.
Nyilvanvaloan arra kell torekedni, hogy mindkét tipust hiba valészintiségét minél alacsonyabban tartsuk.
Az els6faju hiba valoszintségét a szignifikanciaszint novelésével csokkenthetjiik (ahogy példaul gyogyszer-
kisérletek esetén teszik). A mésodfaju hiba valoszintisége a minta elemszamanak novelésével csokkenthetd.
Mindkét hiba valdszintiségét azonban egyszerre, adott minta elemszam mellett nem tudjuk csokkenteni.
Az els6faju hiba csokkentésével né a masodfaju hiba valoszintisége. A leggyakrabban hasznalt 95%-os
szignifikanciaszint kompromisszumnak tekinthet§ a kétfajta hiba nagysigét illetGen.
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6.3. Paraméteres probak I.

Paraméteres probarol akkor beszélhetiink, ha a Hy hipotézis és a H; ellenhipotézis a megfigyelt valoszint-
ségi valtozo valamely paraméterére (valoszintiség, varhato érték, szoras stb.) vonatkozik. Azt mondhatjuk,
hogy a legtobb paraméteres préobanak megvan a nemparaméteres parja. Mi szél a paraméteres probak
mellett?

e A paraméteres probak nagyobb erejiiek, mint nemparaméteres parjaik (kisebb a mésodfaju hiba
valoszintisége).

e A Hj hipotézis gyakran nagyobb informécié tartalommal bir, mint a nemparaméteres esetben.
A paraméteres probak hatranyai:

e TGbb feltevést igényelnek, sziikebb korben alkalmazhatdak.

e Csak abban az esetben alkalmazhatoak, ha a mintabol az atlagot, szorast tudjuk értelmezni. (Gon-
doljunk bele, ha azt vizsgaljuk, hogy fiigg-e a vizsgdzd neme és egy vizsga kimenetele egymaéstol, a
sikeres vizsga és sikertelen vizsga ’atlagarol’ nincs értelme beszélni.)

Jelen jegyzetben a paraméteres probak koziil a varhato értékre vonatkozo hipotézisek ellendrzésére alkal-
mas legfontosabb probakat tekintjiik at.
Ismeretlen varhaté értéki, normalis eloszlast valoszintiségi valtozd varhaté értékére vonatkozo

Hy: E(X) = my

hipotézis helyességét akarjuk ellendrizni. Keressiik a probafiiggvényt.

6.3.1. Egymintas u-préba

Azt szeretnénk elddnteni, hogy egy n elemi, m,, mintadtlagi statisztikai minta szarmazhat-e mg varhato
értékd normalis eloszlasbol.

a) Legyen az X normalis eloszlasi valdszintiségi valtozo o szoérasa ismert:
Ha Hj hipotézis helyes, a mintaelemek mg varhato értéki, o szorast normélis eloszlast valoszintségi
valtozok. Korabban lattuk, hogy normalis eloszlast valdszintiségi valtozok Osszege is normaélis elosz-

2z . z A 2 2 s, 2 L3 3 2 ol 2z a 2 2 2 2 2 O- 2 3
last kovet, igy az M, valoszintiségi valtozé normalis eloszlast, m varhato értékkel és — szoréssal.
n

Alkalmazzunk a normélis eloszlasnal tanult standardizalast. A transzformécié utan kapott

~ mn_mo
Up = o

NG

probafiiggvény standard normalis eloszlasu (ha Hy fennall).

Megjegyzés: A kozponti hatareloszlas tétele miatt nagy elemszamu (n > 30) minta esetén i, a
megfigyelt valoszintiségi valtozd eloszlasatol fliggetleniil standard normélis eloszlasinak tekinthetd
(kozelitsleg standard normaélis eloszlast). Ez azt jelenti, hogy az u-proba a fenti probafiiggvénnyel
nagy minta elemszam esetén akkor is alkalmazhat6, ha a megfigyelt valdszintiségi valtozé nem nor-
mélis eloszlast.
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b) Legyen a X a valoszintiségi valtozo o szorasa ismeretlen, de a minta elemszama nagy ((n >
30)).
Tovabbra is a kdzponti hatareloszlas tételére hivatkozunk, ez alapjan a megfigyelt valoszintségi val-
tozd eloszlasatol fliiggetleniil a mintadtlag kozelitGleg normaélis eloszlast kivet. Szeretnénk standard
normélis eloszlasuva transzforméalni, de ehhez nem ismerjiik a szOréasat. A szérast azonban az §,

Sn

NG

korrigalt tapasztalati szoérassal, igy a mintaatlag szorasat az -nel becsiilhetjiik. Igy az

My — Mo
Uy = —F—
P S,

NG

probafiiggvény kozel standard normaélis eloszlasu (ha Hy fennall).

n
Megjegyzés: A korrigélt és a tapasztalati szoras kozotti osszefiiggést (6, = 1 -8y, ) felhasznélva
n —
a kovetkezot allithatjuk:
n
Ha n nagy, akkor — ~ 1, tehéat §, ~ &,. Nagy elemszamu minta esetén tehat a korrigalt

tapasztalati szoras helyettesithetd a tapasztalati szorassal. (Célszert azonban minden esetben a
korrigalt tapasztalati szérast alkalmazni, ez minden esetben megfelels, mivel a ’legjobb’ becslés a
szorasra.)

1. feladat Egy termék tomege normalis eloszlast kovet, 1,8 g szorassal. Tiz esetben megvizsgéaltuk a
termék tomegét, a kapott eredmények (g):

198]10,1[102[98]9,7[104]10,1]104]96 102 ]

95%-o0s szignifikanciaszinten elfogadhato-e, hogy a termék tomegének varhato értéke 10g?

Megoldas: Ismert a minta elemszama, a termék tomegének(X) szorasa, nem ismert viszont a varhato
érték. Ezt a mintaatlaggal tudjuk becsiilni:

. 9,8410,14...410,2 100,3

m1g 10 T 10,03
Igy az adataink:
n =10
c=18
mio = 10,03

Kovessiik a hipotézisviszgalat gyakorlati lépéseit!
I A null- és ellenhipotézis kimondasa. Azt feltételezziik, hogy a varhato érték mg = 10. A feladatban
nincs kikotés az ettdl valo eltérés irdnyara, az ellenhipotézis tehét az, hogy a varhato érték nem 10.

Formalisan a hipotéziseink igy:

Hy: E(X) =10
Hy: B(X)#10

Az ellenhipotézis alapjan a proba kétoldali.
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II A préba kivélasztasa és a minta alapjan a probafiiggvény értékének kiszamitasa.
A Hy a varhato értékre vonatkozik, a minta normalis eloszlasbol szarmazik, és a szoras ismert, ezért

u-probat alkalmazunk. Az
mn —myo
a

NG
probafiiggvény standard normalis eloszlési valoszintségi valtozo.
A mintabol szarmazé adatokat a probafiiggvénybe helyettesitjik:

A~

Up =

P — 10,03 — 10
iy = 0 g = 0.0527

vn V10

A mintabol szamitott érték tehat 4, = 0,0527.

III A kritikus érték meghatarozasa.
A proba kétoldali u-proba, p = 0,95 szignifikanciaszinttel. A korabbiakban lattuk a kritikus tarto-
méany kijelolését kétoldali proba esetén, ha a probafliggvény standard normaélis eloszlasu.

A kritikus érték meghatarozasahoz a
140,95

2
egyenl@ségnek kell teljesiilni. A standard normalis eloszlas tdblazatabol u; értéke kiolvashato:

D(uy) = = 0,975

Ut = 1, 96.

Az alabbi dbran lathato a kritikus, illetve az elfogadasi tartomény, benne a probafiiggvény értéke
(pirossal jelolve).

-1.96 0.0527 1.96
Kritikus tartomany Elfogadasi tartomény Kritikus tartomdny
36. abra.

IV A déntés.
A probafiiggvény értéke az elfogadési tartomanyba esik, ezért a Hy hipotézist elfogadjuk. 95%-o0s
szignifikanciaszinten a minta nem céfolja, hogy a valdszintiségi valtozo varhatod értéke 100.
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2. feladat Egy utcai neonlampa tipusrél a gyartd cég azt allitja, hogy varhato élettartama tébb, mint
2000 ora. 100 ilyen lampéat teszteltiink. A vizsgalat eredménye: a 100 lampa élettartamanak atlaga 2028
ora, a korrigalt tapasztalati szorasa 215 ora. (Feltételezziik, hogy a lampa élettartama normalis eloszlast
kovet.) 95%-os megbizhatosagi szinten igaz-e, hogy a lampa élettartama tobb, mint 2000 6ra?

Megoldas: A mintabol adott:

n = 100
my, = 2028
8p, =215

Lassuk a hipotézisvizsgélat 1épéseit!

I

II

ITI

A null- és ellenhipotézis kimondésa. A gyarto allitasat (az élettartam varhato értéke nagyobb, mint
2000 ora) az ellenhipotézisben tudjuk csak megfogalmazni. (Emlékezziink, a nullhipotézis mindig
tartalmazza az egyenlséget!) A nullhipotézis ennek az ellentettje, az élettartam varhato értéke
legfeljebb 2000 oOra.

Hy: E(X) <2000

H,: E(X) > 2000
Az ellenhipotézis alapjan a proba egyoldali, mégpedig jobboldali.

A préba kivalasztdsa és a minta alapjan a probafiiggvény értékének kiszamitdsa. A minta normaélis
eloszlasbol szarmazik, a szoras nem ismert, de a minta elemszama nagy (100 > 30), ezért u-probat
alkalmazunk. A probafiiggvény értéke:

My —my 2028 — 2000
5, 215
Jn 100

iy = = 1,3023

A kritikus érték meghatarozasa.
A préba egyoldali (jobboldali) u-proba, a kritikus értékre teljesiil, hogy

®(u;) = 0,95

A standard normalis eloszlas tablazatabol kiolvasott 1,65 egyben az u; értéke (nem kell az el§jelen
valtoztatni, mert a proba jobboldali):
uy = +1, 65.

Ennek alapjan az alabbi abran lathaté a kritikus, illetve az elfogadéasi tartomany, melyben elhelyez-
tiik (pirossal jelolve) a probafiiggvény értékét.
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130231.65
Elfogadasi tartomany Kritikus tartomany

37. abra.

IV A déntés.
A probafiiggvény értéke az elfogadasi tartomanyba esett, a nullhipotézist elfogadjuk 95%-os szigni-
fikanciaszinten. Ez azt jelenti, hogy az ellenhipotézist elvetjiik, a kérdésre tehat az a vélasz, hogy
az adott szignifikanciaszinten nem fogadhat6 el a gyartoé allitasa, hogy a neonlampa élettartaménak
varhato értéke tobb, mint 2000 ora.

Vizsgéaljuk meg, hogy a szignifikanciaszintet 90%- ra valtoztatva hogyan valtozik a dontésiink! Ha meg-
nézziik a hipotézisvizsgalat 1épéseit, akkor azt latjuk, hogy a szignifikanciaszintnek a kritikus tartomany
kijelolésénél van szerepe, tehat az els§ két 1épés nem valtozik.
Ha a szignifikanciaszintet 90%-ra csokkentjiik (és egyben az elséfaju hiba valoszintiségét 0, 1-re noveljiik),
akkor a kritikus érték:

®(uy) = 0,90

igy a tablazatbol
Uy = +1, 28

Az abran latjuk a kritikus tartoméanyt, benne a szamitott értékkel:

1.28
Elfogaddsi tartomédny 1.3023KTritikus tartomany

38. abra. Kritikus tartoméany a 2. feladathoz 90%-os szignifikanciaszinttel
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Ezzel a szamitott érték az elutasitasi tartoméanyba keriilt, a dontésiink megvaltozott. A Hy-t elutasitjuk,
a Hi-et elfogadjuk.

Megjegyzés: A szignifikanciaszint megvalasztéasa tehat jelent&sen befolyasol(hat)ja a dontésiinket. Ugyan-
akkor a 90%-os szignifikanciaszint esetén azt lattuk, hogy a szamitott érték és a kritikus érték nagyon
kozel van egyméshoz. Adott szignifikanciaszint mellett ilyenkor érdemes megismételni a mintavételt és az
1j mintaval lefolytatni a hipotézisvizsgélatot.

3. feladat Egy horgaszzsinor teherbirdsa névlegesen 20kg. Ennek ellenérzésére 120 mérést végeztek,
melynek eredménye (kg): 1120 = 19,7, $120 = 1,32 . Igaz-e 95%-os szignifikanciaszinten, hogy a horgasz-
zsinor teherbird képességének varhato értéke kevesebb, mint 20 kg?

Megoldas: Tudjuk, hogy

I

II

IT1

n =120
Ty = 19,7
4, = 1,32

A null- és ellenhipotézis kimondasa.
Hy: E(X) > 20

Hy: BE(X) <20
Az ellenhipotézis alapjan a proba egyoldali (baloldali).
A préba kivilasztdsa és a minta alapjan a probafiiggvény értékének kiszamitdsa. A minta normélis

eloszlasbol szarmazik, a szoras nem ismert, de a minta elemszama nagy (120 > 30), ezért u-probat
alkalmazunk. A prébafiiggvény értéke:

o, —mo  19,7-20
Iy = " = g5 = —2,4896

vn V120

A kritikus érték meghatarozasa.
A préba egyoldali (jobboldali) u-proba, a kritikus értékre teljesiil, hogy

®(u;) = 0,95

A standard normalis eloszlas tédblazatabol kiolvasott érték 1.65, de baloldali probank van, ezért a
kritikus érték ennek a (-1)-szerese:
Uy = *1, 65.

A kritikus, illetve az elfogadasi tartomany a kovetkezs dbran lathato benne (a pirossal jelolt) a
probafiiggvény értéke.
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-2.4896 -1.65
Kritikus tartomany Elfogadasi tartomany

39. abra.

IV A déntés.
A probafiiggvény értéke az elutasitasi tartoméanyba esett, a nullhipotézist elutasitjuk 95%-os szig-
nifikanciaszinten. A ellenhipotézist igy elfogadjuk, elfogadhato, hogy a horgészzsinér teherbird
képessége kevesebb, mint 20 kg.

6.3.2. Kétmintas u-préba

Gyakran a probléma nem egy mintahoz kapcsolodik, hanem két minta paramétereinek Gsszehasonlitasa
a feladat. Két kiilonbozé gyaregységben gyartott, ugyanolyan tipusit motorok élettartaméanak varhato
értékeirdl akarjuk eldonteni, hogy megegyeznek-e, esetleg az egyik gyaregységben a varhatod élettartam
adott értékkel nagyobb-e. Ilyenkor ha a mintak fiiggetlenek, akkor kétmintas probat alkalmazhatunk.
Nézziik meg, milyen feltételek mellett alkalmazhatunk kétmintas u-probat!

Legyenek X és Y normalis eloszlasa, E(X) = m; és E(Y) = mg ismeretlen varhato értékd, D(X) = oy
és D(Y) = o9 szorasa valoszintiségi valtozok. A varhato értékiik kiilonbségére vonatkozod

Hg: mi1 —mmy = 1My
hipotézis helyességét akarjuk ellendrizni.
e Ha az X és Y valoszintiségi valtozok szérasa, D(X) = o1 és D(Y) = o9 ismert, akkor az

(mm - mnz) — Mo

p = 2 2
g1 | 02
74_7
ny N2

probafiiggvény Hg fennallasa esetén standard normélis eloszlast kovet.
ny az X megfigyelésébol, ny az Y megfigyelésébdl szarmazo fliggetlen mintédk elemszéma. (Nem
kell, hogy megegyezzenek!)

Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy ha az ismert szérasok azonosak, azaz 01 = o2 = o, akkor a
fenti prébafiiggvény

R (Mp, — Mpy,) — Mo
Uy =
1 1
o - P + P
ni n2

alakba irhato.
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e Ha mindkét minta elemszama nagy (n; > 30 ng > 30), a szérasok nem ismertek, de értékiik
megegyezik (01 = 09 = 0 nem ismert), akkor a probafiiggvény

Fy— 1 (mn1 _mnz) —my
P — 9
8 - (n—1)+8, (ng—1) 1.1
n1 + ng — 2 ni N2

Hy fennallasa esetén kozelitGleg standard normalis eloszlést.

4. feladat Két kiilénbo6z6 lizemben ugyanolyan tipustu csavart gyartanak. Az elsé lizemben 20 véletlen-
szertien kivalasztott csavar hosszat mértiik meg, csavarok hosszanak atlagara 2, 53 cm adddott, a masodik
iizemben 25 véletlenszertien kivalasztott csavar hosszénak atlagara 2,48 cm-t kaptunk. Feltételezziik, hogy
a csavarok hossza mindkét iizemben normalis eloszlast kovet, az els6ben 0, 1cm, a masodikban 0,08 cm
szorasal. 95%-os szignifikanciaszinten elfogadhato-e, hogy a két lizemben gyartott csavarok hosszanak
varhat6 értéke megegyezik?

Megoldas: A minték adatai (mintak elemszama, a varhato értékek és szorasok) a feladatbol kiolvasha-
toak.

Els6 minta: Masodik minta:
ny = 20 no = 25

m1 = 2,54 mo = 2,48

o1 =0,1 o9 = 0,08

a) A null- és ellenhipotézis kimondésa.
Azt feltételezziik, hogy a varhatd értékek megegyeznek. Ez azt jelenti, hogy a varhato értékek
kiilénbsége mo = 0. A hipotéziseink:

Hp: my —mgo =0 (A varhato értékek megegyeznek.)
Hy:mi—mgo #0 (A varhato értékek nem egyeznek meg.)

A proba kétoldali.

b) A préba kivalasztdsa és a minta alapjin a probafiiggvény értékének kiszamitésa.
A szorasok ismertek, a minték fliggetlenek, normalis eloszlasboél szarmaznak, igy kétmintas u-probéat
alkalmazunk.
Helyettesitsiik az adatokat a prébafiiggvénybe:

(mn1 _m’l’bg) —mo (2,54— 2,48) -0

i = —2,1818
o2 o2 0,12 0,082
9 %
. 20 25
c) A kritikus érték meghatéarozésa.
) ) . 140,95
A proba kétoldali, ®(u;) = ————— = 0,975.

A standard normalis eloszlés eloszlasfiiggvényének értékeit tartalmazo tablazatbol
Ut = 1, 96.

Az alabbi abran lathaté a kritikus, illetve az elfogadési tartomény, a probafiiggvény szémitott
értékével (piros).
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-1.99 1,96 2.1818
Kritikus tartomany Elfogadasi tartomédny Kritikus tartomdny

40. abra.

d) A déntés.
A Hj hipotézist elfogadjuk, 95%-os szignifikanciaszinten nem fogadhato el, hogy a két {izemben
gyartott csavarok hosszdnak varhatoé értéke azonos.
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7. Hipotézisvizsgalat 11I.

7.1. Paraméteres probak II.

Miel6tt ratérnénk a hipotézisvizsgélatra, ismerjiink meg egy olyan nevezetes folytonos eloszlast, amelyet
a kovetkez6 részben hasznalni fogunk.

A Student-eloszlas vagy méas néven t-eloszlas els§sorban a statisztikaban hasznélatos, standard nor-
maélis eloszlasbol szarmaztatott eloszlas. Eloszlas-, és strtségfiiggvénye egy n szabadsagi foktol fiiggden
irhato fel, és a normaélis eloszlashoz hasonléan nehezen kezelhet§ fiiggvények.

Az n szabadsagi foku t-eloszlas strtségfiiggvénye:

f(x)

1
~Vnm T

ahol -
I'(z) = /e_t ol x>0
0

az Euler-féle gammafiiggvény.

Student-eloszlas esetén elsGsorban az érdekel benniinket, hogy hol vesz fel az eloszlasfiiggvény egy adott
értéket, igy az eloszlasfiiggvény inverzének értékeire van sziikségiink. Ennek leggyakrabban el6forduld
értékeit a jegyzet végén taldlhatod A Student-féle eloszlasfiiggvény inverzének értékei t-prébahoz téb-
lazatbol olvashatjuk ki.

A standard normaélis eloszlashoz hasonl6an most is az eloszlasfiiggvénnyel szamolunk, de stirtiségfliggvény
grafikonjan abrazolunk. (Emlékezziink: az eloszlasfiiggvény adott helyen felvett értéke megegyezik a
stirtiségfiiggvény grafikonjan az adott helytdl balra esd teriilettel.)

A tablazat hasznalatat a kovetkezs példa mutatja.

Példa Adott az f szabadsagi foku t-eloszlést valoszintségi valtozo. Hatarozzuk meg, hogy az
eloszlasfiiggvénye hol veszi fel a p értéket, ha

a’) f = 97 p:0795>

b) f = 24, p—0,9750!

Megoldas: A [RB:2] A Student-féle eloszlastiiggvény inverzének értékei t-probahoz tablazat els§ soraban az
eloszlasfiiggvény értékei, els§ oszlopaban pedig a szabadsagi fok talalhato. Az els6 oszlopbdl keressiik ki a
megadott szabadsagi fokot, az elsé sorbdl pedig a megadott valoszintiséget. (A keresett értéket jeloljiink
ti-vel).

a) t, = 1,83,

b) t, = 2,06.
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A Student-eloszlas sirtségfiiggvényét kilonbozs szabadsagi fokokkal az alabbi abra mutatja. (Vegytik
észre a standard normaélis eloszlashoz valé hasonlésagot, ami a szabadsagi fok novelésével egyre nagyobb.
n = 30-t6l a két eloszlas kozotti eltérés olyan kicsi, hogy gyakran standard normaélis eloszlast hasznalunk
a Student-eloszlas kozelitésére.)

41. abra. Student-eloszlas strtiségfiiggvénye kiilonbo6z6 szabadsagi fokokkal

Térjink vissza a hipotézisvizsgilathoz. Tovabbra is a varhaté értékre vonatkozod hipotéziseket akarunk
tesztelni. Egyetlen minta esetén korabban lattuk, hogy normaélis eloszlasbol szarmazo valoszintiségi valtozo
esetében ismert szoras, illetve nagy minta elemszam esetén u-probat alkalmazhatunk, standard normélis
vagy kozelit6leg standard normaélis eloszlastu probafiiggvénnyel. Azonban a gyakorlatban sokszor eléfordul,
hogy a megfigyelt, normalis eloszlast valoszintségi valtozonak egyetlen paraméterét sem ismerjiik, ugyan-
akkor csak kis elemszama minta all a rendelkezésiinkre. A varhato értékre vonatkozd Hp: E(X) = myg
hipotézis vizsgalatara ebben az esetben az u-préba nem alkalmas, helyette t-préobat kell alkalmaznunk.

7.1.1. Egymintas t-proba

A X normélis eloszlasa valoszintiségi valtozo megfigyelésére n elemd mintat vesziink. Az X o szlrasa
nem ismert és a minta elemszama kicsi (n < 30). Ha a Hy: E(X) = myp hipotézis helyes, akkor a

probafliggvény (n-1) szabadsagi foka, Student- vagy mas néven t-eloszlasi.

Megjegyzés: Mivel n kicsi, 8, korrigalt tapasztalati szoras ebben az esetben nem helyettesithets a &y,
tapasztalati szorassal.
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Az egymintas u- és t-proba alkalmazasat (a probafiiggvénnyel és annak eloszlasaval) a kovetkezs tablazat

mutatja:

o ismert o nem ismert

N mp — My ~ mp — My
vn vn

standard normalis eloszlastu Student-eloszlasu

~ mp — Mo ~ My — My

n > 30 Up = ——5— Up = —%,—
vn vn

~ standard normalis eloszlast | ~ standard normélis eloszlasu

Ha csak a prébat akarjuk kivalasztani, a fenti tablazat egyszerid alakja:

o ismert | 0 nem ismert
n < 30 | u-préba t-préba
n > 30 | u-préba u-proba

Az kovetkezd feladatok az egymintas t-préoba alkalmazasat mutatjak:

1. feladat Egy normélis eloszlasi valdszintiségi valtozo megfigyelésére n = 20 mérést végeztek. A minta-
atlagra rog = 4972, 2 adodott, a korrigalt tapasztalati szorasra o9 = 82,4. 95%-os szignifikanciaszinten
elfogadhato-e, hogy a valoszintiségi valtozo varhato értéke 50007

Megoldas: A feladatbol az adataink:

n =20
Moo = 4972, 2
S99 = 82,4

I A null- és ellenhipotézis kimondaésa.
A kérdésbdl adodoan a feltételezésiink, hogy a valoszintiségi valtozd varhato értéke pontosan 5000.
Igy

Hy: E(X) = 5000
H,: E(X) # 5000

(A varhato érték 5000.)
(A varhato érték nem 5000.)

Az ellenhipotézis alapjan a proba kétoldali.

II A proba kivalasztasa és a minta alapjan a probafiiggvény értékének kiszamitasa.
A feltevés a varhato értékre vonatkozik, a szoras nem ismert, a minta elemszama pedig kicsi (n < 30),
ezért t-probat alkalmazunk.
A probafiiggvény értéke:

. i, —mg  4972,2 — 5000
tp = 2.1 = —1,5088

Sn

vn

g
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IIT A kritikus érték meghatarozasa.
A proébafiiggvény Student-eloszlast, f = n — 1 = 20 — 1 = 19 szabadségi fokkal. Mivel a proba

1
kétoldali, p = % =0,975. A Student-eloszlas tablazatabol

ty =2,09

Az alabbi abran lathato a kritikus, illetve az elfogadési tartomany, melyben elhelyeztiik a proba-
fiiggvény értékét is (a szokasos piros jeloléssel).

-2.09 -1.5088 2.09
Kritikus tartomény Elfogadasi tartomdny Kritikus tartomdny

42. abra.

IV A déntés.
A probafiiggvény szamitott értéke az elfogadasi tartomanyba esik, Hy hipotézist elfogadjuk. 95%-o0s
szignifikanciaszinten elfogadhato, hogy a valészintiségi valtozo varhato értéke 5000.

2. feladat Egy gyartésoron egy szerelési feladatra megadott szintid6 20 perc. Az iizem vezetése szerint
ennél kevesebb id§ is elég erre a feladatra. 10 véletlenszertien kivalasztott munkés esetében megmérték a
feladat elvégzéséhez sziikséges id6t. A kapott eredmények (perc):

(2217 ]23[14[19]18[20[21 |18 ]22]

Feltételezziik, hogy a minta normalis eloszlasbol szarmazik. 95%-os szignifikanciaszinten igaza van-e az
lizem vezetésének?

Megoldas: Csak a minta elemszama ismert, a mintaatlagot és a korrigalt tapasztalati szorast szamolnunk

kell a mintaelemekbdl:

224174+ ...+22 194
=—=19,4

10 10

R (22 —19,4)2 + (17— 19,4)2 + ...+ (22 — 19,4)?

510 = 10— 1 -

mio =

4
= % = /7,6 = 2,7568

Az adataink igy:

n =10
mio = 19,4
$19 = 2, 7568
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I A null- és ellenhipotézis kimondésa.
A vezetSk éllitasa, hogy a feladat elvégézéséhez sziikséges id6 varhato értéke kevesebb, mint 20 perc.
Ezt a Hy ellenhipotézisben mondjuk ki.

Hy: E(X) >20 (A varhato érték legalabb 20.)
H,: E(X) <20 (A varhato érték kisebb, mint 20.)

Az ellenhipotézis alapjan a proba egyoldali (baloldali).

II A préba kivalasztasa és a minta alapjan a probafiiggvény értékének kiszamitasa.
A feltevés a varhatd értékre vonatkozik, a szords nem ismert, a minta elemszama pedig kicsi, igy
t-probat alkalmazunk.
A probafiiggvény értéke:
~  Mmp—mgy 19,4-—20

bh="—"7—"= 27868 — 00882

vn V10

ITII A kritikus érték meghatarozéasa.
A probafiiggvény Student-eloszlasa, f =n—1=10—1 = 9 szabadsagi fokkal. Mivel a proba egyol-
dali, p = 0,95. A Student-eloszlas tablazatabol kiolvasott érték 1,83, az elGjelét viszont negativra
kell valtoztatnunk, mivel a proba baloldali. Igy

ty =—1,83

Az aldbbi abran lathaté a kritikus, illetve az elfogadési tartomény, melyben elhelyeztiik a proba-
fliggvény értékét is (pirossal).

-1.83 -0.6882
Kritikus tartomdny Elfogadasi tartomdny

43. abra.

IV A déntés.
A probafliggvény szamitott értéke az elfogadési tartomanyba esik, Hg hipotézist elfogadjuk, a Hi-et
viszont elutasitjuk. 95%-os szignifikanciaszinten nem fogadhato el az iizem vezetésének allitasa.
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3. feladat Az alabbi minta 7 auto6 fogyasztési adatait tartalmazza (1/100km). Az els6 sorban a szerviz
elstti, a masodikban a szerviz utani értékek talalhatok.

Szerviz elott | 7.9 | 8,1 | 8,8 | 7.2 ] 6,0 | 7.4 | 8,0
Szerviz utan | 7.5 | 7.5 | 8,1 | 7.2 | 5,7 | 7.6 | 8,0

Igaz-e 95%-o0s szignifikancia-szinten, hogy a szerviz csokkenti a fogyasztast?

Megoldas: Figyeljiink arra, hogy a mintabdl az latszik, hogy az autok tobbségénél csokkent a fogyasztas
a szerviz utan. A kérdés azonban az, hogy ez a lathato csokkenés ezen a mintan a véletlennek készonhetd-
e, vagy a szerviz hatasénak tudhaté be? A mintédkat nem tekinthetjiik fiiggetlenek, mivel ugyanannak a
7 auténak a fogyasztésat mérték, ezért egymintis probat kell alkalmaznunk. A kérdés valojaban a két
mérés kozott bekovetkezett fogyasztasvaltozasra vonatkozik. Ehhez a szerviz el6tti fogyasztasbol kivonjuk
mindegyik auté esetén a szerviz utani fogyasztast, igy a hipotézisvizsgalatot az alabbi mintara végezziik
el:

fogyasztés csikkenése | 0,4 [ 0,6 [ 0,7]0,0 0,3 [-0,2]0,0 |

Az atlagot és a korrigalt tapasztalati szorast a mintaelemekbdl kell szamolni:

0,440,6+...40,0 1,8
_ - —

= 10,2571

mr

; \/(0,4 —0,2571—)2 + (0,6 — 0,2571)2 + ... + (0 — 0,2571)2
7: pr—
7-1

1
= 0’6677 = 4/0,1129 = 0, 3360

Igy az adataink:

n =10
my = 0,2571
57 =0,3360

I A null- és ellenhipotézis kimondésa.
A feltevésiink az, hogy a szerviz hatésara csokkent a fogyasztas, vagyis a fogyasztéis csokkenésének
varhato értéke nagyobb, mint 0. (Ha a szerviz utani fogyasztas értékeibsl vontuk volna ki a szerviz
eldttieket, akkor a fogyasztascsokkenéshez negativ elGjel tartozna, a feltevésiink megfordulna.) Az
ellenhipotézisben fogalmazhatjuk meg ezt az allitdsunkat (egyenlGséget nem tartalmaz).

Hy: E(X) <0 (A szerviz hatasara nem csokken a fogyasztas.)
Hy: E(X) >0 (A szerviz hatasara csokken a fogyasztas.)

II A préba kivalasztasa és a minta alapjan a probafiiggvény értékének kiszamitasa.
Feltessziik, hogy a minta normalis eloszlasbdl szarmazik. Mivel a széras nem ismert, a minta elem-
szama pedig kicsi, t-probat alkalmazunk.
. my, —mg  0,2571 =0
=% """ = 70,3360
vn V7

=2,0245
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1194

Elfogadasi tartomdny Kritikus tartomdny
2.0245

44. abra.

IIT A kritikus érték meghatérozéasa.
A proba egyoldali (jobboldali), t; értéke a 6-szabadsagi foku, Student-eloszlas tablazatbol p = 0,95
mellett:

t=1,94

A kritikus, illetve az elfogadasi tartomény, a probafiiggvény értékével (piros):

IV A déntés.
A probafiiggvény szémitott értéke a kritikus tartomanyba esik, a Hy hipotézist elvetjiik, a H; ellenhi-
potézist elfogadjuk. 95%-os szignifikanciaszinten elfogadhato, hogy a szerviz csokkenti a fogyasztast.
(Ugyanakkor a kritikus és a szamitott érték nagyon kozel van egymaéashoz, javasolt a mintavételt és
a probat megismételni. )

A kérdés arra vonatkozott, hogy a fogyasztés lathato csOkkenése ezen a mintan a véletlennek
koszonhets-e, vagy a szerviz hatédsanak tudhato be? A megoldasunk azt mutatja, hogy vélhets-
en nem véletlen a csokkenés, az a szerviz hatéasara kovetkezett be. (Ugy is fogalmazhatunk, hogy
szignifikins kapcsolat van a fogyasztéas csokkenése és a szerviz kozott.)

7.1.2. Kétmintas t-préba

A varhato értékek kiilonbségére az aldbbi esetben alkalmazhatunk kétmintéas t-probat: Legyenek X és
Y normélis eloszlasu, ismeretlen, E(X) = my és E(Y) = mgy varhato értékd, ismeretlen, de azonos
D(X) =01 = D(Y) = 09 = 0 szorasu valosziniiségi valtozok. Ha a

Ho:ml—mgzmo

nullhipotézis fennall, akkor a

P 1 'mm—mnz—mg
L=
82 (m—1)+82 - (ng—1) 1.1
ny +ng — 2 moone
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probafiiggvény (ni + ng — 2) szabadsagi foku Student-eloszlasu.

n1 az X-re vonatkozo, ny az Y-ra vonatkozo fiiggetlen mintak elemszéama.

Megjegyzés: Ha ni és no nagy, akkor az eloszlas kozel standard normalisnak tekinthets, megegyezik az
u-préba megfelel§ alakjaval.

Megjegyzés: A szorasok azonossaganak ellendrzésére az F-probat szokas alkalmazni, ezzel ebben a jegy-
zetben nem foglalkozunk.

4. feladat Tegytk fel, hogy két normaélis eloszlési valdszintiségi valtozo szorasa egyenls. Megfigyelésiikre
n1 = 10 és ny = 8 elem{ mintat vettiink. A mérési adatok:

A | 101 | 103 | 99 | 96 | 105 | 107 | 105 | 98 | 102 | 101
B |104 | 101 | 97 | 104 | 99 | 103 | 108 | 104 | - -

Igaz- e 95%-0s szignifikanciaszinten, hogy a két valoszintiségi valtozo varhato értéke egyenls?

Megoldas: A mintakbol:
ny =11, ng =38

ml_é-gxi_l?é?_mL?
4 = ml_ : 'f}(X" —mip)2 = 10;5,1 = 3,4335
m:é-i =2 025
Gy = n21_1 i(yi—n@)?: %:3,4226
Igy
ny = 10 ng =8

iy =101,7  1he = 102,5
4. =3,4335 & = 3,4226

I A null- és ellenhipotézis kimondésa.
Feltételezziik, hogy a két valoszintiségi valtozo varhato értéke azonos (m; = ma), ezért a kiilonbségiik
0 (my —mg = 0). A feltevésiink nullhipotézisként mondhaté ki (egyenléség).

Hy: my —mo =0 ( A varhato értékek egyenlsek.)
Hi:mp —mg #0 (A varhato értékek nem egyenléek.)

A proba kétoldali.

IT A préba kivalasztasa és a minta alapjan a probafiiggvény értékének kiszamitasa.
A szorasok nem ismertek, de a feltételezés szerint azonosak, a mintak elemszama pedig kicsi, két-
mintas t-probat alkalmazunk.

f: 1 'mnl—an—moz
2 -1 482 (= 1) Lo
ni no 7_|_7
ny +ng — 2 men2
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1 101,7 —102,5 —0
\/3,4335-9+3,4226-7 1 1

= —0,9108

10+8—2 078

ITII A kritikus érték meghatarozéasa.
A proba kétoldali. A kritikus érték az ny +ne —2 = 10+8 — 2 = 16 szabadsagi foki Student-eloszléas

140,95
eloszlasfiiggvényének inverzének értéke a 2T9% 0,975 helyen.

A t-eloszlas tablazatbol:
ty=2,12

A kovetkezd abran lathato, hogy a probafiiggvény értéke az elfogadési tartoményba esik.

2.12 20.9108 2.12

Kritikus tartomény Elfogadasi tartomany Kritikus tartomdany
45. abra.

IV A déntés.
A Hj hipotézist elfogadjuk, 95%-o0s szignifikanciaszinten a varhato értékek egyenl@sége elfogadhato.
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7.2. Nem paraméteres probak: y2-proba

Nem paraméteres probarol akkor beszéliink, ha a feltevésiink nem a megfigyelt valoszintiségeloszlas
valamely paraméterére, hanem magara az eloszlasra vonatkozik.

A nem parameéteres probak elényei a paraméteresekkel szemben:

o A megfigyelt valdszintiségi valtozé eloszlédsara nincs kikotés, sét, nem is kell, hogy egy elméleti
eloszlast kovessen. Ezaltal kevesebb feltétel teljestilését varjuk el.

e Nem kell a mintabdl atlagot, szorast becsiilni. Sokszor ez nehezen értelmezhetd is lenne, hiszen mit
jelent pl. a szinvak és nem szinvak atlaga?

Hatrany azonban, hogy csak nagyobb eltérések kimutatasara alkalmasak. Ha a paraméteres proba feltételei
adottak, akkor altaldban célszert azt kihasznalni.

Az egyik leggyakrabban hasznalt nem paraméteres proba a y2-proba. Miel6tt azonban megnézziik az
alkalmazasat, ejtsiink par szot a x2-eloszlasrol:

A Student-eloszlashoz hasonléan standard normalis eloszlast valoszintiségi valtozokbol (pontosabban azok
négyzetosszegébdl) szarmaztatjuk a x2-eloszlast. Az n szabadsagi foku y2-eloszlas stirtiségfiiggvénye:

ha x > 0,

ha z <0.

Egy x?-eloszlast valoszintiségi valtozé nem vehet fel negativ értéket. Az (n szabadsagi foktol fiiggden
felirhato) eloszlasfiiggvényének értékeit tablazatbol olvassuk ki. A statisztikiban hasznalatos eloszlas,
altalaban arra vagyunk kivancsiak, hogy egy adott értéket hol vesz fel az eloszlasfiiggvény (azaz az elosz-
lasfiiggvény inverzének értékére). Abrazolni a stirtiségfiiggvény grafikonjan fogunk (emlékezziink megint
arra a valdsziniliségszamitas tanulméanyainkbol, hogy az eloszlasfiiggvény adott helyen felvett értéke meg-
egyezett a stirtségfiiggvény adott helytdl balra es6 gorbe alatti teriiletével).

A y?-eloszlas inverzének gyakrabban hasznalt értékei a A x?-eloszlasfiiggvény inverzének néhany
értéke tablazatban megtalalhatoak. Nézziik, hogyan hasznaljuk a tablazatot!

Példa Adott az f szabadsagi foku y?-eloszlast valészintiségi valtozo. Hatarozzuk meg, hogy az eloszlas-
fliggvénye hol veszi fel a p értéket, ha

a) f=5p=0,9,

b) f =20, p=0,99!

Megoldas: A A y2-eloszlasfiiggvény inverzének néhany értéke tablazat elss soraban az elosz-
lasfiiggvény értékei, els§ oszlopaban a szabadsagi fok taldlhato. Az els oszlopbol kikeressiik a megadott
szabadséagi fokot, az elsé sorbol pedig a megadott valoszintiséget. A sor és oszlop metszetébdl olvassuk le
a keresett értéket (amelyet jeloljiink y?-vel).

a) x? = 11,07,

b) x? = 37,57.
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A strtiségfiiggvény grafikonja kiilonb6z6 szabadségi fokokkal:

045 n=2
04 n==>5
035 n==~06
03 n =10

46. abra. y2-ecloszlas stirtiségfiiggvénye kiilonbozé szabadsagi fokokkal

A y2-eloszlas megismerése utan nézziink egy nagyon egyszerd példat a x? proba gondolatmenetének
megértéséhez.

Azt szeretnénk eldonteni, hogy egy dobdkocka szabalyos-e. Ehhez feldobjuk a dobokockat n = 100-
szor, r = 6 kiilénb6z6 kimenetele lehet minden egyes dobasnak. Az egyes dobéasértékekhez tartozo,
‘'megfigyelt’ gyakorisdgokat jelolje O;, i = 1,2,...6. (Ez azt jelenti, hogy O; a dobott egyesek szama,
Oz a dobott kettesek szdma stb.) Tulajdonképpen a 100 megfigyelésiinket » = 6 osztalyba soroltuk, az
egyes osztalyokhoz tartoz6 megfigyelt gyakorisdgokat jeloli rendre O1, 03, ..., Og. Ugyanakkor van egy

feltevéstink a kockira vonatkozodan: szabélyos a kocka, ami azt jelenti, hogy minden dobésértékhez —
valoszintiség tartozik. Ebbdl a feltételezett eloszlasboél kiszamolhatjuk az egyes dobésértékekhez tartozo,
ugynevezett ‘elvart’ gyakorisagokat (F;, i = 1,2,...6). Ebben az esetben azt, hogy ha a kocka szabalyos,

1
akkor a dobasok 5 részét varjuk egyesnek (E; = 100 - 6 = 16,6667), ugyanekkora részét kettesnek

1
(E2 = 100 - 6= 16,6667) és igy tovabb. Ezutan azt kell eldonteniink, hogy a megfigyelt gyakorisagok

mennyire illeszkednek az elvart gyakorisagokra. A koztiik 1évé kiilonbség betudhaté-e nagy valoszintiséggel
a véletlen hatasanak?

A x?-préba:
Legyen a Hj hipotézis az, hogy a megfigyelt és az elvart értékek illeszkednek. A megfigyelt gyakorisagok
(0;) és elvart gyakorisagok (F;) (i=1,2,...,r) dsszehasonlitasara szolgalo

r 2
o (0 - Ey)
Xp = Z E.

i=1 ¢
probafiiggvény kozelitoleg x2-eloszlast, ha az O; és E; gyakorisagok nagyok és Hy fennall.
A x2-préba csak nagy mintaelemszam esetén ad megbizhaté eredményt, kis- és kozepes mintak esetén ne
alkalmazzuk!

Fontos megjegyezni, hogy a x2-proba mindig jobboldali proba (nézziik meg, hogy a probafiiggvény soha
nem vehet fel negativ értéket). Ha )Zf, = 0, akkor a megfigyelt és az elvart értékek pontosan illeszkednek,
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ha )212, > 0, akkor nem pontos az illeszkedés. Ekkor minél nagyobb a szamitott érték, annal nagyobb az
eltérés.

Megjegyzés: Amikor a y?-closzlast alkalmazzuk, egy folytonos eloszlassal kozelitiink diszkrét eloszlast.
Ha az F; elvart értékek barmelyike 5-nél kisebb, akkor a préba nem alkalmazhat6é. Ezt azonban az
osztalyok Osszevonasaval kikiiszobolhetjiik. A feladatok megoldasanal erre is néziink példat. Ugyanigy
megnézziik, hogy hogyan szamolhatjuk ki a y?-eloszlas szabadsagi fokét a kiilonbozé feladatoknal. (Alta-
lanossagban a fliggetlen események szamabol vonjuk ki a becsiilt paraméter(ek) szamat (ha van ilyen).)

A x?-préba alkalmazasa:

7.2.1. Illeszkedésvizsgalat

Azt akarjuk ellendrizni, hogy a megfigyelt minta illeszkedik-e egy adott eloszlésra. Ha az eloszlas para-
métereit ismerjiik, akkor tiszta illeszkedésvizsgalatrol, ha az eloszlas egy- vagy tobb paraméterét a
mintabol becsiiljiik, akkor becsléses illeszkedésvizsgalatroél beszéliink.

5. feladat (tiszta illeszkedésvizsgalat) Egy dobokockarol szeretnénk eldénteni, hogy szabélyos-e. A
vizsgalathoz 300-szor feldobtuk a dobokockat. Az eredményeket az alabbi tablazat tartalmazza:

dobéas értéke | 1 2 3 | 4 5 6 | Osszes
gyakorisag | 41 | 55 | 42 | 43 | 54 | 65 300

Elfogadhato-e 95%-os szignifikancia szinten, hogy a dobdkocka szabalyos?

Megoldas: Feltételezésiink az, hogy a dobdkocka szabalyos. Ez azt jelenti, hogy mindegyik szamot
1

azonos valészintiséggel dobjuk, azaz egyes szdmok dobasanak valdszintisége 3

A tablazat az n = 300 kisérlet eredményét r = 6 osztalyba sorolta, a dobés értéke alapjan. Az egyes
osztalyokhoz tartozd megfigyelt gyakorisag (O;,i = 1...7) a tablazat masodik soraban talalhato. (Pl
O, = 55, azaz a kisérlet soran 55-sz0r dobtunk kettest. Ez tulajdonképpen azt jelenti, hogy az az
esemény, hogy kettest dobunk, a kisérlet soran 55-szor kovetkezett be.)

A feladatunk most, hogy szamitsuk ki az elvart gyakorisagokat (E;,i = 1...r, ), azaz azt, hogy ha helyes a
feltételezésiink, akkor az adott osztélyba a kisérlet hany kimenetelét varjuk. (Pl. Es azt jelenti, hogy hany
esetben varjuk, hogy kettest dobunk, ha a kocka szabalyos.) A dobas értékét tekintjiik az X valoszintségi

valtozonak. Ha helyes a feltételezésiink, akkor X valészintiségi valtoz6 minden lehetséges értékéhez p = 5

valoszintiség tartozik. A hipotézisvizsgalat soran azt kell eldonteniink, hogy a megfigyelt valészintiségi
valtozo (a dobéas értéke), a minta alapjan tekinthets-e ugyanilyen eloszlasinak. Ennek alapjan a proba
illeszkedésvizsgélat. Mivel az eloszlas paramétereit ismerjiik, nem a mintabol kell becsiilnilink, ezért tiszta
illeszkedésvizsgéalatot hajtunk végre.

Lassuk tehat a vart gyakorisdgokat! Szamitsuk ki a dobés értékéhez tartozo valoszintiségeket (azaz irjuk
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fel X eloszlasat)!

p=PX=1)=¢
p=P(X=2)=
= P(X=3)=¢
p4=P(X:4):%
p=P(X=5)=¢
po=P(X=6)=¢

A kiszamolt valoszintiségek alapjan meg tudjuk mondani, hogy mennyi az egyes osztalyokba esé mintaele-
mek vart gyakorisdga. Ehhez nincs méas dolgunk, mint a fenti valészintiségekkel szorozni a mintaelemek

1
szamat (E; = n-p;,i = 1...7). (Tehat pl. a 300 kisérletb6l Fo = n - ps = 6 300 = 50 esetben varunk
kettest.)

Az attekinthet6bb szamolashoz az alabbi tablazatot hozzuk létre:

dobas értéke | megfigyelt gyakorisag (O;) | vart gyakorisag (E;) | (O; — E;)? (OZ;CEl)Z

i

1 41 50 81 1,62

2 55 50 25 0,5

3 42 50 64 1,28

4 43 50 49 0,98

5 54 50 16 0,32

6 65 50 225 4.5
0sszeg 300 300 8,2

A hipotézisvizsgalat 1épései ezutan az alabbiak:

I A nullhipotézis kimondésa.

1
A feltételezésiink most az, hogy a dobokocka szabalyos, a dobéas értékének eloszlasa: P(X = k) = 5’
k=1,2,...,6.

II A probafiiggvény kivalasztasa és értékének kiszamitasa.
A proba tiszta illeszkedésvizsgalat, x?-probaval. A probafiiggvény:
2 - (05— E)?
Xp = Z; E;
1=

melynek mintésbol szamitott értéke a tablazatunk utols6 sordaban szerepld értékek Gsszege, azaz 8, 2.
Tehat
o=8,2
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IIT A kritikus tartomany kijelélése.
A préba jobboldali x?-préba. A kritikus értéket a y?-eloszlas tablazatabol olvashatjuk ki. A sza-
badsagi fok az osztalyok szdma minusz 1, vagyis f =r —1 =6 — 1 =5, 0,95 valoszintiség mellett.
Ez a jegyzet y2-eloszlas tablazataban az 6todik sor, elss oszlopban talalhato

X2 =11,07

érték. (A kritikus tartoméany abrajan a korabban megszokott jelolésekkel lathato, hogy a proba-

82 1107
Elfogadési tartomény Kritikus tartomédny

47. abra.

fiiggvény értéke az elfogadasi tartoméanyba esik.)

IV A déntés.
8,2 < 11,07, a probafiiggvény értéke az elfogadasi tartoméanyba esik, a nullhipotézist elfogadjuk
95%-os szignifikanciaszinten. Ez azt jelenti, hogy az adott minta alapjan elfogadhato, hogy a dobo-
kocka szabalyos.

6. feladat (tiszta illeszkedésvizsgalat) Négy pénzérmét 160-szor feldobunk. A kapott gyakorisagok:

fejek szama | 0| 1 | 2 | 3 | 4 | Osszes
gyakorisag | 5 | 35 | 67 | 41 | 12 160

Elfogadhato-e 95%-os szignifikancia szinten, hogy az érmék szabalyosak?

1
Megoldas: Feltételezésiink az, hogy az érmék szabéalyosak (mindegyiken 3 valoszintiséggel dobunk fejet).

A mintaelemek szama n = 160 (160 kisérletet hajtottunk végre), a mintaelemeket a dobott fejek szama
szerint osztalyoztuk, r = 5 csoportba soroltuk.
A dobott fejek szamat tekintjik az X valoszintiségi valtozénak. Ha helyes a feltételezéslink, akkor X

. e . 1
binomidlis eloszlast valdszintiségi valtozé6 n* = 4, p = 3 paraméterekkel. (n* a dobéasok szama egy

kisérletben.) A paraméterek elméleti értékek, ebben a feladatban nem a mintabol becsiiljiik a varhato
értéket, igy tiszta illeszkedésvizsgalatot hajtunk végre.

El6szor meg szeretnénk hatarozni azt, hogy ha az érmék szabalyosak, akkor az egyes osztélyokba hany
mintaelemet varunk.

Szamitsuk ki tehat a vart gyakorisdgokat (F;,i = 1...r, ), vagyis azt, hogy ha helyes az eloszlasra
vonatkozo feltételezésiink, akkor az adott osztélyba a kisérlet hany kimenetelét varjuk. (Pl. Ej azt
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jelenti, hogy az els osztalyba a kisérlet hany kimenetelére szidmitunk, azaz hény esetben varjuk, hogy a

négy érmébdl 0 fejet dobunk.)

Szamitsuk ki a dobott fejek szamahoz tartozo valoszintiségeket (azaz irjuk fel X eloszlasat)!

o)
o= () G) () -
o= () () -4
o= () () -
o= ()

A fenti valoszintiségekkel szorozva a mintaelemek szamat (n), megkapjuk a vart gyakorisagokat (E; = n-p;,

i=1...r).
ahol a négy dobéas egyike sem fej).

Nézziik a tablazatot!

1
(Tehat pl. a 160 kisérletbél Ey = n - p; = 6 160 = 10 esetben varunk olyan eredményt,

dobott fejek szama | megfigyelt gyakorisag (O;) | vart gyakorisag (E;) | (O; — E;)? (OZ;El)Q
i
0 5 10 25 2,62
1 35 40 25 0,625
2 67 60 49 0,8167
3 41 40 1 0,025
4 12 10 4 0,4
0sszeg 160 160 4,3667

A hipotézisvizsgalat 1épései ezutan az alabbiak:

I A nullhipotézis kimondasa.

A feltételezésiink most az, hogy az érmék szabalyosak, a dobott fejek szama binomidlis eloszlast,

1
(4, 5) paraméterekkel.

II A probafiiggvény kivalasztasa és értékének kiszamitasa.
A proba tiszta illeszkedésvizsgalat, x2-probaval. A probafiiggvény:

2 i (0: — Ey)?

X5 7
i=1 v

melynek mintabol szamitott értéke a tablazatunk utolsdé sordaban szerepld értékek Osszege, azaz

4,3667:
X2 = 4,3667
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IIT A kritikus tartomany kijelélése.
A proba egyoldali y2-proba. A kritikus értéket a x2-eloszlas tablazatabol olvashatjuk ki, r — 1 =
5 — 1 = 4 szabadsagi fok (osztalyok szama minusz 1) és 0,95 valoszintiség mellett. Ez a jegyzet
x2-eloszlas tablazataban a negyedik sor, elsé oszlopban talalhaté

X2 =9,49
érték.
43667 9.49
Elfogadasi tartomény Kritikus tartomany
48. abra.

(A kritikus tartomany &brajan a korabban megszokott jelolésekkel lathato, hogy a probafiiggvény
értéke az elfogadasi tartomanyba esik.)

IV A déntés.
4,3667 < 9,49, a probafiiggvény értéke az elfogadasi tartomanyba esik, a nullhipotézist elfogadjuk
95%-os szignifikanciaszinten. Ez azt jelenti, hogy az adott minta alapjan elfogadhato, hogy az érmék
szabéalyosak.

7. feladat (becsléses illeszkedésvizsgalat) Egy gyartosornal rendszeresen 5 elemd mintat vesznek a
termékekbdl. Egy hét alatt 500 mintat vettek. A mintdkban talalt selejtek gyakorisdga az alabbi volt:

selejtek szama | 0 1 2 31415
gyakorisag 170 | 180 | 120 | 20 | 8 | 2

Modellezhet6-e a mintaban levs selejtek szdma olyan binomiélis eloszlassal, melynek varhato értéke a
fentiekbdl szamolt atlag?

Megoldas:

Az egyes mintakban levs selejtek szamat tekintjiik az X valoszintiségi valtozonak. Azt feltételezziik, hogy

X binomialis eloszlast valoszintiségi valtozo, melynek varhato értékét a mintabol(!) szamitott atlag-

gal becsiiljiik (becsléses illeszkedésvizsgéalatot hajtunk végre). Tehat a varhato érték kiszamitasdhoz az

osszes kihuzott selejt szamat osztjuk a kisérletek szamaval (kiszamoljuk az atlagot):
0-14+1-180+2-120+3-20+4-8+5-2 522

T= =222 — 1,044
170 + 180 + 120 + 20 + 8 + 2 500

A mintaelemek szama n = 500 (500 kisérletet hajtottunk végre), a mintaelemeket a kihuzott selejtek
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szama szerint osztalyoztuk, ezzel r = 6 osztalyba soroltuk.

Ha X-t binomialis eloszlassal akarjuk modellezni, ismerniink kell a binomiélis eloszlas két paraméterét,
az n kisérletszamot, amely 5, illetve a megfigyelt esemény (selejthizas) p valoszintiségét. Ez utobbi nem
ismert, de a binomialis eloszlas varhato értékébdl becsiilhetjik: az 1,044 = E(X) = n - p egyenletbdl

E(X) 1,044

n

p= =0, 2088

Az illeszkedésvizsgalathoz el6szor meghatarozzuk, hogy ha X binomialis eloszlasu, n = 5, p = 0,2088
paraméterekkel, akkor az egyes osztalyokba atlagosan hany mintaelemet varunk, azaz kiszamitjuk a vart
gyakorisdgokat (F;,i =1,...,6 ). Szamitsuk ki a kihuzott selejtek szamanak lehetséges értékeihez tartozod
valoszintségeket! (Kiszamoljuk, hogy mekkora annak a valészintsége, hogy az 5 elemii mintadban éppen
k darab selejt van, ahol k =0, 1,2,3,4,5. Célszert minél tobb tizedes pontossaggal szamolni!).

po = P(X =0)=0,7912° = 0, 31005

p1=P(X =1)=0,2088"-0,7912* (i’

g
I
Z'i
>
[

5
p2 = P(X =2)=0,2088% .0, 79123< ) =0,21593
3) = 0,2088% - 0, 79122< )

ps = P(X =4) =0,2088* -0, 7912 <

ps = P(X =5) = 0,2088° = 0,000397

A fenti valészintiségekkel szorozzuk a mintaelemek szamat, igy megkapjuk az i-edik osztélyhoz tartozéd
elvart gyakorisagot vart gyakorisagok (FE;,i = 1,...,6 ) értékét (igy pl. az 500 kisérletbsl atlagosan
FEo = 500 -0,40912 = 204,56 esetben kapunk olyan eredményt, ahol az 5 kihtzott termékbdl pontosan
egy selejtes). Az elvart gyakorisdgokat beirjuk a téablazatba:

selejtek szama | megfigyelt gyakorisag (O;) | vart gyakorisag (E;)

0 170 155,03
1 180 204,56
2 120 107,97
3 20 98,49
4 8 3,75
) 2 0,2

0sszeg 500 500

Az elvart gyakorisagok kozott azonban két 5-nél kisebb érték is szerepel, ami illeszkedésvizsgélatnédl nem
megengedett! Ahhoz, hogy az illeszkedésvizsgalatot megfelelgen el tudjuk végezni, cellakat kell Gssze-
vonnunk. Mivel az utols6 két osztalyban a vart gyakorisagok osszege (3,75+0,2 = 3,95) is kisebb 5-nél,
ezért az utolsd harom osztalyt vonjuk 6ssze. Ezzel az osztalyok szama 4-re csokkent. Ennek megfelelGen
a tablazatot az aldbbiak szerint toltjik ki:
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selejtek szama | megfigyelt gyakorisag (O;) | vart gyakorisag (E;) | (O; — E;)? (OZ;;El)Q
i
0 170 155,03 224,1009 1,4455
1 180 204,56 603,1936 2,9487
2 120 107,97 1447209 51,3404
3v.4v. 5 30 32,44 95,9536 0,1835
0sszeg 500 500 5,9181

A hipotézisvizsgalat 1épései ezutan az alabbiak:

I

II

IT1

A nullhipotézis kimondasa.
A feltételezésiink most az, hogy X binomialis eloszlast az n = 5 és p = 0, 2088 paraméterekkel.

A prébafiiggvény kivalasztasa és értékének kiszamitasa.
A proba illeszkedésvizsgalat, x2-probaval. A probafiiggvény mintabol szamitott értéke a tablazatunk
utolsé soraban szerepld értékek Osszege, azaz 5,9181. Igy

4 2
XIZ’ZZ(OZ;Z-EZ) =5,9181

=1
A kritikus tartomany kijelélése.
A proba egyoldali x2-proba. A kritikus értéket a y?-eloszlas tablazatbol olvashatjuk ki. A szabad-
sagi fok a varhaté érték mintabol valoé becslése miatt osztalyok széma -2, azaz 4 — 2 = 2.
(Ahany parameétert becsiiliink a mintabol, annyival csokken a szabadséagi fok!) A szignifikancia
szint nem volt megadva, ezért a valoszintiséget a szokésos 0,95-nek tekintjilk. Ez a y2-eloszlas
tablazataban a maéasodik sor, elsé oszlopban talalhato

X? =5,99

érték.

599

Elfogadasi tartomdny Kritikus tartomany

49. abra.

(A kritikus tartomany abrajat felrajzolva lathato, hogy a kritikus érték az elfogadasi tartomanyba
esik.)
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IV A déntés.
5.9181 < 5.99, a probafiiggvény értéke az elfogadési tartomanyba esik, a nullhipotézist elfogadjuk
95%-os szignifikanciaszinten. Ez azt jelenti, hogy az adott minta alapjan elfogadhato, hogy dobott
fejek szama binomialis eloszlasi, n = 5, p = 0, 2088 paraméterekkel.
Ugyanakkor vegyiik észre, hogy a szamitott és a kritikus érték nagyon kozel van egymashoz!

7.2.2. Fiiggetlenségvizsgalat

Azt akarjuk eldonteni, hogy két valoszintiségi valtozo, X és Y fliggetlenek-e. (Ehhez tulajdonképpen
vetkezésiik valészintisége megegyezik a valdszintiségeik szorzataval. Ezt a gyakorisagokra, illetve relativ
gyakorisdgokra alkalmazzuk.) A szamités attekinthet&ségéhez ugynevezett kontingencia-tablakat hasz-
néalunk.

8. feladat (fiiggetlenségvizsgalat) Egy nagyvallalatnal azt vizsgaltak, van-e Osszefliggés a dolgozok
neme és a beosztasa kozott. Az eredményeket az alabbi tdblazat tartalmazza:

vezetd | beosztott

né 24 158
ferfi o7 321

Elfogadhato-e 95%-os szignifikancia szinten az az allitas, hogy a dolgozok neme és beosztésa kozott nincs
Osszefliggés?

Megoldas: Feltételezésiink az, hogy a nem és a beosztés fliggetlen egymastoél, ezért fiiggetlenségvizsgé-
latot hajtunk végre. Az adatokat a nem szerint r = 2, a beosztas szerint s = 2 csoportba osztotték, a
mintaelemek szama Gsszesen n = 540.

A fenti, megfigyelt gyakorisdgokat tartalmazo tablazatot (2 x 2-es kontingencia-tabla) egészitsiik ki a
peremgyakorisagokkal. Ez azt jelenti, hogy meghatarozzuk a nemek szerinti gyakorisagokat (a mintaban
Osszesen hany né és hany férfi szerepel), illetve a beosztas szerinti gyakorisdgokat (a mintédban Ossze-
sen hany vezet6 és hany beosztott szerepel). Ehhez 6sszeadjuk az egyes sorokban, illetve oszlopokban
talalhato értékeket. Az alabbi tablazatot kapjuk:

vezetd | beosztott | Osszes
ndg 24 158 182
férfi 57 321 378
Osszes 81 479 560

Most nézziik meg, hogy fiiggetlenség esetén milyen eloszlast varunk!

Az elvart gyakorisdgok kiszamitasahoz minden esetben az alabbiak szerint kell eljarnunk: az adott megfi-
gyelt gyakorisaghoz tartoz6 sor- és oszloposszeget Osszeszorozzuk, majd elosztjuk a minta elemszamaéval.
Példaul a ndi vezetSk szama (megfigyelt gyakorisaga) a megfigyelés szerint 24. A ndi vezetSk szamanak
elvart gyakorisagat tgy szamolhatjuk ki, hogy a 24-hez tartozd sorosszeget (182) szorozzuk az oszlop-
Osszeggel (81), majd a szorzatot elosztjuk a minta elemszamaval (560).

. 182 - 81
Igy a néi vezet6k szamanak elvart gyakorisaga: T60 - 26, 3250.
Hasonl6an szamitjuk ki a tobbi értéket is:
378 - 81
A férfi vezetsk szaméanak elvart gyakorisaga: r60 - 54, 6750.
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A néi beosztottak szaméanak elvart gyakorisédga:
A férfi beosztottak szaméanak elvart gyakorisaga:

A fenti értékekkel elkészithetjiik a vart gyakorisagoknak megfelel tablazatot (tigyelve arra, hogy minden

értéket a megfelels helyre irjunk):

182 - 479

= 155,6750.
375860479 |
— = 323, 3250.

560 323, 3250

vezet§ | beosztott | Osszes
né 26,3250 | 155,6750 182
férfi 54,675 | 323,3250 378
0sszes 81 479 560

Az eredményeinket az illeszkedésvizsgéalatnal latott tablazatos alakba is frhatjuk, ekkor konnyebben atte-

kinthets a szamolas:

megfigyelt gyakorisag (O;) | véart gyakorisag (E;) | (O; — E;)? (OZ;EZ)Q
i
24 26,3250 5,405625 0,2053
158 155,6750 5,405625 0,0347
o7 54,6750 5,405625 0,0989
321 323,3250 5,405625 0,0167
0sszeg 560 560 0,3556

A hipotézisvizsgalat 1épései ezutan az alabbiak:

I A nullhipotézis kimondasa.
A feltételezésiink az, hogy ennél a vallalatnédl a nem és a beosztas fiiggetlenek egyméstol.

II A probafiiggvény kivalasztasa és értékének kiszamitasa.
A proba fiiggetlenségvizsgalat x2-probaval. A probafiiggvény
4

G=2

=1

(0; — E;)?
E;

mintabol szamitott értéke a korabban kiszamolt

X5 = 0,3556

III A kritikus tartomany kijelélése.
A proba egyoldali x2-proba, az elfogadasi tartomany (0, x7). A kritikus értéket a y?-eloszlas tabla-
zatabol olvashatjuk ki. Ugyeljiink arra, hogy fiiggetlenségvizsgalatnal (r — 1) - (s — 1) a szabadsagi
fok, ami jelen példa esetében (2—1)-(2—1) = 1, 0,95 valésziniiség mellett. Ez a jegyzet x>-eloszlas
tablazataban az elsé sor, els6 oszlopban talalhaté

X2 =3,84

érték.
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0.3556 3.84

Elfogadasi tartomédny Kritikus tartomany

50. abra.

IV A déntés.
0,3556 < 3,84, a probafiiggvény értéke az elfogadasi tartoméanyba esik, a nullhipotézist elfogad-
juk 95%-os szignifikanciaszinten. Ez azt jelenti, hogy az adott minta alapjan elfogadhato, hogy a
vallalatnal fiiggetlen a dolgozok beosztasa a nemiiktdl.

9. feladat (fiiggetlenségvizsgalat) Egy kutatas soran azt vizsgaltak, hogy Osszefiigg-e a nézd életkora
és a legkedveltebb film tipusa. A felmérés eredményeit az alabbi tablazat tartalmazza:

ismeretterjeszt6 film | kalandfilm | vigjaték | romantikus film
0-18 éves 12 52 34 25
19-49 éves 28 35 43 24
49 év felett 58 14 43 32

Elfogadhato-e 95%-os szignifikancia szinten az az allitas, hogy az életkor és a legkedveltebb film tipusa
kozott nincs Osszefliggés?

Megoldas: Az adatokat az életkor szerint » = 3, a film tipusa szerint s = 4 csoportba osztottak, a
mintaelemek szdma Gsszesen n = 400.

A megfigyelt gyakorisdgokat tartalmazo tablazatban (3 x 4-es kontingencia-tabla) az egyes sorokban, illetve
az egyes oszlopokban talalhat6é gyakorisagokat Osszeadva megkapjuk a peremgyakorisagokat. Foglaljuk
ezt Ossze az alabbi tablazatban:

ismeretterjeszts film | kalandfilm | vigjaték | romantikus film | Gsszes
0-18 éves 12 52 34 25 123
19-49 éves 28 35 43 24 130
49 év felett 58 14 43 32 147
Osszes 98 101 120 81 400

A kovetkezd 1épésben szamitsuk ki, hogy fiiggetlenség esetén milyen értékeket varunk az egyes celldkbal
Az el6z6 feladatban latottak szerint az adott megfigyelt gyakorisdghoz tartozd sor- és oszlopisszeget
Osszeszorozzuk, majd elosztjuk a minta elemszaméval.

Vegylik észre, hogy az algoritmus a kovetkezs szamitast adja: a kivalasztott cella és az utolso sor és
utols6 oszlopban talalhatd, Gsszes mintaszamnak megfelel§ cella, tekinthets egy téglalap két szemkozti
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csicsdnak. Pl tekintsiik a 19-49 évesek koziil a kalandfilmeket kedvelSket. A celldban a gyakorisag
35, az minta elemszama 400. Egészitsiik ki a tablazatot a téglalap méasik két cstcsaban talalhato celldk
elemszamaval (101, 130):

ismeretterjesztd film | kalandfilm | vigjaték | romantikus film | Gsszes
0-18 éves
19-49 éves 35 130
49 év felett
0sszes 101 400

Ennek segitségével a 19-49 évesek kozott a kalandfilmeket kedvelSk cellajaba a vart gyakorisag tgy szamol-
hato, hogy a téglalapon a kivalasztott cellaval szomszédos cstucsokon talalhato cellak értékeinek szorzatat
osztjuk a szemkozti csics cellajanak értékével:

130 - 101
400
Hasonlban a t6bbi cellara is kiszamitva a vart gyakorisagot, az alabbi tablazatot kapjuk:

= 32,8250

ismeretterjeszt6 film | kalandfilm | vigjaték | romantikus film | Gsszes
0-18 éves 30,1350 31,0575 36,9000 24,9075 123
19-49 éves 31,8500 32,8250 39,0000 26,3250 130
49 év felett 36,0150 37,1175 | 44,1000 29,7675 147
0sszes 98 101 120 81 400

Tablazatos formaban szamoljuk a probafiiggvény értékét:

megfigyelt gyakorisag (O;) | vart gyakorisag (E;) | (O; — E;)? (OE,EZ)Z
i

12 30,1350 328,8782 25 10,9135
52 31,0575 438,588306 14,1218
34 36,9000 8,41 0,2279
25 24,9075 0,008556 0,0003
28 31,8500 14,8225 0,4654
35 32,8250 4,730625 0,1441
43 39,0000 16 0,4103
24 26,3250 5,405625 0,2053
58 36,0150 483,340225 13,4205
14 37,1175 534,418806 14,3980
43 44,1000 1,21 0,0274
32 29,7675 4,984056 0,1674

Osszeg 300 300 54,5019

A hipotézisvizsgalat :

I A nullhipotézis kimondasa.
A feltételezésiink az, hogy az életkor és preferalt film tipusa fiiggetlenek egyméstol.
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IT A prébafiiggvény kivalasztasa és értékének kiszamitésa.
A proba fiiggetlenségvizsgalat x2-probaval. A probafiiggvény
12 9
2 (0; — E;)
Xp = Z E;
=1
mintabol szamitott értékét kiolvassuk a tablazatbol:

X5 = 54,5019

IIT A kritikus tartomany kijelélése.
A proba egyoldali x2-proba, az elfogadasi tartomany (0,x?). A kritikus értéket olvassuk ki a y2-
eloszlas tablazatabol. A szabadsagi fok (r —1)-(s—1)=(3—1)-(4 —1) = 6, 0,95 valosziniiség
mellett. Bz a jegyzet y2-eloszlas tablazataban a hatodik sor, elsé oszlopban talalhato

XZ = 12,59

érték.

(A szamitott érték az x-tengelyen nem is fér fel az abréra.)

12.59
Elfogadasi tartomany Kritikus tartoméany

51. abra.

IV A déntés.
54,5019 > 12.59, a probafiiggvény értéke az elutasitasi tartomanyba esik, a nullhipotézist elutasit-
juk, 95%-os szignifikanciaszinten. Ez azt jelenti, hogy az adott minta alapjan van oOsszefiiggés az
életkor és a legkedveltebb film tipusa kozott.
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8. Tablazatok

8.1. A standard normalis eloszlasfiiggvény (®(z)) értékei

[ 0,00

0,01

0,02

0,03

0,04

0,05

0,06

0,07

0,08

0,09

0,0
0,1
0,2
0,3
0,4

0,5000
0,5398
0,5793
0,6179
0,6554

0,5040
0,5438
0,5832
0,6217
0,6591

0,5080
0,5478
0,5871
0,6255
0,6628

0,5120
0,5517
0,5910
0,6293
0,6664

0,5160
0,5557
0,5948
0,6331
0,6700

0,5199
0,5596
0,5987
0,6368
0,6736

0,5239
0,5636
0,6026
0,6406
0,6772

0,5279
0,5675
0,6064
0,6443
0,6808

0,5319
0,5714
0,6103
0,6480
0,6844

0,5359
0,5753
0,6141
0,6517
0,6879

0,5
0,6
0,7
0,8
0,9

0,6915
0,7257
0,7580
0,7881
0,8159

0,6950
0,7291
0,7611
0,7910
0,8186

0,6985
0,7324
0,7642
0,7939
0,8212

0,7019
0,7357
0,7673
0,7967
0,8238

0,7054
0,7389
0,7704
0,7995
0,8264

0,7088
0,7422
0,7734
0,8023
0,8289

0,7123
0,7454
0,7764
0,8051
0,8315

0,7157
0,7486
0,7794
0,8078
0,8340

0,7190
0,7517
0,7823
0,8106
0,8365

0,7224
0,7549
0,7852
0,8133
0,8389

1,0
1,1
1,2
1,3
1,4

0,8413
0,8643
0,8849
0,9032
0,9192

0,8438
0,8665
0,8869
0,9049
0,9207

0,8461
0,8686
0,8888
0,9066
0,0222

0,8485
0,8708
0,8907
0,9082
0,9236

0,8508
0,8729
0,8925
0,9099
0,9251

0,8531
0,8749
0,8044
0,9115
0,9265

0,8554
0,8770
0,8962
0,9131
0,9279

0,8577
0,8790
0,8980
0,0147
0,9292

0,8599
0,8810
0,8997
0,9162
0,9306

0,8621
0,8830
0,9015
0,177
0,9319

15
1,6
1,7
1,8
1,9

0,9332
0,9452
0,9554
0,9641
0,9713

0,0345
0,9463
0,9564
0,9649
0,9719

0,357
0,0474
0,9573
0,9656
0,9726

0,9370
0,9484
0,9582
0,9664
0,9732

0,0382
0,9495
0,9591
0,9671
0,9738

0,9394
0,9505
0,9599
0,9678
0,9744

0,406
0,9515
0,9608
0,9686
0,9750

0,0418
0,9525
0,9616
0,9693
0,9756

0,9429
0,9535
0,9625
0,9699
0,9761

0,0441
0,9545
0,9633
0,9706
0,9767

2,0
2,1
2,2
2,3
2,4

0,0772
0,9821
0,9861
0,9893
0,9918

0,778
0,9826
0,9864
0,9896
0,9920

0,0783
0,9830
0,9868
0,9898
0,9922

0,788
0,9834
0,9871
0,9901
0,9925

0,0793
0,9838
0,9875
0,9904
0,9927

0,798
0,9842
0,9878
0,9906
0,9929

0,9803
0,9846
0,9881
0,9909
0,9931

0,9808
0,9850
0,884
0,9911
0,9932

0,0812
0,9854
0,9887
0,9913
0,9934

0,0817
0,9857
0,9890
0,9916
0,9936

2,5
2,6
2,7
2,8
2,9

0,938
0,9953
0,9965
0,9974
0,9981

0,940
0,9955
0,9966
0,9975
0,9982

0,0941
0,9956
0,9967
0,9976
0,9982

0,043
0,9957
0,9968
0,9977
0,9983

0,0945
0,9959
0,9969
0,9977
0,9984

0,946
0,9960
0,9970
0,9978
0,9984

0,948
0,9961
0,0971
0,9979
0,9985

0,0949
0,9962
0,9972
0,9979
0,9985

0,951
0,9963
0,9973
0,9980
0,9986

0,952
0,9964
0,9974
0,9981
0,9986

3,0
3,1
3,2
3,3
3.4

0,0987
0,9990
0,9993
0,9995
0,9997

0,0987
0,9991
0,9993
0,9995
0,9997

0,0987
0,0991
0,9994
0,9995
0,9997

0,988
0,9991
0,9994
0,9996
0,9997

0,0988
0,9992
0,9994
0,9996
0,9997

0,9989
0,9992
0,9994
0,9996
0,9997

0,989
0,9992
0,9994
0,9996
0,9997

0,9989
0,9992
0,9995
0,9996
0,9997

0,9990
0,9993
0,9995
0,9996
0,9997

0,9990
0,9993
0,9995
0,9997
0,9998

35
3,6
3,7
3,8
3,9

0,9998
0,9998
0,9999
0,9999
1,0000

0,9998
0,9998
0,9999
0,9999
1,0000

0,0998
0,9999
0,9999
0,9999
1,0000

0,9998
0,9999
0,9999
0,9999
1,0000

0,9998
0,9999
0,9999
0,9999
1,0000

0,9998
0,9999
0,9999
0,9999
1,0000

0,9998
0,9999
0,9999
0,9999
1,0000

0,0998
0,9999
0,9999
0,9999
1,0000

0,9998
0,9999
0,9999
0,9999
1,0000

0,9998
0,9999
0,9999
0,9999
1,0000
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8.2. A Student-féle eloszlasfiiggvény inverzének értékei

| f]09 09 0975 098 099 099 ] | f]090 095 0975 0,98 0,99 0,995
1]308 631 12,71 1589 31,82 63,66 21 [[1,32 1,72 2,08 2,19 252 2,83
2118 292 430 485 696 9,92 22 ([ 1,32 1,72 2,07 2,18 251 2,82
311,64 235 318 348 454 584 23 ([ 1,32 1,71 2,07 2,18 250 281
40153 2,13 278 300 3,75 4,60 24 ([ 1,32 1,71 2,06 2,17 249 2,80
5148 202 257 276 336 4,03 25 ([ 1,32 1,71 2,06 2,17 249 2,79
6144 1,94 245 261 314 3,71 26 [ 1,31 1,71 2,06 2,16 248 2,78
701141 1,89 236 252 3,00 3,50 27 || 1,31 1,70 2,05 2,16 247 2,77
8140 1,86 231 245 290 3,36 28 || 1,31 1,70 2,05 2,15 247 2,76
91,38 1,83 226 240 282 325 29 || 1,31 1,70 2,05 2,15 246 2,76
10 | 1,37 1,81 223 236 276 3,17 30 (1,31 1,70 2,04 215 246 2,75
111,36 1,80 220 233 272 3,11 35 [ 1,31 1,69 2,03 2,13 244 272
121,36 1,78 2,18 230 268 3,05 40 [ 1,30 1,68 2,02 2,12 242 270
131,35 1,77 2,16 228 265 3,01 451,30 1,68 2,01 212 241 2,69
14 (1,35 1,76 2,14 226 262 2098 50 || 1,30 1,68 2,01 2,11 240 2,68
15 (1,34 1,75 2,13 225 260 295 60 || 1,30 1,67 2,00 2,10 2,39 2,66
16 [ 1,34 1,75 2,12 224 258 292 70 | 1,29 1,67 1,99 2,09 238 265
171,33 1,74 211 222 257 290 80 || 1,29 1,66 1,99 209 237 264
18 1,33 1,73 2,10 221 255 288 90 || 1,29 1,66 1,99 208 237 2,63
191,33 1,73 209 220 254 286 100 || 1,29 1,66 1,98 208 236 2,63
20 ([ 1,33 1,72 2,09 220 2,53 2,85 200 || 1,29 1,65 1,97 2,07 235 2,60
8.3. A y?*-eloszlasfiiggvény inverzének néhany értéke
] 095 098 099] | f[ 095 098 09| | f[ 095 0,98 0,99
1] 38 541 6,63 21 [ 32,67 36,34 38,93 50 67,50 72,61 76,15
21 599 782 921 22 || 33,92 37,66 40,29 60 79,08 84,58 88,38
3| 7,81 984 11,34 23 || 35,17 38,97 41,64 70 90,53 96,39 100,43
4 949 11,67 13,28 24 || 36,42 40,27 42,98 80 || 101,88 108,07 112,33
5 11,07 13,39 15,09 25 || 37,65 41,57 44,31 90 || 113,15 119,65 124,12
6 [ 12,59 15,03 16,81 26 || 38,89 42,86 45,64 100 || 124,34 131,14 135,81
7 | 14,07 16,62 18,48 27 || 40,11 44,14 46,96 110 || 135,48 142,56 147,41
8 || 15,51 18,17 20,09 28 || 41,34 4542 48,28 120 || 146,57 153,92 158,95
9 | 16,92 19,68 21,67 29 || 42,56 46,69 49,59 130 || 157,61 165,22 170,42
10 || 18,31 21,16 23,21 30 || 43,77 47,96 50,89 140 | 168,61 176,47 181,84
11 [ 19,68 22,62 24,72 31 || 44,99 49,23 52,19 150 || 179,58 187,68 193,21
12 | 21,03 24,05 26,22 32 || 46,19 50,49 53,49 160 || 190,52 198,85 204,53
13 | 22,36 25,47 27,69 33 || 47,40 51,74 54,78 170 || 201,42 209,98 215,81
14 | 23,68 26,87 29,14 34 || 48,60 53,00 56,06 180 || 212,30 221,08 227,06
15 | 25,00 28,26 30,58 35 || 49,80 54,24 57,34 190 | 223,16 232,15 238,27
16 | 26,30 29,63 32,00 36 || 51,00 55,49 58,62 200 | 233,99 243,19 249,45
17 | 27,59 31,00 33,41 37 || 52,19 56,73 59,89 300 | 341,40 352,42 359,91
18 | 28,87 32,35 34,81 38 || 53,38 57,97 61,16 400 || 447,63 460,21 468,72
19 | 30,14 33,69 36,19 39 || 54,57 59,20 62,43 500 | 553,13 567,07 576,49
20 || 31,41 35,02 37,57 40 || 55,76 60,44 63,69 1000 || 1074,68 1093,98 1106,97
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