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1. A RENDSZERTECHNIKA ALAPFOGALMAI
1.1 A jelenségek és folyamatok leirasa

A mérndk munkaja soran mindig a kdrnyezetétdl onkényesen és szubjektiv modon elkiiloni-
tett jelenséget vizsgal, egy nagyobb rendszerbdl kiemelt kisebb egységként. Indirekt modon a
rendszer fogalma: olyan jelenségek vagy objektumok Osszessége, melyeket kolcsonhatasok €s
kolesonos Osszefiiggések kapesolnak 6ssze. A folyamat a rendszeren beliil lejatsz6do jelensé-
gek térbeli és/vagy iddbeli sorozata.

Az alapjelenségek ¢s az 0sszetett folyamatok leirdsa azokra a torvényszeriiségekre épiil, ame-
lyek a jelenség, ill. a folyamat belsd, Iényegi viszonyait jellemzik. A forvény a jelenségek
vagy azok egyes részei kozott fennallo sziikségszerli, 1ényegi, altalanos €s tartds viszonyt fe-
jez ki.

A vizsgalt jelenségre vonatkozd torvény vagy torvényszeriiség meghatirozasanak kialakult
modszertana van:

a) a jelenséget leiro jellemzdk kivalasztasa

b) tudomanyos absztrakcioval a jelenség lényegét tiikr6zo vizsgalati modell (absztrahalt
modell) megalkotésa

c¢) ajelenség analizise tjan a részosszefiiggések feltarasa

d) a részjelenségek egymasra gyakorolt hatdsdnak vizsgélata (szintézis)

e) az eredmények altalanositasa, a torvényszeriiség megfogalmazasa

A gépészeti folyamatokat leird jellemzoket altalaban a tulajdonsagot és az allapotot meghata-
rozo jellemzdk csoportjara osztjuk (1.1. dbra)

A tulajdonsagot kifejez6 jellemzOk altalaban egyértelmiiek. Ide tartoznak a kiilonb6zd geo-
metridra és alakra vonatkozo6 adatok, valamint az anyagjellemzdk széles sora (fajhd v. fajlagos
hékapacitas, viszkozités, villamos vezetoképesség stb.).

Leird jellemzoék

Tulajdonsag Allapot

Extenziv Intenziv

1.1.4bra: A leir¢6 jellemzdk csoportositasa

Az dllapotjellemzok (v. allapothatarozok) az extenziv és intenziv jellemzok csoportjara oszla-
nak.

Az extenzivek altaldban valamilyen kiterjedésre, méretre, mennyiségre jellemzdk, vagy azok-
kal aranyosak, és energiahordozokként szerepelnek . Ilyen a tomeg, térfogat stb., és természe-
tesen maga az energia is. Alapvetd, hogy az extenzivek teljes rendszerre vonatkozo6 értéke
azonos a részrendszerekre vonatkozo értékek Osszegével. Az extenzivekre a megmaradasi
torvények érvényesek.



Az intenziv (vagy intenzitds) jellemzOk valamilyen hatas erdsségét fejezik ki. E hatasok az
intenziv jellemz6 kiilonbségekkel aranyosak. Maga az intenzitas jellemzo a tér egy meghata-
rozott pontjara értelmezhetd. Ha egy térben az intenzitéds jellemz6 eloszlasa inhomogenitaso-
kat mutat, azaz intenzitas jellemz6 kiilonbségek vannak, e kiilonbségek hatasara extenziv
aramok indulnak, mégpedig olyan irdnyban, hogy e kiilonbségek megsziinjenek. A hajtoerd
forrasa az, hogy a rendszer egyensuly felé torekszik.

1.2 Rendszermodell

A rendszervizsgalat feltétele a rendszermodell megalkotésa.

A modell a valdsagos rendszer egyszeriisitett, annak a vizsgélat szempontjabol 1ényegi tulaj-
donségait kiemel6 masa, mindazon masodlagos jellemzdket elhanyagolva, amelyeket a kitii-
z0tt vizsgalat szempontjabol nem tekintiink meghatarozonak.

A modell a valddi rendszert csak meghatarozott szempontbdl helyettesiti, egy bizonyos pon-
tossagi igény hatarain beliil. Nagyobb hiiségii leképezéshez a modellt tovabbi figyelembe vett
jellemzdk bevonasaval finomitani kell, vagy mas céla vizsgalatokhoz ugyanahhoz a rendszer-
hez Gjabb modellt kell rendelni.

Modellezésnek nevezziik a valésagos rendszer 1ényegi tulajdonsagainak felismerését, és azok
valamilyen formaju leképezését. A vizsgalt jelenségnek az emberi tudatban az absztrakcid
eszkozeivel leképezett képe az absztrahalt modell.

Az absztrahalt modell harom formdban képezhetd le, az eredmény: homolog, analog és ma-
tematikai modell vagy szerkezeti-, mechanikai-, matematikai modell (1.2. 4bra).

A homolog modell geometriailag hasonl6 az eredeti rendszerhez, és ugyanolyan fizikai jelen-
ség jatszodik le benne. Gyakori elnevezés ezért a "kisminta". A homoldég modellen végzett
kisérletek eredményeinek az eredeti rendszerre valo visszavetitése meghatarozott hasonlosagi
kritériumok betartasat koveteli (hasonlosagelmélet).

Jelenség
Absztrahalt modell
Homolog Analog Matematikai
modell modell modell

1.2. abra: Rendszermodellek

Az analog modell az eredeti rendszerrel geometriai hasonldsagot altalaban nem mutat, a fizi-
kai jelenség sem azonos, de a benne lejatszodd folyamatokat azonos térvényszeriiségek hatéa-
rozzak meg. Az analdog modell az eredeti rendszerhez viszonyitva hasonld behatasra hasonlo
modon valaszol. LehetOséget ad pl. hidraulikus jelenség villamos modellen val6 tanulméanyo-
zaséra stb.

Az absztrahalt modell mérnoki gyakorlatban legelterjedtebb leképzése a matematikai modell.
A matematikai modell a matematika szimbolumrendszerén keresztiil teremt kapcsolatot a



vizsgalt rendszer be- és kimend jellemz6i kozott. A matematikai modell kelléen definialt kez-
do- és peremfeltételekkel egyiitt egyben a vizsgalt jelenség algoritmusat szolgaltatja.

Feltételezve a rendszer modelljének meglétét, felvetddik az a kérdés, hogyan viselkedik a
rendszer azonos struktira, de mas rendszerjellemzok esetén. Erre a kérdésre ad valaszt a szi-
mulacio.

1.3 Szimulacié

Szimulacionak nevezziik a valddi rendszer valamely célszerlien leképezett modelljén végre-
hajtott vizsgalatok Osszességét. A modellek jellegének megfeleléen beszéliink homolog és

analog szimuldciorol. A matematikai modell megoldasanak modja szerint analitikus és digitd-
lis szimulaciorol beszéliink.

1.4 A matematikai modell jellege
A rendszer viselkedését leird matematikai dsszefiiggés jellege, ill. meghatarozasanak modsze-

re szerint kiilonféle matematikai modelleket kiilonboztetiink meg. Az elterjedt osztalyozasi
formak szerinti modellek, modellparok:

statikus - dinamikus;

— koncentralt paraméterti - elosztott paraméterd;

linearis - nemlinearis;

folytonos - nemfolytonos (diszkrét vagy mintavételes), ill.
determinisztikus - sztochasztikus modellek lehetnek.

A modellek ezen felsorolt tulajdonsagai altaldban nem 6nalléan jelentkeznek, hanem egy-egy
célszertien megalkotott modell magéaban hordja ezek szintézisét.

Statikus a modell, ha a rendszer allapota id6 szerinti derivaltakat nem tartalmazo egyenletek-
kel irhat6 le. Jellemzésére elterjedt még a staciondrius, allanddsult vagy egyensulyi allapot
kifejezés is.

A dinamikus modellek az idOtartoméanyban is leirjak a jellemzdoket, megjelenési formajuk ko-
zOnséges vagy parcidlis differencidlegyenletek. A targyalds sokszor nem az id6-, hanem va-
lamely célszerlien valasztott transzformalt tartoményban valdsul meg.

A koncentralt paraméterti modellek a folyamatot, vagy az ezt el6allito részfolyamatokat kiter-
jedés nélkiili paraméter megfeleltetd transzformacioként irjak le, megjelenési forméjuk algeb-
rai vagy kozonséges differencialegyenlet.

Az elosztott paraméterii modellek megengedik a rendszeren beliili, altaldban folytonos para-
méter-eloszlast. Megjelenési formajuk parcidlis differencialegyenlet.

A linearis modellekben csak az elsé hatvannyal bir6 valtozok, derivaltjaik és magasabb rendi
derivaltjaik szerepelhetnek, altalaban allando egyiitthatokkal szorozva. A szuperpozicio tétele
érvényesiil.

A nemlinedris modellek az el6z6 megkdotottségektdl mentesek. A folytonossag a jel- és id6tar-
tomanyban egyarant értelmezhetd.



A folytonos modellekben a valtozok egy adott tartomanyon beliil barmilyen értéket felvehet-
nek, ill. minden iddpillanatban van egy meghatarozott értékiik.

A nemfolytonos modelleknél a valtozok csak meghatarozott diszkrét értékeket vehetnek fel,
ill. az idétartoméanyban csak kitiintetett idopontokhoz tartozik érték.

A determinisztikus modellek jellemz6i, valamint maguk a valtozok egyértelmii fiiggvényekkel
adhatok meg térben és id6ben egyarant.

A sztochasztikus modellek ugyanazon jellemz6i €s valtozoi csak bizonyos valdszinliségi 6sz-
szefliggésekkel definialhatok.

1.5 A matematikai modell eloallitasa

Egy miiszaki-technologiai folyamat matematikai modelljének megalkotasahoz alapvetéen két
ut kinalkozik:

a) Altalanos természettudomanyos ismeretanyagra tamaszkodva, fizikai megfontolasok alap-
jén analitikus form4ju kozvetlen matematikai modell eldallitasa (white-box eljaras).

b) Megfigyelés, ill. kisérleti identifikacid, ahol a matematikai modell megalkotdsdhoz az
alapvet6 informaciokat mérések sorozataval kapjuk (black-box eljaras).

1.6 A rendszervizsgalat abrazolasi modjai

A rendszervizsgalatot a szemléletesség érdekében vazlatokkal kovetjiik. Jellegzetes formajuk
a szerkezeti €s a hatasvazlat.

A szerkezeti vazlat szorosan utal a vizsgalt folyamatot megvaldsitod redlis technologiai beren-
dezésekre, természetesen annak 1ényeges tulajdonsagait emelve csak ki (1.3. abra).

A hatasvazlat a folyamat elvi dbrazolasi modja. A folyamat elemi egységeit szimbolikus for-
mak tiintetik fel, ezeket hatasvonalak kapcsoljak 6ssze (1.4. ébra).

A hatdsvazlatnak két alapvetd formdajat hasznaljuk, ezek a tombvazlat és a jelfolyamabra,
vagy mas néven a grafabrazolas.

/\

1.3. abra: Szerkezeti vazlat




1.4. dbra: Hatasvazlat

X
X,
X
X5 a)
1.5. abra: Jelelagazas 1.6. abra: Jelosszegezés
X X £
1.7. abra: Jelmoddositas 1.8. abra: Jelmoddositas
tombvazlata jelfolyamabraja

A tombvazlatokban a rendszer elemi egységeit téglalapok jelolik. Az elemi egységeket Gssze-
kot egyenes vonalak a hatdst hordozo6 jelek haladasat, a vonalak iranyitasa a haladas irdnyéat
tiintetik fel. A téglalapokban a tag jellemzo fliggvényét (jelmddositas) vagy jelleggorbéjét
tiintetjiik fel. A tombvazlatok alapvetd kapcsolodési formai a kovetkezok:

1. Elagazas (1.5. 4bra):
Xy =X, =X,
2. Osszegezés (1.6. abra):
X, =X, +X, —X;.
A jelek eldjeles 0sszegezésének jelképe a negyedekre osztott kor, ahol a negativ eldjellel fi-
gyelembe veendd jel negyede fekete (1.6/a dbra). Szokasos azonban az Osszegezés egyszerii
korrel vald abrazolasa is, az eldjeleket az érkezé jelek hatasvonalan tiintetve fel. Az ilyen ab-

razolas elkeriilhetetlen, ha négynél tobb jel Osszegezésére kertil sor (1.6/b abra).

3. Jelmddositas (1.7. abra): a tag x, kimend és x, bemend jele kozotti
kapcsolatot az F' fiiggvény irja le.

A jelfolyamabraban a modellezett folyamat elemi egységének az felel meg, melynek két vég-
pontjahoz a jelek tartoznak. A jelmoddositas jelfolyamdbrajat mutatja a 1.8. abra.



1.7 A jel fogalma és szerepe

A jel a konkrét fizikai folyamattdl elvonatkoztatott, absztrakt fogalom, amely az informacios

tulajdonsag hordozoja.
1. A jelek osztalyozasa

Ertékkészletiik szerint lehetnek

— folytonosak
f
___—
f(ty)
1, t
— szakaszosak
f
f(t,)
t; t

— folyamatos jel, melynek értékkészlete az adott idétartomany barmelyik idépontja-
ban valtozhat

£, f)
——
fity) fit)
tl t t] t
folytonos szakaszos

— szaggatott jel, amelyik csak meghatarozott iddpontokban valtoztatja az értékét

fi f
fit) f(t)
- 1.
tl t tl t
folytonos szakaszos

— determinisztikus jel, ha értéke meghatarozott idéfiiggvénnyel egyértelmiien megadha-
to,

— sztochasztikus jel, ha szabalytalan lefolyasu és csak valdszinliségszamitasi modszerek-
kel irhato le.



2. Gerjeszto jelek
A linaris rendszerek vizsgalatara kialakult két célszerlien hasznélhat6 fliggvénycsalad az

— exponencialis és a
— szingularis fliggvények csoportja.

a fliggvény altalanos alakja: f (t) =e"

s: lehet valos, képzetes vagy komplex szam.

a) ha s valos, akkor a gerjesztés esetei:

| s=0 ; >0

s<0

1
T=—-
S

b) ha s képzetes, akkor a gerjesztés harmonikus rezgés:

f(t)=e’" =coswt + jsin ot

Re[f(t)] =cosw t

A rendszer allapota a behatas elotti allandosult allapottol és a bemend jeltol figg.

Egy egyensulyban levé rendszerre ha bemend jelet kapcsolunk, az kimozdul egyensulyi alla-
potabol, és valtozadi a rendszer jellegének megfeleld tranziensekkel valaszolnak.

Az egyszerliség kedvéért szokas a rendszer valtozoinak kezdeti értékét, valamint az egyensulyi
dllapothoz tarto bemend jelet egyarant zérusnak tekinteni.



A legfontosabb tipikus vizsgaldjelek:

— egységugras fliggvény
Jele: 1(7)

. 1)

t
a rendszer valasza az dtmeneti fiiggvény
a gyakorlatilag eléallithato jel:
p
1
At-0 t
— egységimpulzus fliggvény vagy mas néven Dirac-delta
Jele: o(7)
p p
Ut s
At t

a rendszer valasza a sulyfiiggvény.

— egységnyi sebességugras

Jele: t-l(t)
p
t1(t)
t
— egységnyi gyorsulds
t2
Jele: — -1z
0
P
.
5 1(t)




1.8. Rendszeridentifikacio

Miszaki konstrukciok, gépészeti rendszerek, objektumok dinamikai vizsgéalatai elméleti
rendszeranalizissel kezd6dnek. A lényeges miiszaki-fizikai adottsagok alapjan az objektumra
egy helyettesité rendszert (fizikai modell) matematikailag fogalmazunk meg (matematikai
modell), és a fizikai paraméterek szamértékeit a szerkezeti rajzokbol allapitjuk meg. A gé-
pészeti rendszereknél, amelyekre vizsgalatainkat korlatozzuk, a paramétereket a merevségek
ill. a rugalmassagok ¢és a tehetetlenségek alkotjak, ill. a hatd csillapitasok vonatkozasaban
feltételezésekkel kell élniink. Ez a modellezés egyszertisit feltételezéseken alapul, amely
bonyolult szerkezeteknél az elméleti rendszeranalizis eredményeiben bizonytalansdgokra
vezet. Ujonnan kifejlesztett rendszereknél és megvaltoztatott rendszereknél, amelyeknél a
valtozasok a dinamikus viselkedést jelentdsen befolyésoljdk és amelyekre vonatkozoan az
atvihetd, atadhato tapasztalatok hianyoznak, a rendszeranalizis bizonytalansagai jelentdsek
lehetnek. Néhany fizikai jelenség, mint pl.: a nemlinearitdsok és a csillapitasi hatasok, bizo-
nyos koriilmények kozott nehezen vagy elméletileg nem is hatdrozhatd meg. Ehhez jarulnak
még azok az esetek, amelyekre vonatkozdan az eldirasoknak megfeleléen miikodési- és biz-
tonsagi igazolasokat kell végrehajtani, anélkiil, hogy 0sszehasonlithatd, mar elvégzett igazo-
lasokra lehetne visszanytlni. Az elméleti rendszeranalizis problematikdja, hatarai és végso
soron a raforditdsi és ezzel egylitt a gazdasagossagi meggondolasok a rendszerek kiegészitd
vagy egyediili kisérleti vizsgalatdhoz vezetnek.

Az gépészeti rendszereknek az un. strukturakisérlettel torténd kisérleti vizsgalata 1ényegében
harom célt szolgal:

1. az elméleti rendszeranalizis feltételezéseinek és eredményeinek az ellendrzése,
2. elméletileg hibdsan vagy egyaltalan fel nem derithetd viselkedés felfedezése,
3. meghatarozott kovetelmények teljesitettségének igazolasa.

Ezek a célok legkiilonbozébb feladat megfogalmazasokat indokolnak. fgy az elméleti
rendszeranalizis eredményeinek a struktirakisérletre atvihetoknek kell lenniiik, mikdzben
a rendszeranalizisb6l szdrmaz6 szamitasi modell egyes pontjainak a rendszerkisérlet mérési
pontjaival meg kell egyezniiik vagy az adatoknak megfelelden atszamithatoknak kell lenniiik.
Strukturakisérleteket altaldban nem valamennyi sziikséges terhelési esetre, hanem csak né-
hanyra, esetleg egyszeriisitésekkel) hajtunk végre. Legyen ez azért, mert a kisérletek miiszaki
okok miatt nem realizalhatok vagy egyszeriien gazdasagtalanok lennének. Ezeknek a struktu-
rakisérleteknek az eredményei ezutdn hozzéajarulnak a szamitasi modell korrektirajahoz, hogy
a javitott, pontosabb szamitdsi modellel a kisérlet sordn meg nem valdsitott terhelési esetet
szémitassal is igazolni tudjuk.

A rendszeridentifikaci6 mint kisérleti rendszeranalizis az el6z6ekben vazolt feladatmegfo-
galmazésokat tartalmazza.
Ide vonatkoz6 példak:

— zaj-, razkodtatas- és zavarforras helyének a meghatdrozasa a kornyezetvédelem keretein
beliil,

— szerszamgépek atviteli fliggvényeinek (frekvencia-jelleggorbéinek) a kisérleti meghatéro-
zasa kiilonb6zo gerjesztések segitségével,

— személygépkocsi litkdzésvizsgalatoknal a helyettesitd modell tehetetlenségi- és merevsé-
gi adatainak a kisérleti meghatarozasa a rugalmas tartomanyban (1.9. dbra),
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— offshore épitmények (nyilt vizen, pl. tengeren létesitett épitmények) dnlengését jellemzd
mennyiségek meghatarozasa,

— sinhez kotott gyorsvasutak helyettesitd rendszerének a merevségi €s csillapitasi adatainak a
korrekcioja a mért kényszerlengések €s a gerjesztés alapjan szamoltak §sszehasonlitdsaval
oly moédon, hogy a szamitott és a mért kényszerlengések kozott j6 megegyezést érjiink el,
a sinhez kotott kozlekedés altal a dinamikailag igénybevett felépitmény fizikai jellemzdi-
nek a kisérleti meghatarozasa,

— ahulldmzas és a hajogépek lizeme altal 1étrehozott hajotest rezgések vizsgalata.

1.9. 4bra: Helyettesité modell személygépkocsi iitkozésvizsgalataira
1.8.1. A rendszeridentifikacio besorolasa és feladatkitiizése

A rendszertechnikai vizsgéalatok egyik olyan modszere a rendszerazonositds, amelyet elsdsor-
ban bonyolult és nagy terjedelmii rendszerek esetében lehet eldnydsen haszndlni. Lényege,
hogy keresni kell egy olyan struktiraju elvont rendszert, amely a vizsgalt realis rendszerrel
megegyez0 viselkedésii. Ez a megtalalt, “identifikalt” struktira nem egyezik meg feltétleniil
a vizsgalt rendszer tényleges struktarajaval, de vele azonos mikodésu, igy azt a vizsgalatok
soran helyettesitheti, vele azonosithatjuk. Az identifikalt rendszer a fekete dobozként kezelt
eredetinek egy ismert felépitésii, elvont rendszerrel helyettesithetd uj modellje.

A fizikai paraméterek értékeit a szerkezetbdl kiindulva allapitjuk meg:

szerkezeti modell - mechanikai modell - matematikai modell |

A paraméterek: tomegek, tehetetlenségek, rugdallandok, csillapitok.
A modellezés egyszertisitd feltételeken alapul. (pl.: linearizalas gumirugd esetén)

Az identifikalt modell eléallitasanak menete:

| Fizikai rendszer |

J 1. 16pés: idealizacio
| Idealizalt rendszer |

J 2. Iépés: identifikacio
| Identifikalt modell |

1. 1épés: a valosagos fizikai rendszer idealizalasa
2. 1épés: az idealizalt fizikai rendszer matematikai modelljének meghatarozasa az is-
mert fizikai tulajdonsagok figyelembevételével
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A gépészeti rendszerek targyalasat roviden a struktiraprobléma fogalmaval vazoljuk. Az
gépészeti rendszerek identifikdcidja a stuktiraproblémak nagy osztalydhoz tartozik, amelyet
a be-/kimeneti Osszefliggés (1.10. sz. abra) jellemez.

Bemend mennyiség Kimend mennyiség
» | RENDSZER >
(Ok) (Hatas)

1.10. abra: A be-/kimend Osszefiiggés

Ha pl. egy kéményre a természetes sz¢l hat, ugy a ,.kémény” rendszerre hat6 szélerdk a
bemend mennyiségek, az eredd elmozdulasok (ill. igénybevételek) a kimené mennyiségek. A
helyettesitd rendszernek a bemend- ¢s kimend mennyiségekkel torténd éabrazoldsa a rend-
szer rendszerelméleti illusztralasa. A struktiraprobléma felbontasat az eltéré feladatkitiizé-
seknek megfelelden a 1.11. dbra mutatja, amivel a szdmunkra érdekes identifikécio problé-
manak a struktiraprobléma ald torténd besoroldsa felismerhetd. A kozvetlen probléma fel-
adatkitlizése annak felel meg, ami szokasos mddon az 0j fejlesztés konstrukcios fazisaban
1ép fel. A tervprobléma kidolgozasa azt jelenti, hogy a rendszert adott be- é¢s kimend meny-
nyiségekre ugy kell megvalodsitani, hogy az a be-/kimeneti dsszefiiggésnek mindig jol meg-
feleljen. A bemenet problémédja kiilon magyarazatokat nem igényel. Az identifikécios prob-
léma megoldasa a kovetkezd: a rendszert leird egyenletek meghatarozasa a mért be- és ki-
mend mennyiségek alapjan. Ezzel a rendszeridentifikacio feladatkitiizését a kdvetkezoképpen
fogalmazhatjuk meg: a kiilonb6zé6 bemend mennyiségekre adodod kimeneti mennyiségek
megfigyelésébdl egy helyettesitd modellt kell meghataroznunk, ami bizonyos - a mindenkori
feladatkitlizésbdl eredd - adott kritériumok szempontjabdl megfelel a valos rendszernek (pl.
a rendszer- és a modell-valasz megegyezése meghatarozott hibahatarokon beliil).

Struktaraprobléma
Ko6zvetlen probléma Inverz probléma
adott:
rendszerleiras,
bemend mennyiségek tervezeési bemeneti identifika-
cio
probléma probléma probléma
adott: adott: adott:
keresett: bemend rendszer- bemend
kimend mennyiségek mennyiségek  leiras mennyiségek
kimend kimend kimend
mennyiségek mennyiségek mennyiségek
keresett: keresett: keresett:
rendszer bemend rendszerleiras

mennyiség

1.11. dbra: Az identifikacids probléma besorolasa
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Ha megkiséreljiik, hogy az el6zdleg felsorolt példakat a fenti feladatkitlizéssel dsszhangba
hozzuk, ugy felismerhetjiik, hogy a mindenkori modellekkel szemben kiilonb6zé kovetel-
mények 1épnek fel. Néha elegenddek a részmodellek, mas feladatok teljes modellt igényel-
nek.

A modellek kvalitativ és kvantitativ jellegliek lehetnek. A kvalitativ modellek a be- ¢és ki-
mend mennyiségek értékszerli hozzarendelését csak bizonyos értéktartomanyokon beliil tar-
talmazzak, mig a kvantitativ modellek a be- és kimend mennyiségek kozvetlen érték szerinti
hozzarendelését foglaljdk magukba. Csupan kvantitativ. modelleket targyalunk.
Nemparaméteres modelleket (black-box-modellek, fekete doboz modellek, struktura nélkiili
modellek) és paraméteres modelleket (struktiraval rendelkezé modelleket) kiilonboztethetiink
meg (1.12. abra).

A rendszerek dinamikus viselkedésének a matematikai leirasat a rendszer be- és kimend
mennyiségei kozott fennalld fliggvények szolgaltatjak. A nemparaméteres modellnél a funk-
cionalis Osszefiiggést tablazatosan vagy grafikusan (frekvenciajelleg-gorbék, atviteli fliggvé-
nyek), a paraméteres modellnél azonban expliciten fellépd paraméterekkel analitikusan adjuk
meg.

Identifikacio
nemparameéteres paraméteres
identifikacio identifikacio
modell: modell:
struktura nélkiil struktaraval rendelkezik

1.12. dbra: Az identifikéacids probléma felosztasa

1.8.2. Modelldefiniciok és osszefiiggések

Ahogy azt mar emlitettiik, a rendszeranalizis szamitasi modellje és a rendszeridentifikacid
kisérleti modellje kozott kdlcsonds Osszefiiggés all fenn, amelyet a 1.13. abra mutat.

A rendszeranalizisen beliill a meglevd valos rendszert elméleti tton a szerkezeti rajzokbol
kiindulva vizsgaljuk. A fizikai modell a fizikailag idealizalt rendszerbdl all, amelybdl elhagy-
tuk a feladatcélok szempontjabdl Iényegtelen dolgokat. Az esetleg még tovabb egyszerisiten-
do6 fizikai modell matematikai, analitikai leirdsa - a matematikai megfogalmazas végrehajtas
érdekében - a modell egyenleteit, az Gin. matematikai modellt szolgaltatja, amelynek a para-
méterértékeit (merevségek, tehetetlenségek, esetleges csillapitdsok) a szerkezeti rajzokbol
nyerjiik. Ezzel adott bemend mennyiségekre a kimend mennyiségeket tudjuk elére megmon-
dani.

Mindezt Osszefoglaloan szamitdsi modellnek nevezziik, ami a bemend mennyiségek oszta-
lyat és a megkivant modellpontossagot veszi figyelembe.
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Analizis Identifikécio
(szamitasi modell) (kisérleti modell)
RENDSZER

mérési renlszer
(modifikalt rendszer)
fizikai modell fizikai modell
| matematikai modell a priori-ismeretek
(adott koriilmények matematikai modell
kozott egyszerisitett) ismert ismeretlen
struktara struktara
paraméterértékek
meghatarozasa kozvetett/kdzvetlen
megfigyelés
korrigalt
’j0slas” szamitasi becslés
modell paraméteres/
nemparaméteres
&sszehasonlitas ‘
korrekcid

1.13. 4bra: A rendszeranalizis €s a rendszeridentifikacio elvi eljarasa

Az identifikdcional a méro- és a gerjesztOberendezes altal megvaltoztatott mérési rendszer-
bdl indulunk ki. A méré- €s a gerjesztOberendezésnek az objektum dinamikai viselkedésére
gyakorolt hatéasait kell megvizsgalnunk és adott esetben ezt figyelembe kell venniink. Az
analizis fizikai modellje az identifik4dcid fizikai modelljére vonatkozo priori ismereteket
tartalmaz, amelyeket adott koriilmények esetén az eldkisérletek alapjan nyert ismeretekkel
ki kell egésziteni vagy meg kell valtoztatni. Ebbdl és az analizis matematikai modelljébdl
szarmaz6 ismeretekbdl (pl. szabadsagfokok szdma ,,n”") allitjuk fel a rendszerre az identifika-
cié matematikai modelljét, ami paraméteres vagy nemparaméteres. Végiil a rendszernek az
adott bemend mennyiségekre vonatkozo megfigyelése (kozvetlen: a mérési eredmény ¢€s a
szamunkra érdekes mennyiség megegyezik egymassal, indirekt: mindkét mennyiség kiilonbo-
z0) nemparaméteres vagy paraméteres identifikaciora vezet.

crer

indul ki, amelyet a feladatcél szempontjabol alkalmas, identifikalt mennyiségbdl és a szami-
tasi modellbdl képeziink.

Ha az Osszehasonlitas adott hibakorlatok alapjan nem kielégitd, tigy egy alkalmasan megva-
lasztott célfliggvénnyel illesztést, korrektarat kell végrehajtanunk. Az illesztés altalaban a
szamitasi modell korrekcidjahoz vezet, nem ritkdn a kisérleti modellt is a mérd-, a
gerjesztOberendezés vagy a kornyezeti behatdsok vonatkozasaban, illetve a fizikai modellt
is stb. moédositani kell. Ha a szamitési és a kisérleti modell matematikai modelljei meg-
egyeznek egymassal, gy egy nem kielégité eredményti 6sszehasonlitasnal elegendd pusz-
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tan egy paraméterillesztés végrehajtasa. A korrekcid eredménye akkor a korrigalt, javitott
szamitasi modell.

1.8.3. Az identifikaciés mennyiségek és eljarasok jellemzo6i

Az alkalmazott matematikai modellek megkiilonboztetése a 1.12. 4dbra szerintinél még bovit-
hetd. Erre vonatkoz6 ismertetdjegyek:

— koordinatak vélasztasa (diszkrét, folytonos — diszkrét, folytonos modell),
— amodellegyenletek operatorainak a tulajdonsagai.

Tovéabbi ismertetdjegyeket az alkalmazott bemend mennyiségek szolgaltatnak. Ezek:
— természetesek (lizemdllapot) vagy mesterségesek (vizsgalojelek),
— determinaltak (analitikusan expliciten leirhatok és ezzel elédre megmondhatok), megjosol-

hatdk és reprodukalhatok vagy sztochasztikusak (szabalytalanok) lehetnek.

A jelek tulajdonsagait osztalyozasuk tartalmazza. (1.14. dbra)

determinisztikus sztochasztikus
/j °l \ / Iel \
periodikus jel  nem periodikus jel staciondrius instaciondrius
jel jel jel jel
harmoni-  altala-  kvazi- tranziens ergodikus nem ergodikus
kus jel nosan  periddi- jel jel jel
perio-  kus jel
dikus
jel

1.14. ébra: Jelek osztalyozésa

A gyakorlatban a determinisztikus vizsgalojelek koziil mindenekelétt a harmonikus és a
tranziens jelek, a sztochasztikusak koziil tilnyomoan a stacionariusok érdekelnek benniinket.

Ugy a bemend mint a kimendé mennyiségek mért jelei zavardjeleket tartalmaznak, amelyek
ismét determinisztikusak vagy sztochasztikusak lehetnek, ezek korrekcidt (determinisztikus

zavardjelek) és alkalmas statisztikai eljarasokat (sztochasztikus zavargjelek) igényelnek. A

— bemend mennyiségek (bemeneti hiba),
— altalanositott mennyiségek (altalanositott hiba)

jeleinek a hibavizsgalata (a modell és a rendszer kozotti hiba, modellhiba) szerint az identi-
fikécios eljaras alabbi modelljeit kiillonboztethetjiik meg:

— eldrecsatolt (,,elérehaladd”) modell,



15

— inverz modell,
— altalanositott modell.

A modellvélasztas egyrészt a szobanforgd mérési adatoktol és feladatcéloktol, masrészt attol
fiigg, milyen egyszerlien lehet a keresett mennyiségeket meghatdrozni. Természetesen az
adott és a keresett mennyiségek kozotti linearis Osszefiiggésre toreksziink (egytitthaté vonat-
kozéasaban linearis modell, alland6 egyiitthatoju egyenletekre vezeté modell).

Az analizis eljardsai és ezzel a legtagabb értelemben az identifikaciés moddszerek a mo-
dell alakjatol, a megengedett vizsgaldjelektdl, a zavardjelektdl, a sziikséges modellpontossag-
tol, a folyamat iddbeli tulajdonsagaitol, a meglevd lehetoségektol (felszerelés, tapasztalat,
stb.) fligg. A hiba minimalizalasa determinisztikus approximacios eljarasokkal (pl. interpola-
ci6, mikozben gyakorta statisztikai segédeszkozoket, mint pl. atlagértékképzést alkalma-
zunk) vagy statisztikus modszerekkel (pl. a sulyozott legkisebb hibanégyzetek moddszere)
torténhet. Tovabba megkiilonbdztethetiink direkt (kozvetlen) (explicit) és indirekt (kozvetett)
(implicit) eljarasokat. A kozvetlen eljardsokndl a keresett mennyiségeket egy szamitasi
menet soran hatarozzuk meg, az indirekt eljarasokndl ezeket iterativ Gton nyerjiik. A feldol-
gozas digitalis eljarasokra korlatozott, amelyek programozhatéd digitalis szamitogépek on -
vagy off-line lizemét teszik lehetdvé, azaz az elsé esetben a mérési adatoknak a szamitogépen
kiviili kozbensd taroldsdra nem keriil sor és a kisérletnek a szamitogép segitségével torténd
vezérlése lehetséges, mig a masodik esetben a mérési adatok kiilsé kozbensé tarolasara keriil
SOT.

Tovabbi fontos megkiilonboztetési jegy az a tér, amelyben a jeleket abrazoljuk, amelyeken
az egyes eljarasok alapulnak: idotér vagy frekvenciatér aszerint, hogy 1d6 jeleket dolgozunk-e
fel, vagy az 1d0 jeleknek a frekvenciatérbe torténd transzformalésat (frekvencia analizis) hajt-
juk végre.

1.8.4. Feltételek és gyakorlati szempontok

Az identifikdci6 a valos rendszer be- és kimenetén végzett mérések alapjan torténik. Ez a
feladatcél tehat feltételezi, hogy egyediil a megfigyelés alapjan lehetséges a rendszer iden-
tifikacidja.

Egy rendszer akkor figyelheté meg teljesen maradéktalanul, ha a 1ényeges fizikai folyamato-
kat a mért valaszok, allapotjellemzdk tartalmazzak, és akkor identifikélhato, ha a nyert mérési
adatok alapjan sikeriil a sziikséges szabadsagfokokhoz tartoz6 valamennyi mennyiséget
kiszamolni.

Napjaink miiszaki alkotdsainak a dimenzi6i nem ritkan olyanok, hogy a teljes rendszer kisér-
leti vizsgalata lehetetlen. Ehhez még hataridés megfontolasok is jarulnak.

A teljes rendszerre vonatkoz6 dinamikai vizsgalatot és a biztonsagi igazolast gazdasagosan
az alrendszerekre vonatkozé eredményekkel végzik el: rendszerszintézis. Az alrendszerek
form4jaban torténd dinamikai vizsgéalat pragmatikus eljarasdra a 1.15. 4bra utal egy példa
alapjan.
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1.15. abra: Példa a rendszer kezelésére

1 Kocsiszekrény
2 Kerékpar a sinen viszkoelasztikus aljazattal
3 Talaj

Meg kell még emliteniink, hogy annak mindig van értelme, ha olyan sok priori-ismeretet
alkalmazunk az identifikacié céljara, amennyivel csak rendelkeziink, mert igy annal részlete-
sebb fizikai bepillantast nyeriink a rendszer viselkedésér6l. A paraméteres identifikaciot
kell minden esetben elényben részesiteniink bizonyos koriilmények kozott akkor is, ha a mo-
dell struktarajanak a megadésaval fizikailag nem értelmezhetd paraméterértékeket kapunk.
Ez a tényallas ezutdn tdmpontot €és alapot szolgaltat a rendszer moddositasara. Egy eleinte
nemparaméteres modell paraméteressé tételét a lengéstanban gyakran alkalmazzék. Elsé
1épésben meghatdrozzuk a nemparaméteres modellt (pl. frekvenciajelleggérbéket). Ez fon-
tos priori-ismereteket (pl. a rendszer-szabadsagfokok szamat, a sajat frekvencidkra vonatko-
70 kozelitd értékeket) szolgaltat a masodik 1épéshez a paraméteres modell meghatarozasara,
amit sziikség esetén iterativ uton kell javitani (pl. a szabadsagfokok szama).
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2. DETERMINISZTIKUS JELEK ES FOLYAMATOK

A determinisztikus jelek analitikusan expliciten leirhatok és ezaltal reprodukalhatok is. Ha
adottak a 2.1. dbran vazolt rendszer elasztomechanikus jellemzdi, azaz ezeket rogzitett érté-
ki paraméterekként fogjuk fel, ugy egy determinisztikus rendszerrél beszéliink. Ha a p(t)
bemend mennyiség determinisztikus, akkor egy determinisztikus rendszer kimend mennyisé-
ge szintén determinisztikus:

mii(t) + bu(t) + ku(t) = p(¢t)
u(®)

)
% o p(H)
b @) @)

2.1. dbra: Az egyszabadsagfoku rendszer

A determinisztikus jel leirhatd valamilyen matematikai fiiggvénnyel, melynek ismeretében
barmelyik mult vagy jovébeli iddpillanatban értéke meghatarozhato.

Meéréstechnikai fogalmazasban: ha a determinisztikus jelet eredményez6 kisérletet tobbszor
megismételjiilk ugyanolyan koriilmények kozott, az eredményjel iddbeli lefolydsa mindig
ugyanolyan lesz.

Az elasztomechanikus rendszerekre torténd korlatozdsnak megfelelden a ,,determinisztikus
folyamat” megjeldlés a determinisztikus rendszer determinisztikus bemendjelénél fellépd
dinamikus viselkedés szinonimdja. Ezzel szemben egy sztochasztikus jelet matematikailag
csak indirekt modon, méghozza statisztikai moddszerek segitségével, azaz statisztikai jellem-
70k segitségével lehet leirni, ezzel egy idopontra sem lehet ,,megjoésolni” és nem reprodukal-
hato.

2.1. Kinematikai jellemzok

A kovetkezOkben definialjuk az egyes determinisztikus jeleket €s leirjuk kiilonb6zd abrazola-
sukat.

2.1.1. Harmonikus jel

A harmonikus jelet az

x(t):Asin(a)tJrgo):x(tinT), neN

egyenlet jellemzi. @ (s”-ben mérve) a korfrekvencia, f (Hz-ben mérve) a frekvencia és 7 (s-



ban mérve a jel periddusa:
@

1
/= 7r_T

a:a)t+(/):a)(t+t(p)

fazis wt -bol és a ¢ nullfazisszogbdl, illetve az @ korfrekvencia és a #, = P faziseltolasi
@

id6 szorzatabol tevédik dssze. Az (=X) a harmonikus jel amplituddja. Hasznélatos a kdvet-
kez6 terminoldgia:

>0: a jel a ¢, = 0 Osszefliggéssel jellemzett referenciajelhez képest
siet;

<0: a jel a ¢, = 0 Osszefliggéssel jellemzett referenciajelhez képest
késik.

Valos irasmoddal:

x(t) =4 sin(a) t+ (p)
= Al(cos otsin ¢ + sin ot cos ¢)
= A coswt+B;sinwt,
A = Asing, B, = Acosg
kovetkezik, hogy

A=\4 + B}

tan _A
» B

A komplex irasmodu alak:
x(t) =Im y(t)
y(t) = Aele o)
= Ae’?e’”!
= Be’”!
B=A4e¢’” (kezdeti idévektor)
= A(cos¢+jsing0)
=B, + j4,

A=|B|



19

A harmonikus jelnek az idétérben torténd abrazolasat a 2.2. dbra, a vektorabranak a Gaul3-
féle szamsikon valo abrazolasat a 2.3. abra mutatja. Emellett 1étezik a frekvenciatérben torté-
nd abrazolas (2.4. dbra), ami a fazist és az 4 amplitudét o fliggvényében mutatja. Mivel a
harmonikus lengést csak egy frekvencia tiinteti ki, egy frekvencidval rendelkezd diszkrét
frekvenciaspektrum, ezek a diagramok mindig egy vonalbol allnak.

Az x(t) = Im y(t) hozzarendelés alkalmazasa nem gyakori, hanem x(?)-t komplexként helyet-

tesitik azzal a feltételezéssel, hogy csupan az imagindrius rész (vagy a valds rész) rendelkezik
fizikai tartalommal.

Az x(t) =4 sin(a) t+ gp) elmozdulés v(?) lengési sebessége ismert modon a

v(t) = = x(t) :coAcos(co t+(p)

alakban adodik, ahol az abszolut érték:

T
x| t+—

Ennek megfelelden igaz a gyorsuléasra, hogy

|v(t] =w

a(t)= =v(t)= %(t)= —0’Asin(ot + ¢)=—o’x(t).

A lengéstanban szokdsosak még az alabbi definiciok:

T

X, = %“x(t]dt,

Xxm a jel abszolut értékének a matematikai kozépértéke és x.ir az effektiv értéke (root-mean-
square-, rms-érték, 2.5. abra)
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x(1) |
A — Imy
XO \
0 ~t NG
A e
to B!
L o i
0 B1 Re y
2.2. dbra: Egy harmonikus jel 2.3.abra: A harmonikus jel
abrazolasa az id6térben vektoros abrazolasa
o A
0 o 0 ;)
a) b)

2.4. abra: A harmonikus jel
a) fazis- és b) amplitudo - diagramja

x® )

X=X
X eff ya

T/ s A

2N/

2.5. abra

Definiciok:

1
Xy = Fp, = o

s

sp

Fy — formatényezd
F — cstcstényezd
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A hangtechnikaban (akusztikdban) az elmozdulasokra, sebességekre és gyorsuldsokra defini-
altak még az Un. szintértékek:

X

L =20 lg( 7 J
Xo
v

L, =20 lg[ <A J
Yo
a

L, =20 lg( < j
ay

ahol a vonatkoztatasi mennyiségek nagysaga:

x0:0,8-10"“m,
v, =5-10% 2,
S
o, m
Clo :510 4—2.

S

v, -t rogziti a DIN 45630, a tobbi vonatkoztatidsi mennyiség az 1000 Hz-re torténd atszami-

tasbol kovetkezik. A szintértékek (dimenzid nélkiili) egysége a decibel (dB). Az atszamitas
pl. xefr esetében az Ly elmozdulasszintbdl:

L
— 20
X =%,-10

2.1.2. Periodikus jel

A periodikus jelek jellemzdje, hogy rogzitetten adott

wo=—=2
T f

alapkorfrekvenciaval rendelkeznek (2.6. abra),
x(t):x(tinT), neN

sin- ¢és cos fiiggvények sorozataval abrazolhatok: Fourier-soraval irhatdk le. A valos dbrazo-
las az idotérben:

x(t)
A AN
SAVAAVALVARV RS

T | T

2.6. abra: Példa egy periodikus idofiiggvényre
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x(t) =a,+ i(an cosnw t+b, sinnw t) =a,+ icn COS(nCO t— (0,,),
n=1

n=1

2
a = ?lx(z‘)cosna) tdt,

T

b = %Jx(t) sinnw tdt,

n
0

2 2
Ja, +b;

bVl
, tang, =—
a

n

c, =

a, =c,cosp,, b =c sing,

A komplex 4brazolas az iddtérben:

0 .
X(f) = z é:ne]nwt s
n=—w

(an_jbn) n>0

Cn = 4y n=

%(a-ﬁjb_n) n<0

c, jeloli a ¢, nullfazisszogli nw részlengés komplex amplitudojat. A Fourier-sorok targya-

lasat a magasabb matematikaval és a numerikus matematikaval foglalkozé tankonyvekben
talaljuk.

A frekvenciatérre vonatkozé dbrazolast (2.7. dbra) ismét az n-dik részlengés (harmonikus)
vektordbraja és a diszkrét jelspektrumok jelentik. Az utdbbiak a harmonikusnak a teljes
jelre vonatkoz6 megfelelé hanyadait tiikrozik vissza:

¢ =

1 .
— | x(t)e ™ 'dt
s x(t)e

oS t—-
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mé,
ReC,
| ‘ |
l ‘ ‘ ‘ ‘ | 0 | | I o
g no
(sym.) (antim.)
b) c)

2.7. abra: Egy periodikus jel dbrazolasa a frekvenciatérben
a) vektorabra
b) a Fourier-egyiitthatok valds részei
c¢) a Fourier-egyiitthatok imagindrius részei.

2.1.3. Szuperponalt és modulalt (gyorsperiodusu) jel

Egy csillapitott, illetve gerjesztett lengés leirhat6 az

X(t) _ Xoe—étejwt _ Xoe(—8+joo)t
kifejezéssel, ahol wa lengés korfrekvencidja és d a csillapitasi allando (2.8. dbra). Az

xr(t) =e”!

kifejezést vivgjelnek, xT(t) = xT(t + TT), és az

xM(t) = xoe_&

burkol6t modulacids jelnek nevezziik.

Re[x(t)] = x,e™ cosm t

x(®) x(t)
Xul(®) Xu()
i/ \t
0 t 0 t
8<0 3>0
a) b)

2.8. abra: Gerjesztett (a) ill. csillapitott (b) lengés



24

Két, egymast kovetd maximalis kitérésre igaz:

=,
X; e "' cosar, st i
d=In——=In L =pe i) =5(ti+l —tl.):

= 2.
i
X e coswt,,,

)
®

ahol 9 a lengés logaritmikus dektrementumat jeloli.

Altalaban két harmonikus jel 6sszegébdl az eredd (egyszeriisitve azonos fazishelyzetre) az
x(¢)=x,(t)- x,(t) szorzattal fejezhetd ki, ahol: xT(t) a vivjel.

x(t) =X, sinw,t +x, sinw,?

x(t) alakjdban egy lebegéssel van dolgunk, ha az @, > w, frekvencidk egymashoz kozel

helyezkednek el. Az xT(t) vivéjel az @, = @, + 0,

vivofrekvenciaval leng, periodus 1d6:

T, = 2z ¢s kezdofazisban valtoz6. Az x(?) lengés ezen kiviil x,(z)-vel amplitudo-modulalt.
a)T

Xs(t) az w,=w,—w, lebegési frekvenciaju lebegés burkoldja, lebegési periddus:

I =—,s x, +x, és x; —x, kozotti értekeket vesz fel (2.9. a. abra).
@

N

t
x(t) n <®

2.9. dbra: Lebegések

Itt az egyszerli lebegéssel van dolgunk, ami még csak harmonikusan amplitudomodulalt.
0, -0, © s C 2r

xM(t) az W, = 12 = =7S modulécids frekvencidji modulacios jel, a 7, =—
a)M

modulécioperiddus a lebegési periodus kétszerese (2.9.b.abra).

Két egymashoz kozel esé frekvenciaji harmonikus jel 6sszege tehat a vivofrekvenciahoz
képest alacsony lebegési frekvencidnal a gyakorlatban ,kellemetlen”, mivel egyrészt zavard
lehet (a kozérzet zavarasa az alacsony frekvencidk kovetkeztében), masrészt esetleg tul nagy
igénybevételekhez vezethet.
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2.1.4. Nemperiodikus jel

Periodikus idéfiiggvényeket a Fourier-sor segitségével abrazolunk. Nemperiodikus folya-
matok (T—>x) ezzel szemben a frekvenciatérben torténd  leirasukhoz az
integraltranszformaciok alkalmazasat igénylik.

2.1.4.1. Fourier-transzformacid

Elégitsen ki az x(z) nemperiodikus 1d6fiiggvény bizonyos feltételeket:
I ‘x(t)}dt < és x(t) korlatos variacioju.

Az idofiiggvény abszolut integralhatosaganak a feltétele kiilondsen az Un. energiakorlatos
iddjeleknél kielégitett, amelyekre

I ‘x(l)‘zdt <K< érvényes.
Az x(t) nemperiodikus fiiggvénynek a Fourier-transzformaltja:

F{x(0)} = X(jo) = ]ix(t)e‘j“”dt

ami az x(t) fliggvény folytonos amplitudéspektruma: a korfrekvencidnkénti komplex
amplitudo és ezzel x(z) abrazolasa a frekvenciatérben. Végeredményben a valos valtozos x(?)

fliggvényhez egy X ( ja)) fiiggvényt rendeliink, amelynek valtozdja az @ korfrekvencia.
Az X ( Jj a)) komplex spektrum meghatarozza az eredeti x(?) fliggvényt, amennyiben a transz-

formacio megforditasa:

o0

)= P {X(jo)) =5 [ X(jo)e do

—00

A jel éaltal szallitott energia frekvenciatartomanybeli eloszlasat a Fourier-transzformacidval
egyszertien szamithatjuk a Parseval-tétel (a jel altal szallitott teljesitmény) szerint:

[Ix(ofdo= [ x @

PELDA: Legyen adott egy csillapitott lengés jele:
x(z‘) = xoe(

s ’”")t, t >20. Hatarozzuk meg a lengés amplitudospektrumat!

Ezt a Fourier-transzformalt szolgéltatja (2.10. abra):

F{x(t)} = X(ja)) = Txoe(5+j”“)te-””‘dt = xo]g el ool gy -
0

0
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xo R _ Xo x0[5+](w0 w)]
5""](600 o) 5_j(wo_w) 5* +(w, — o)

Im X(jm)l/\

mo ® o‘ eo_— ®

2.10. abra: A csillapitott lengés

Re x(t) Re X(j co)

PELDA: Négyszogimpulzus (2.11. abra)

t
0 t<—-=L
2
x(t)=14 —%B<t<%
t
0 t>-=%
2
2 s
T wt 1 —jot 2
X(]w)zAI T dt A—-e"’ —sinw
15 Jo -ty @
2 2
x(jo)
x(t)
Aty
A
ts 0 ts t _6m 4m 27:0 27 4% 6T @
2 2 ts tg tg ts ts tg
a) b)

2.11. abra: A négyszogimpulzus fliggvénye és Fourier-transzformaltja
PELDA: Egységlokés (Dirac-delta-fiiggvény) (2.12. abra)

5(t) =0 ha t#0 és I 5(t)dt =1 (Az 1 magassagu és € szélességli négyszogimpulzus ha-
£

—00

tarértéke e— 0 mellett)
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Fls() = _T(s(t)e—fwdz _ _Té(t)e‘j‘”odt 1

Az amplitudéspektrum allandé: a spektrumban valamennyi frekvencia azonos amplitiddval
van jelen.

x(t) x(jo)
1
0 ? 0 o

2.12. abra: 6-ugras id6-fliggvénye €és Fourier-transzformaltja

PELDA: Egységugras (2.13. abra)

1(z):{0 t<0

1 t>0

Fil(r)} = Ief”’dz = {—jiwe-f"”}:

x(®) Re F{1(1)} Im F{1(t)}
1

_/
0/ o

1] ®

0 t

2.13. dbra: Az egységugras ido-fliggvénye és Fourier-transzformaltja

Az integral nem létezik, mivel t —o esetére a trigonometrikus fliggvények nem vesznek fel
definialt értéket. Az abszolut integralhatdsag kritériumanak konvergencia kovetelménye nem
kielégitett:

Tl(t)dt —>
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A konvergenciat 1(2) nek az e, a > 0, kifejezéssel torténd szorzassal kényszeritjik ki, ez-
utan végezziik el az a— 0 hataratmenetet:

T T (ar 1 a o
J‘e ate jwtdt - J‘e ( +jw)tdt = . = 2 2 _] 2 2
. ! a+jo a’+o a+w

kovetkezik, hogy

Re F {l(t)} = lim

a—0 g

a _{0 o+

+wr o =0

. 1
im0} =l

Jollehet az 1(z)-re vonatkozé integralhatosagi feltétel nem kielégitett, F{1(2)} képezhetd: az
1dofiiggvény abszolut integralhatosdga a Fourier-transzformalt 1étezése  vonatkozasaban
elégséges, de nem sziikséges feltétel.

Utalas: ha az el6zdekben vizsgalt jeleket vizsgalojelekként (mesterséges gerjesztésekként)
interpretaljuk, gy amplitidospektrumaikon keresztiil 1ényeges tampontokat szolgaltatnak a
lengési kisérletek végrehajtadsa vonatkozasaban.

A 2.1. tébladzat néhany idofliggvényt (abrdzolas az idétartomdnyban) és a hozzatartozd
Fourier-transzformaltat (dbrazolas a frekvenciatartomanyban) tartalmaz.
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2.1. tablazat: Néhany idofiiggvény Fourier-transzformaltja

Jelolés Id6tér Frekvenciatér (képtar)
*x® X(jo)|
Abrazolas //‘\_\
o |
0 Nt 0 o
FHx(jo)} = x(1)= Fixe)j= X(joo)=
Definici6 _ L i X(j a))e Jot J oo = Tx(t)efwtdt
2r =, 0
J' |x(1)|dt <00
Fourier integral F;)O:Jrier transzformalt
Paros fliggvény x(t) =X, (t) - xg(—t) F{xg (t)} = ZJ xg(t) cosw tdt
0
(valds)
Pératlan fiiggvény x(t) = xu(z) = _xu(_t) F{xu (f)} = —j2j xu(t)sina) tdt
0
(imaginarius)
. ’ xl(t)+x2(t) F{xl(t)+x2(t)}:Xl(ja))+X2(ja))
Osszeadas
Eltolas x(t - to) X(ja))e—jm 9
x(t) JjX ( ja)) mellett
Differencialas lim (t) 0
Dirac-delta 5(;) - 1
ol oHien)s 5+ j(w, - o)

Exponencialis fiiggvény
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2.1.4.2. Laplace-transzformacio

Az egységugras fiiggvény Fourier-transzformaltjat csak egy matematikai fogassal tudjuk
meghatarozni, mert a jel sziikséges korlatossaga

]]x(t)‘dt <o

nem teljesiil. Tehat a hidnyz6 integralhatdosag mar egyszerti fliggvényeknél arra a gondolat-
ra vezet, hogy x(?) helyett az x(2)e™™, (a. > 0) jelet a fenti konvergenciafeltételnek megfeleléen

dt < oo

”x(z‘)e‘“ !
tekintsiik, mert valamennyi szamunkra érdekes fliggvénynél még ™ alaku exponencialis
fiiggvényekre is o > 3 mellett a jel sziikséges korlatossaga teljesiil.

Az s=a+jo

roviditéssel a Fourier-transzformacionak megfeleléen definidljuk az egyoldali Laplace-
transzformaciot:

L{x(1)} = Ix(t)e”dt _ X(s)

X(s)-nek az idOtartomanyba visszatranszformalt alakja:

1 a+ jo

L' {X(s)} = x(t) = E X(S)éStdS.

a—jo

Egy x(t) figgvény X ( ja)) egyoldalu Fourier-transzformaltja és a megfelelé X(s) Laplace-

transzformaltja kozotti 6sszefiiggés kozvetleniil a definiciokbol kovetkezik, annak a feltétele
mellett, hogy a hatarérték 1étezik, érvényes itt az, hogy

X(jew)=lim X(s) = lim X(s).

s jo

A 2.2. tdblazat néhany adott 1défiiggvényt €s a hozzatartozd Laplace-transzformaltat tartal-
mazza.

2.2 tablazat: Néhany idofiiggvény Laplace-transzformaltja.



31

Megnevezés Id6tér >0 Képtér
x(t) =L {X(s)} = L{x(t)} = X(S) =
Definicid 1 ¢ [ st
=—— | X(s)e"ds =|x(t)e"dt
27”'0(_,-@() I ()
s=a+jo, a>0
x(t-t,) har>¢, 20 X(s)e*”“
l?ltolés
Osszeadas ax, (1) +a,x, (t) a, X, (S) +a,X, (S)
dnx ¢ N n o dkflX t
Differencialis 7,,() $"X(s)- 28" dtk_l( ) 1=0)
t
Integralas IX(T )dr ;X (s)
0
Dirac-delta 5(;) 1
Ugras-fiiggvény 1(1) 1
s
t 1
Identitas-fliggvény &
sinw t @
Sinus-fiiggvény JERp
cosaw t s
Cosinus fliggvény &+’
e—at 1
Exponencialis fliggvény S+a
ZLn—l 0 ) 1
> —
(n - 1) n >0 egész K

Hatvény fliggvény

A Laplace-transzformaci6 jelentds eszkoz a gyakorlati szakember kezében, mivel ez lehetd-
vé teszi, hogy megfeleld jeleket tudjon a frekvenciatérbe transzformadlni, és az id6tartomany-
ban torténd abrazolassal ellentétben jarulékos fizikai ismeretekre tegyen szert. Az ennek
soran fellépd differencidlegyenletek megoldasa a Laplace-transzformacié alkalmazasa ko-
vetkeztében algebrai problémava valik, és ezzel egyszerien megoldhat6. Az idotérbe torté-
nd visszatranszformalas pl. a transzformacios tablazatok alkalmazasaval lehetséges. Az al-
kalmazasok megerdsitik ezt a kijelentést.

2.2. Determinisztikus egyszabadsagfoku rendszerek
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Adott determinisztikus bemend mennyiség alapjan keresett a linedris egyszabadsagfoka
rendszer kimend mennyisége ugy az idé-, mind a frekvenciatérben.

Nyilvanval6, hogy a keresett feleletet annal kdnnyebben tudjuk kiszamitani, minél egysze-
riibbek a kiindulasi értékek és minél egyszeriibb fliggvény irja le a gerjesztést.

Rendszerjellemzd fiiggvényként minden olyan fliggvény alkalmas, amelynek ismeretében

tetszOleges gerjesztés esetén - legalabbis elvben - meg tudjuk hatdrozni a feleletet. Nem
lényegtelen szempont, hogy a rendszerjellemzd fliggvény méréssel ellendrizhetd legyen.

2.2.1. Atmeneti fiiggvény
Az egyik rendszerjellemzd fliggvényt, az dtmeneti fliggvényt tigy kapjuk, hogy meghata-
rozzuk a rendszer feleletét abban az esetben, ha minden kiindulési érték nulla volt és a ger-

jesztés a t = 0 pillanattol kezdve alland6 és egységnyi értékii.

Azt a fliggvényt, amely ¢ negativ értékeire nulla, ¢ pozitiv értékeire pedig egységnyi, egy-
ségugras-fliggvénynek, vagy roviden egységugrasnak nevezziik ¢és 1(z)-vel jeloljik (2.14.

abra):
(1) = 0, <0
L >0

1(t-to), t>0

1(t) 11 !

T T

to

~1

2.14. dbra Az egységugras és a t,, értékkel eltolt egységugras
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Természetesen
0, t<t,
I, t>1¢,

l(t—t0)={

Az atmeneti fliggvény az eredetileg nyugalomban levd rendszer felelete az egységugras alaka
gerjesztésre. Jelolése h = h(2).

p@ u(?)

—_— h(t) _—

u(®) = h(y), ha p@) = 1),

1(1) h(1)

O e | 22

Megjegyzendd, hogy h(t) nem olyan dimenzidjd, mint u(?), hiszen p(?) altaldban maga is
dimenzios mennyiség. Ha pl. p mennyiség dimenzidjat /p/jeldli, akkor

-1

Az atmeneti fliggvény tartalmazza a tranziens megoldastagot, tehat — ha kozvetve is — a sa-
jatértékeket.
A h(t) atmeneti fliggvény ismeretében az u(t) felelet p(z) gerjesztés esetén meghatarozhato.

Az u(t) felelet meghatarozasa céljabol az adott p(t) gerjesztést kozelitsikk meg egy 1épcsds

gorbével:
t

p(t)= p(0)-1(1)+ 2 Ap(z)-1(t - 7)

7=0
p() 4
ApP(T)
0
p(0) 1l
Y _
T 1 t t
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A t =0 pillanatban fellép6 p(0) ugras hatasara a felelet

p(0) - A(t)

A 7 pillanatban fellépd Ap(t) ugras hatasara létrejovo felelet a ¢ > 1 pillanatban, tehat 7 — t
iddvel késébb

Ap(7) - h(t-7)

A teljes feleletet a ¢ iddpillanatban ugy kaphatjuk meg, hogy Osszegezziik az Gsszetevok ha-
tasat 7 = 0 pillanattol a 7 = ¢ id6pontig:

Ha p(t) folytonos és differencialhat6 fiiggvény a ¢ > 0 tartomanyban, akkor

d,
Ap(z') = 712 ‘At

Behelyettesitve

A kozelités annal jobb, minél kisebbnek valasztjuk a At intervallumokat. Igazolhatd, hogy
a At—0 hataratmenetet elvégezve az Osszefliggés pontos lesz, ha az Gsszegzést integralassal
helyettesitjiik

t
u(t)= p(0)-h(1)+ | () h(t=7)-dr
y dt
Ez az Osszefliggés Duhamel tételének egy alakja, amely azt mondja: ha ismert az atmeneti
fliggvény, akkor a felelet tetszOleges gerjesztés esetén — legalabbis elvben — meghatarozhato.
Mivel ez a rendszerjellemzd fliggvény definicidja, igy az atmeneti fliggvény rendszerjellem-
70 fiiggvény.

Az atmeneti fliggvény meg is mérhetd. Legyen a gerjesztés t = 0 pillanattol kezdve allando po
értéki, akkor a felelet

u(t) = h(t) -po
lesz, vagyis

h<r>=piu(t), ha  p(t) =po- 1)
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Itt egyediil az lehet a probléma, hogy nem minden rendszer viseli el tartdsan az allando
gerjesztést, ennél fogva a mérés nem mindig végezheto el.

A rendszer stabilis, ha alland6 gerjesztés hatasara a felelet allando értékhez tart. gy a stabili-
tas feltétele az atmeneti fliggvénnyel kifejezve:

limh(t)=h, <o

[—w

Ha az atmeneti fliggvény korlatlanul nd, vagy nincs hatarértéke (pl.: periodikusan valtozik),
akkor a rendszer labilis.

2.2.2. Sulyfiiggvény (impulzusvalasz)

Rendszerjellemzo fiiggvény. A rendszer impulzusatviteli fliggvénye. Mivel az atmeneti fligg-
vény kisérleti meghatarozasa nehézségbe litkdzhet, mert a rendszer nem mindig visel el tarto-
san allando gerjesztést, s elméletileg is kényelmetlen lehet az atmeneti fliggvénnyel dolgozni,
ha az nem korlatos, ezért a gerjesztést csak véges t ideig kényszeritjiik a rendszerre.

Egy ilyen é4lland6 amplitad6ju impulzust jellemezhetiink az x, amplitdddjaval, a t hosszaval
¢s az [ intenzitasaval

p® |
p(0)

I:Tp-dt:po-f
0

A harom adat koziil csak kettd fliggetlen, amennyiben
1= pPo-T

Ha egy ilyen allandé amplitdddji impulzust kivanunk vizsgald gerjesztésként alkalmazni,
akkor célszerti valamilyen eldirassal szabvanyositani. Normalizaljuk impulzusunkat tgy,
hogy az egységnyi intenzitasu legyen. Ennek az egységnyi intenzitdsu impulzusnak egyetlen

. . . . .1
jellemzdje a T hosszsaga, hiszen amplituddja —.
T

Fizikai szempontbdl az impulzusnak altaladban kozvetlen jelentése van. Ha a gerjesztés sebes-
ség jellegli, akkor az impulzus erdssége a kényszeritett elmozdulds; ha a gerjesztés erd,
akkor az impulzus eréssége a mechanikai értelemben vett impulzus; ha a gerjesztés aram,
akkor az impulzus erdssége a toltés stb.
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Az egységnyi intenzitasu impulzus a 2.15. édbran lathatd6 mddon felbonthatd két ugrasfiigg-
vény 0sszegére

0, t<0
1 1
olt,r)=—1¢t)——1lt—7)=<—, O<t<T
(1) =110~ 0) =
0, T<t
X |
1 L
B R e _
5(t,7) =
1
T e —— —
t
I=1
- e S N
1
. ’ - 10
2.15. abra

Jeloljiik a (¢, t) gerjesztéshez tartozo feleletet g(z,7)-val. A szuperpozici6 értelmében g(t,1)
kifejezhetd a h(t) atmeneti fiiggvénnyel:

g(t.0) =L h(t)-Lh(t~ 7). >0

T T
1—0 valasztéassal kapjuk a Dirac-impulzust:

6(1) =1im&(1,7)

7—0

Mit jelent a gerjesztés szempontjabdl a T = 0 valasztas? Ahogy csokken T, gy novekszik
amplitidoban a &(¢,t) impulzus, mikézben erdssége allanddan egységnyi marad. Hatareset-
ben egy ,,végteleniil rovid és végteleniil nagy amplitadoju, egységnyi erdsségli impulzust”
kapunk:

[o(e)ae =1
Ez azonban nem fliggvény ¢és semmilyen fizikai mennyis€g nem valtozhat ilyen térvénysze-
rliség szerint.
Fizikailag akkor jarunk el helyesen, ha a §(¢) Dirac-impulzust csak rovid jeldlésnek tekint-

jik. A o(z,7) egységnyi erésségli impulzus rovid jelolése, amelynek t hosszusaga igen kicsi,
joval kisebb a rendszer legkisebb idéallandojanal is. Nyilvanvalo, hogy a 8(¢,t) gerjesztéshez
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tartozo g(¢,7) felelet 1 > t esetén alig fligg a T impulzushossztol, igy helyettesithetd ennek ha-
tarértékével, a

g(t) = lrlil(’)l g(t, z') sulyfiiggvénnyel is.

A rendszer sulyfliggvényét jeldlje g(z). Ez rendszeriink valasza egy o(¢) egységlokésre (2.16.
abra).

g

i \/\V/\V/\Vf\v -

2.16. abra: P¢lda az impulzusatviteli fliggvényre

Amikor azt mondjuk, hogy ,a 0(¢) Dirac-impulzushoz, mint gerjesztéshez tartozd felelet
a rendszert jellemz6 g(t) stlyfliggvény”, akkor ezt igy értjiik, hogy a sulyfiiggvényt annal
pontosabban kaphatjuk meg, minél rovidebb a véges hosszusagu o(z,t) gerjesztd impulzus,
vagy forditva: a sulyfiiggvény annal pontosabban irja le a véges hosszusagu impulzushoz
tartozd feleletet, minél rovidebb az impulzus, vagy minél nagyobb id6kre vizsgaljuk a felele-
tet.

Az alland6 amplituddju impulzus és méas megfelelden rovid impulzus is megkdzelithetd egy
vele egyezd erdsségli Dirac impulzussal (2.17. 4bra).

Pt &t,7)

I ~ I8(1)

A= o

~~/
"~/

I

| t T t t

TetszOleges lefolyast rovid impulzus kozelitése allandd amplitidoji impulzussal, majd ennek
kozelitése Dirac-impulzussal

2.17. abra
Legyen:
0,r<0
ple)=[1le) =10 =2)}- fe) =1 fle) 0 <t <7
0,t>71

Ennek az impulzusnak a kozelitd kifejezése:

p(t)=1-6(t,7)=1-5(¢), ahol I = j plt)dt
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Egyszabadsagfoku rendszer

Adott bemend mennyiség alapjan keresett a kimend mennyiség. A sulyfiiggvény az eredeti-
leg nyugalomban levd rendszer felelete az egységnyi erdsségili impulzus alakll gerjesztésre,
jelolése g(t), vagyis (2.18. abra):

p® u(t)
3

v 0 e | X 0 t

u(®) =g, ha pt) =41

2.18.abra: a g(t) sulyfiiggvénnyel, a p(z) be €és az u(t) kimend mennyiséggel
kifejezett be- és kimeneti 0sszefliggés.

Fejezziik ki a tetszOleges p(t) gerjesztéshez tartozo u(z) feleletet a sulyfliggvény segitségével.
Adott p(t) bemeneti fiiggvény egy lépcsds gorbével kozelithetd (2.19. ébra).

p(t) ;
i | [PEDBAETAT

=T ] |

| | | | p(T)AT
NN |
| : I :

0 T To | T3 T; t
AT =T

2.19. 4dbra: A bemeneti fliggvény négyszdgimpulzusokkal torténd approximacidja

Bontsuk fel a p(?) figgvényt rovid impulzusokra. A t; idOpillanatban kezd6dé At hosszusa-
ga p(Ti)-At nagysagu impulzus kifejezése:

p(rl.)-Az'-ﬁA(t—rl.)

A p(t) fuggvény kozelitd kifejezése:
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Ha a beosztast finomitjuk (At—0) és az Osszegzést integralassal helyettesitjiik, akkor

p(t)

Il
C—y
<
—_
t\]
N—
=
~
|
(\]
N—
QU
t\]

A At hosszlisagl p(t; )-At nagysagl gerjesztéshez tartozo6 valasz kozelitdleg

Au, :p(ri)-Ar-g(t— z'i)
A p(t) gerjesztéshez tartozo valasz kozelitdleg

u(t); Zp(fi)-Ar-g(t—Ti)
A O(t-7) gerjesztéshez g(t-t) felelet tartozik (2.20. abra), igy a felelet kifejezése tetszdleges

p(t) gerjesztés esetén

Tehat a p(#) bemend- és az u(z) kimend mennyiség kozotti hozzarendelést a ¢ < riddpont-
ban nyugalomban lev rendszer esetén a Duhamel integral adja.

Vezessiik be a v’ = — 1 0j valtozot, s akkor a kovetkezd alakot kapjuk:

g(t-1)|

/N
o = \JVJ t
2.20. abra: Egy 0(t-1) egységimpulzusra adott valasz (impulzusatviteli fliggvény)

A Duhamel-integrallal tehat kiszamithatjuk egy rendszernek a tetszdleges p(?) gerjeszto-
fliggvényre adott valaszat.

A 2.21. abra két egyoldali fliggvény konvolucidjanak a grafikus szerkesztésére utal. Az utalt
szerkesztést minden t-re el kell végezni. Az dbrén a konvolucié megjeldlés is érthetdve valik.



p(t

g(t)

1)

g(t-1) p(r)

T

T=[g(t-0)p(r)de

40

<
S~




41

3)
2.21. abra: A p(t) és g(t) egyoldalu fliggvény konvolucioja
Stabilitas
A rendszer stabilitasa igen konnyen megitélhetd a sulyfiiggvény ismeretében. Mivel a Dirac-

impulzussal gerjesztett rendszer a ¢ > 0 tartomanyban magara hagyott rendszert jelent, igy
stabilis rendszer sulyfiiggvényének nulldhoz kell tartania. A stabilitas feltétele tehat:

limg(r)=0

t—0
Ez azonban a stabilitasnak csak a sziikséges, de nem elegendd feltétele, mert a sulyfiigg-
vénynek elég gyorsan kell nulldhoz tartania. A stabilitas elegendd feltétele, ha g(t) abszolut

integralhato:

T| gildt < o
0

2.2.3. Frekvenciajelleggorbe

Rendszerjellemzd fiiggvény:

Fljw)=2U2)_ P i) 20

Az Osszefliggés szerint a frekvenciajelleggorbét harmonikus gerjesztésnél nemcsak a
frekvenciatérbeni ki- és bemend mennyiség viszonyabol, hanem egy tetszéleges determi-
nisztikus gerjesztés megfeleld Fourier-transzformaltjabol is meg lehet hatarozni.

PELDA: A p(t) = 8() vizsgalojelre a rendszer valasza:
u(t) = g().
P u(?)

—> | Fjo) |———

A frekvenciatérre igaz, hogy

Flj0)= "B - pie) = [ elore

0
A frekvenciajelleggdrbe a sulyfiiggvény Fourier-transzformaltja!

A konvolucids szorzatnak megfeleld analog irasméddal
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Ujo) =Fjo)P(jao)

(2.22. ébra). Ezzel megtalaltuk az id6térnek megfeleld dbrazolast a frekvenciatérre vonatko-
zoan.

P w) UG o)

— | Flo) | —

2.22. abra: A frekvenciatérre vonatkozé be- kimeneti 6sszefiiggés
2.2.4 Az awviteli fiiggvény

Rendszerjellemzd fiiggvény.
Az iddvarians linedris egyszabadsagfoku rendszerre az atviteli fiiggvény definicidja:

A frekvenciajelleggorbe és az atviteli fiiggvény kozotti 6sszefiiggés ezzel adott

F(ja)) = lim H(S).

s> jo

A H(s) atviteli fliggvény a g(?) stulyfiiggvény Laplace- transzformaltja.
H(s) = jg(t)e”’dt
0

Ha H(s) ismert és a p(t) gerjesztés adott, akkor:

P(s) = Lip®)}

majd

U(s) = H(s) - P(s) szamithato,
s igy a felelet

u(t) = L' {U(s)} = L' {H(s) -P(s)}

2.2.5 Rendszerdsszefoglalds

Rendszertechnikailag a 2.2. szakasz eredményeit a 2.23-2.25. &brakon bemutatottaknak meg-
feleléen rendelhetjiik egymashoz.

p(t) g() u(t) id6tér
Plw F(jo) Ujw) frekvenciatér

2.23. abra: Be- (kimend) 0sszefliggés
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2.24. dbra: Az 1d6- és a frekvenciatérre vonatkoz6 andgia matematikai 0sszefiiggései

Bemendjel Rendszer Kimendjel
Szorzas amplitudd
amplitudo . (valos rész)
/ (valds rész) U=FP frekvencia-
jelleggorbe
Spektrumok
Spektrumok
Osszeadas fazis
(imaginérius
fazis . 1ész)
(imaginarius) frekvencia-
jelleggorbe
FT FI
| M Konvolucio FT FI
. - Rendszervalasz
Iddjel (Convolution) (idéjel, hullamalak)
(hulldmalak) u=g*p

2.25. 4bra Attekintési séma
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2.3. Determinisztikus tobbszabadsagfoku rendszerek
2.3.1. Sulyfiiggvények matrixa

A Dbe-/kimend Osszefiiggésként az /-dik bemenetre jutd p; gerjesztésnek a k-dik kimeneten
jelentkezd valasza az

e (0)= [ 2ut0)p (Mr K1 =1(0n

fo

alakban irhatd, amennyiben a tobbszabadsagfoku rendszer z < ¢, esetére nyugalomban van
(p1(t) =0, ha t < ty). A k-ik helyen a p; erdk, 1 = 1(1)n, kovetkeztében fellépd elmozduldsok a
szuperpoziciobol kovetkeznek:

uk(t): i jgk,(t,r)p,(r)df k I=1(1)n

=1
A tobbszabadsagfoku rendszerre a Duhamel-integral a

gll(t’ T)r-'agm (t’ T)
Gt,r)=(g,)=| oo
gnl (t’ T),..., gnn (t’ T)

roviditéssel matrixos alakban a kovetkezOképpen irhato:

) i ul =(u1,...,un)
u(t)—;[G(t,T)p(T)dTa P =(propy)

2.3.2. Frekvenciajelleggdrbe matrix

Legyen u(t) az n szabadsagfoku és zérus kezdeti feltételekkel rendelkez6 iddinvarians linearis
tobbszabadsagfokli rendszer elmozduldsainak az m-dimenzionalis vektora, p(z) pedig legyen a
kiils6 erdk v-dimenziondlis vektora. A k pontban a py(?), /= 1(1)v, er6k hatdsara fellépd erd
az 1d6térben az

v t

Uy (t) = 1 Eu (t - T)pl (T)dT k= l(l)m,

=l g

crcr

Fluy (1)) = ZF{I gt~ T)pl(f)df}

fy
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Legyen F, ( Jj a)) az elmozdulés a frekvenciatérben a k-dik pontban, amelyik a frekvenciatér-
ben az /-dik pontban hat6 egységnyi erd hatdsara jon 1étre.
Az egyes F), ( j a)) frekvencia-jelleggorbéket az

F(jo)=(F,(jo)). k=11)m1=1(1),

frekvenciajelleggorbe-matrixban foglaljuk 6ssze.
Az egyenletek matrixos irdsmodja:

U(ja)) = F(ja))P(ja))

A tobbszabadsagfoku rendszerre vonatkozo rendszerelméleti sszefoglalas teljesen megfe-
lel az egyszabadsagfokl rendszerre vonatkozonak.

2.4. Diszkrét jelek és folyamatok
2.4.1. Idofolytonos jelek diszkretizdlasa

A miuszaki gyakorlatban altalaban id6folytonos jelekkel van dolgunk. A fennall6 problé-
mak mindegyike azonban diszkretizalast igényel. A diszkretizalas ezen sziikségessége egy-
részt mar pl. az elektronikus szamitdégépi berendezésekben a diszkrét idépontokban torténd
mintavétel kovetkeztében torténd eldiranyzott digitalis taroldsban, masrészt az alkalmazés-
hoz eldiranyzott numerikus kiértékelési eljarasokban rejlik.

Egy iddben diszkrét jel alatt, ami iddre vonatkoztatva diszkrét lefutasu, a ti valtozoju fligg-
vényt értjiik (a fliggvény értelmezési tartomanya egy diszkrét halmazbol all). A folyamat le-
irasa lényegében differencialegyenletekkel torténik.

Egy id6ben diszkrét jel ty id6pontjai kozott a jel értéke ismert (2.26.a. abra, valtozo vagy
allando) vagy definialatlan lehet.

x(ti)

X1
Xp h %

2) b) c)

2.26. abra
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2.4.2. A z-transzformacio

Ha a diszkrét Laplace-transzformacidba

behelyettesitjiik a

helyettesitést, ugy kovetkezik az

X(z2)= Z{xk}: Zxkz’k

k=0

un. infinit z-transzformacid, melynek a visszatranszformacioja
x,=2" {X(z)} = 2—¢ X(2)2"dz,

2.4.3 A diszkrét Fourier-transzformacio

A finit Fourier-transzformaci6 egy 7-vel iddben korlétozotth(t) jel  Fourier-

transzformacioja,
T
X(ja),T) = XT(ja)) = Ixr(t)e_j(“’dt
0

Ha most a diszkretizalt jelre tériink at , gy a négyszogszabaly azt szolgaltatja, hogy
2N-1

X (jo)=h) xe ™ +r,

k=0
. . . 2 . .
ahol r, a numerikus integralas hibdja. A 77[ alapfrekvencia egészszamu tobbszoroseivel
egyenld diszkrét frekvencidkra, tehat
2
w,= n%,n = 0(1)2N—1

esetében az

kifejezést vonatkoztatott (méghozzé h-ra) diszkrét Fourier-transzformaltnak nevezziik.
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2.4.4. A fast-Fourier-transzformacio
(A gyors-Fourier-transzformacio)

N-et a diszkrét Fourier-transzformaciora N = 2" -re valasztjuk.

—‘(n+N)£ —jn
F. =Y +e NZ =Y —e VZ

n+N — tn

ne

A diszkrét Fourier-transzformaltnak 2N szami jelértékbél torténd kiszamitasa (2N)* sza-
mu lényeges szamitdsi operacidt igényli, az Y, és Z, spektrumok kiszdmitasa egyenként N
szamu értékbdl csak 2N szdmu lényeges szamitasi operaciot. Ehhez még N szamu szamitasi
operacio sziikséges az F,, sorozatnak az Y,, Z, sorozatbol torténd 6sszeallitasdhoz.

N = 2" valasztasa kovetkeztében az y,,z, sorozat kiilon-kiilon ismét két sorozatra bonthatd
fel, stb., mindaddig, amig egy sorozat mar csak egy értékbdl all, ami transzformalva ismét
magat az értéket adja. A szamitdsi raforditas nagysaga ezzel (bizonyitds nélkiil) 2(2N) -
log, (ZN ) szamu szorzas. A 2N=2"" példara vonatkozoan a gyors-Fourier-transzformacio

mar csak 20480 lényeges szamitasi operaciot igényel, azaz a gyors Fourier-transzformacio
szamitasi igénye a diszkrét Fourier-transzformacioénak kb. 1/50-e.

A Fourier-transzformacié numerikus kezelésére szolgald kiilonboz6 algoritmusok kimutat-
tak a feldolgozasi sebességre gyakorolt jelentds hatast. Hasonld problémak lépnek fel a
konvolucional is. Ha a diszkrét konvoluciot ciklikus miiveletekkel abrazoljuk és a gyors
Fourier-transzformacié sémajat alkalmazzuk, ugy azt gyors konvoluciénak nevezziik.
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2.5. A Fourier-, a Laplace- és a z-transzformacio attekintése

Az itt alkalmazott integraltranszformaciok bevezetésénél gyakorolt pragmatikus, heuriszti-
kus eljarés nyitott kérdéseket hagyott, amelyek koziil néhanyat a rendszeres Osszeallitasnal
meg kell valaszolni. Kiemelkedd szerepiik miatt csupan az egyoldali transzformaciokat vizs-
galjuk, amelyeket olyan (un. kauzalis) rendszerekre alkalmazunk, amelyeknek az id6fliggvé-
nyei negativ idéértékekre zérus fliggvényértékeket vesznek fel.

A 2.3. tablazat a Fourier-, a Laplace és a z-transzformdaci6 definicidit tartalmazza.

Fourier-transzformacié Laplace-transzformacio z-transzformacid

X(jo) = [x{e)e 7 dt -

0 X(s)= Tx(t)e_”dt X(z)= ix(tk )z

=X(f)= ]c-x(t)e_jz"’ﬂdt

B s=a+jo a>0 z=e
[e(e)at <0 )
’ . Hx(t)e’“’ dt < oo |z = e
W)= [K(jo)edo= f
T a+jo

. ()= [XGe'ds  x(1)= g X(2) e
= [ X(f)er"ar 27 i ey

t<0:x(t)=0

t<0:x(t)=0 k< 0:x(1,)=0

2.3. tablazat: Az integraltranszformaciok ¢€s inverzeik definicioi.
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3. SZTOCHASZTIKUS JELEK ES FOLYAMATOK
3.1. A sztochasztikus jelek és folyamatok jellemzése

A linearis rendszerek jellemzésének eddig targyalt modszerei azon alapulnak, hogy meg-
vizsgaljuk a rendszer feleletét valamilyen gerjesztés hatisara. A gerjesztés idofliggvényét
ismertnek tekintjiik, igy explicite meghatarozhato a felelet id6fiiggvénye is. A determinisz-
tikus mozgasok kozos jellemzdje, hogy idéfiiggvénylik explicit matematikai Osszefliggéssel
megadhato, és kisérleti vizsgalatuknal adott koriilmények kozott a mérési eredmények a hi-
bahatéaron beliil azonos eredménnyel ismételhetok. A jarmiivek és gépek ilizemében sokszor
mas jellegli, rendszertelenebbnek tiind mozgasokkal is taldlkozunk (3.1. abra).

Mintaregisztratum
U, Mintafuggvény
N M MM A
VAL AN ARS VARS'
U, Sztochasztikus folyamat
N DAL

V W vt

AV AaWaa
N X

U;

3.1. dbra

A szerkezetek dinamikai tulajdonsagainak helyes kialakitasahoz, szilardsdgi méretezéséhez
¢s élettartam vizsgalatukhoz az Gn. sztochasztikus lengésekkel is kell foglalkoznunk.

Azokat a fizikai folyamatokat, amelyek id6beni lefolydsa nem irhaté le definialt formaban
sztochasztikus, azaz véletlenszerli folyamatoknak nevezziik. Az ilyen folyamatok kisérleteit
megismételve nem kapunk azonos lefolyast. A kisérlet egy lehetséges lefolyasat abrazold
jelet mintafiiggvénynek nevezziikk. A mintafiiggvénybdl kivagott véges iddtartam szakaszt
minta regisztratumnak nevezziik. Az 6sszes lehetséges mintafiiggvény adja a sztochasztikus
folyamatot.

A matematikaban sztochasztikus folyamatnak nevezziik, ha egy x véltozénak a t fliggetlen
valtozé minden értékére kiillonbozd x(?) lehetséges értékei vannak, vagyis: ha x a t fliggvé-
nye, de ¢ értéke x értékét egyértelmilen nem hatarozza meg. Aszerint, hogy t értékkészlete
folyamatos vagy diszkrét, folyamatos, illetve diszkrét sztochasztikus folyamatrol beszéliink.
A mechanikai sztochasztikus lengések mindig folytonosak. A t fiiggetlen valtoz6 lehet az
1d6, de lehet térbeli koordinata is. A sztochasztikus folyamat matematikai szimboluma: {x(z)}
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Sztochasztikus lengés:

— a mozgas iddébeli lefolyasa explicit matematikai kifejezéssel nem irhatd le, a rendszer
adatainak ¢€s kezdeti allapotanak ismeretében a gyakorlatban elfogadhato hibahataron belii-
li pontossdggal nem szadmithato,

— kisérleti vizsgalatnal a kisérlet a mérési hibahataron beliil azonos eredménnyel nem ismé-
telhetd.

Sztochasztikus mozgasoknal tehat az eddig megismert elméleti és mérés kiértékelési mod-
szerek valtoztatas nélkiil nem alkalmazhatok. A tapasztalat szerint azonban a sztochasztikus
mozgasok egy részénél bizonyos szabalyossagot mégis fel lehet tételezni, ami reményt ad
arra, hogy alkalmas modszerekkel a mozgasnak a szerkezet méretezéséhez ¢s mindsitéséhez
sziikséges jellemzdit meg lehet allapitani. fgy példaul a 3.1. abra szerint Gigy tiinik, hogy a
rezgés kozépérteke és az abbol mért kitérések statisztikai atlaga idoben allandé lehet. A
mozgas latszolagos szabdlytalansaga ugyanis nem amiatt van, mert el6idézé oka (pl. az ut-
egyenetlenségek) és a mozgas (pl. a kerék fliggdleges mozgasa) kozott nincsen meghatirozo
Osszefiiggés, hanem mert a mozgast eldidézo kiilsé hatasok (utegyenetlenségek) nagyon bo-
nyolultak. Elméletileg ugyan a keréknyom béarmelyik véges hosszisdgu szakaszara lehetne
Fourier-sorba fejtéssel leir6d fliggvényt késziteni, de ennek nem volna gyakorlati értelme.
Ugyanis teljesen lehetetlen akar csak kétszer is pontosan ugyanazon a keréknyomon ponto-
san ugyanugy végigmenni.

A sztochasztikus folyamatok vizsgalatdnal a fiiggvények egész sorozatdnak adataira van
sziikség (3.2. abra).

3.2. bra

A sztochasztikus folyamatot elméletileg az x, (t) k=123,... j( j—o oo) fliggvények 0sszessé-

ge alkotja. A valdsagban el6forduld eseteket ezen végtelen fliggvénysorozat realizacidinak, a
sorozatbol vett mintaknak kell tekinteni.

A sztochasztikus mozgas egy vagy tobb mintajanak x(z) idéfliggvénye — barmilyen pontos
regisztratum vagy matematikai kifejezés formajdban — a mozgas jellemzdinek leirasat csak
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burkolt formaban tartalmazhatja. A méretezéshez vagy a mindsitéshez nem egy adott x(?)
idéfiiggvény ¢ + ¢ idépontban felvett értéke, hanem egészen madas jellemzOk sziikségesek.
Meghatarozasukra a rendelkezésre allo mintdk haromféle vizsgalatat hasznaljuk:

— a mintak statisztikai elemzése,

— a mintdk ¢ =1¢ és¢ =t + 7 idOben felvett értékei kozotti korrelacid vizsgalata a ¢ idOké-
sés fliggvényében,

— frekvencia vizsgalat.

A sztochasztikus folyamat teljes leirasat csak a haromféle feldolgozéas eredményének 6ssze-
sitése adja meg.

A sztochasztikus folyamat valamely véges szakaszat abrazold jel a sztochasztikus jel,
amelynek képe egy minden rendszerességet nélkiilozd fiiggvény-vonal, pl.: 3.1. abra. Ami-
kor mechanikai rendszereket vizsgalunk, nevezetesen amikor azt tanulmanyozzuk, hogy
valamely rendszer hogyan viselkedik kiils6 kényszerek hatdséra, akkor feltétleniil sziikségiink
van mind a bemend, mind a kimend jelek valamilyen fokt ismeretére. A jeleket - a fizikai-
lag realizalt jeleket - mindig meg lehet adni tetszélegesen nagy pontossaggal, amikor va-
lamely x sztochasztikus mennyiség az id6 fliiggvényében valtozik, tehat

x =Xx(1), -0 <t < oo
Egy-egy konkrét megfigyelés sordn az x,,x,,x;... jeleket (regisztratumokat) észleljiik, ame-
lyek az x(t) sztochasztikus fliggvény kiilonboz0 realizacioi.
3.2. Statisztikai alapok

A statisztika alapjat a valdszintiségelmélet képezi. Az alapfogalmakat az aldbbiakban foglal-
juk Ossze.

3.2.1 Valosziniiségi valtozo és jellemzoi

Az E eseménytérhez tartozo6 valdsziniiségi elemi események e; (i =1, 2, 3 ...) €F matemati-
kai kezelése egy valtozohoz valo hozzarendelést kivan meg:

X (e) =f(e) = x;
Az x; valosziniiségi valtozot roviden x reprezentansa abrdzolja, vagy pontosabban:
{x (e)} = {x} = {x1, x5 ..}

Az u valos paraméterrel
o<y <o €s

xe)<u eckE

egyenlettel magyaraztunk egy eseményt, aminek a valoszinliségét — az x < u esemény fellé-
pésére vonatkozdan — a paraméter valos értékére a
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P.(u) = Wix(e) < u} -0 <y <00

kifejezés definidlja, amely megadja annak valdszinliségét, hogy az x(e) valoszinliségi
valtozo egy megadott u értéknél kisebb.

W az x < u relaci6 fellépésének a valdszinlisége, amit a

interpretacié alapjan tisztdzunk:

N kisérlet soran x < u n alkalommal keriilt megfigyelésre.
P.(u) az x valésziniiségi valtozo eloszlasfiiggvénye.

Annak feltétele mellett, hogy a P.(u) eloszlasfliggvény differencidlhatd, kapjuk az eloszlas
stirtiiségfiiggvényt (valdszinliség siirliség):

PELDA:
Egy adott x(2) szabalytalan jel p.(u) eloszlas slirliségfiiggvényének a meghatarozasa a 3.3.
abra szerint torténik (0 <z < 7).

/u AU

AU
T

px() 0

3.3. dbra
Sztochasztikus jel eloszlas stirtiségfliggvényének meghatarozasa

A [0, 7] intervallumbol szarmazd At; részintervallumhosszak 6sszességében azt adjak meg,
hogy u <x < u + Au milyen gyakran 1ép fel. Annak valdszintisége, hogy fellép u <x <u + Au

Sa

Wu<x<u+ Au}:;im ile

A valdszinliségi stirliség:
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. ) W{u£x<u+Au} 1. ,Z::‘Ati
p, (u)=lim = lim = lim —| lim ——
Au—0 Au Au—0 Au Au—0 Ay | T T

A 3.3. abra bal oldala a p.(u) eloszlassiirliséget mint Au—0-ra vonatkoztatott valdszinliséget
(relativ gyakorisagot) abrazolja.

A p, (u) eloszlasstiriiségli f(x) figgvény varhat6 értékét az

B9} = | . o

funkcional definidlja. A definicié alapjan megadhatjuk a varhato érték képzésére vonat-
kozd szamitasi szabalyokat, amely tobbek kozott egy linearis operaciot (miiveletet) jelent.
Kiilonos jelentdségiiek a varhato értékek f(x) = x" mellett, az eloszlas siiriiségfiiggvény tn.
n-edik momentumai:

o0

E{x”} = £”'1P,r(”)d”

Az elsérendli momentum a lineéris kozépértek:

E{x} = Tupx(u)du =X
amely a stlyvonalat szolgaltatja. h

A masodrendli momentum 7 = 2, a négyzetes kozépérték:

o0

E{xz} = qupx(u)du

—00

A statisztikdban még a linearis kozépértékre vonatkoztatott momentumok jatszanak fontos
szerepet. Eszerint

E{x—;} =0
és
E

=

a legalacsonyabb momentum, ami az x valtozonak a kozépértéktdl valo atlagos eltérésérol
nyujt felvilagositast: x variancigja.

_ j( ~x) p.(u)du = o = var(x)
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PELDA:

—\2
Az E {(x - x) variancia kozvetleniil visszavezethetd a négyzetes kozépértékre:

2 _
o, =FE

(r=3)'| = Ef* ~ 20|

Az E-operacio egy linearis muvelet:

—2 —2 —2 —2

E{(x—;)z}:E{xz}—Z;E{x}+x :E{xz}—2x +Xx =x’-X

A varianciabol vont pozitiv négyzetgyok o neve: standardeltérés (szoras). oy-nek ésx-nek

a dimenzidja megegyezik és ezért ,,mérési” hibaval identifikaljak. A variancia tehat a valo-
szinliségstiriségnek a kozépértek koriili ,,sz€lességérél” mond valamit. Ekkor még hidnyzik
egy mérték, ami megadja az eloszlasban a kdzépértéktdl valo esetleges egyenetlen kifutdso-
kat.

Ez szolgaltatja a harmadik momentumot, az Gn. ferdeséget, amelynek definicidja dimen-
zi6 nélkdili:

3.2.2. Tobb valosziniiségi valtozo

Vektoros x valdszinliségi valtozoval akkor van dolgunk, ha az x(e; ) = f(e; ) = x; leképezés
(hozzarendelés) vektoros alakot vesz fel:

Ekkor az E eseménytér helyett az E- eseménymezdrdl beszéliink.
Azt a valdszinliséget, amivel x, <u, [i = l(l)n] teljestil, mikdzben u, egy valos szam, n-
dimenzios eloszlasfiiggvénynek vagy egyiittes-eloszlasfiiggvénynek nevezziik:

P(u): P ,...,xn(ul,...un): W{xi <u,, i= 1,2,...n}

X X

Az egyiittes eloszlasfiiggvény eloszlas stiriségfiiggvényének a definicioja n = 1-nek megfe-
leléen

_0"P(u)

P ) )

n
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3.2.3.Gauss eloszlasok

A meglévd eloszlasok kozil a Gauss (normadl eloszlds) bir a gyakorlatban megkiilonbozte-
tett jelentdséggel. Az eloszlas egydimenzios slirliségfiiggvénye:

p.(u)= ;exr{— M}

20

X

ahol

Stirliségfiiggvénye: 3.4. abra

0 X u

Gauss-féle haranggorbe
3.4. bra

A gorbe inflexios pontjait a X + o, helyeken talaljuk. Néhany esetben az az érdekes sza-

munkra, hogy x mekkora valdszinliséggel esik egy, a kozépértékhez viszonyitva o tobb-

szorosével jellemzett tartomanyon beliil, ill. azon kiviil. A stiriségfiiggvény integralasa az
adott hatarokat megadja:

Wix—% <o} =683%, Wix—3 >0} =31,7%
w{x -3 <20, }=954% W{x-x|>20,|= 4,6%
W{x—3 <30, |=99,7% Wix—3>30,} = 03%

Az un. standardizalt normaleloszlast a 0 kozépérték és az 1 értékii variancia jellemzi. A

xX—Xx

alakban kapjuk.

Az eloszlasfiiggvény
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w w 7572
p.(w)= _Jpz(cf)d§=ﬁ [eae

A 3.5. ébra standardizalt normaleloszlas eloszlassiirliségét és eloszlasfliggvényét mutatja.

pz(W)

3.5. dbra

p=(W) |

0,75 /
0,5,

0,257

Tobb valtozd Gauss-eloszlasat (tobbdimenzids Gauss-eloszlés) a

p. (1) = kexp[_%(u_a)u(u_a)}

kifejezéssel definialjuk.

a - akozépértekek vektora

A - egy n-ed rangu pozitiv definit szimmetrikus matrix

3.3 Sztochasztikus folyamatok

A sztochasztikus folyamatok az alabbiak szerint csoportosithatok:

-

Stacionarius

/\

Sztochasztikus

Ergodikus Nem ergodikus

\

Nem stacionarius

A nem stacionarius jelek
specialis felosztasai

Ha a vizsgalt x; véletlenszeri mennyiségek egy valos paramétertdl fliggnek x; = x;(z), akkor a
valoszinliségi valtozoknak a paraméter szerint rendezett halmazat sztochasztikus (véletlen)
folyamatnak nevezziik. A gyakorlatban a ¢ dltalaban az idé-paraméter. Véletlenszerli sorozat-
rol akkor beszéliink, ha a valosziniiségi valtozot csak ¢ diszkrét értékeire definialjuk. Az
eloszlas és eloszlasstirliség-fliggvények:

Pufwt) = W {x(e) < u}, -0<u<a & pifui).
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A t a -0 ¢ésa+ookozott elhelyezkedo értékeket vehet fel. Abbol indulunk ki, hogy a fo-
lyamat végtelen sok szamu x;(?) valdszinliségi valtozot tartalmaz (véletlenszerli mennyiségek
alaposszessége), amelyeket idofliggvényként interpretdlunk. Azt képzeljik, hogy az x;()
végtelen sokasaga pl: azonos forras altal 1étrehozott, vagy az idébeli folyamat (kisérlet) végte-
len szamu ismétlésével jott 1étre, mikdzben feltételezziik, hogy a folyamat a multban a ¢ = -o0
1dépontban kezd6dott. Az egyes x;(t) fiiggvényeket a multtol kezdédden egészen a jelenig
a ténylegesen felvett értékeik irjak le (ebben az értelemben ezek a fiiggvények az érintett
iddintervallumban tehat determinisztikusak), mikozben a jovébeni lefutasukrol csak statisz-
tikai kijelentések tehetdk. x;(z) ekkor a folyamatnak az in. mintafiiggvénye vagy realizacidja.

Ha a 71 repiilési magassagoknak az iddbeli eloszlasat kell adott repiilési korlatozasok
(megszoritasok) mellett a Hannover-Miinchen kozott kozlekedd repiilégépekre vonatkozoan
megvizsgalni, ugy az eldszor azt jelenti, hogy az erre a folyamatra vonatkozd mintafiiggvé-
nyek alapdsszességét kell eldallitanunk. Az érintett repiilogépek magassagi kijelzéseit a
starttdl a leszallasig regisztralni kell, méghozza elméletileg végtelen szamu repiilésre vonat-
kozdan.

3.3.1. Staciondrius sztochasztikus folyamatok

A sztochasztikus folyamatok altalaban kiilonbo6zd ¢; #t; = t; + paraméterértékekre (ahol t# 0)
kiilonboz6 statisztikai tulajdonsadgokkal is rendelkeznek, pl: P, (u,t; ) # Py(u,t;+1). Ezéltal az
eloszlasfliiggvények, az eloszlasslriiség fiiggvények és az ezekbdl levezethetd statisztikai
mennyiségek az 1d6 fliggvényei: {x(?)! egy nemstacionarius sztochasztikus folyamat.

Valamilyen véletlen folyamat elvileg leirhatdo a mintafiiggvényei egylittesére kiszamolt
momentumokkal és kapcsolt momentumokkal. Ez azt jelenti, hogy ezekbdl az Osszes statisz-
tikai jellemzd meghatarozhato, de az iddfiiggvények természetesen nem. Tekintsiik az alabbi
abra mintafliggvényeit.

T
X,®

L~ t1l™M /\/\FI/JF\T/\/\
/S VOV VY

, | |
0 e AN
o N |

Ezekbdl a mintafliggvényekbdl allo véletlen folyamat kozépértéke valamilyen ¢; idépont-
ban a kdvetkez6 modon szamolhato ki:

E{x(t)} = (1) = lim %ix,.(;l)
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A masik fontos jellemzo fiiggvénye a sztochasztikus folyamatnak az autokorrelacio
fiiggvénye. Ez a kovetkezoképpen hatdrozhatdé meg. Az xi(2), xz (2)... x;(t) mintafiiggvények-
nek nemcsak #; iddpontban mérhetd értékeit, hanem a 7 iddvel eltolt értékeit is vegyiik fi-
gyelembe.

N

E{x(t)-x(t, + 7)) = R (1,.7) = lim %in(tl)-xi(tl +7)

i=1

Ez azt jelenti, hogy barhol veszek is fel egy ,.keresztmetszetet” a mintafliggvényekbdl,
annak sem a kozépértéke, sem pedig az autokorrelacio fliggvénye nem valtozik.

Ha a kozépérték és az autokorrelacio fiiggvény értéke ¢ -tol fliggetlen, tehat
/ux (tl) = lle éS
Rx(fl, T) = Rx(ﬁ;

akkor az {x(t)} sztochasztikus folyamatot gyengén stacionariusnak nevezziik. Ha az {x(z)}
sztochasztikus folyamat §sszes momentuma ¢és kapcsolt momentuma ¢, -t6l fiiggetlen, a fo-
lyamatot erésen stacionariusnak nevezziik.A folyamatok stacionaritasara a mindenkori
folyamat fizikai tulajdonsagai adnak vélaszt.

Egy villanymozdony alland6 sebességgel egyenes palyan halad. A sinek nem rendelkeznek
determinisztikus helyzethibaval, a kerekek kiegyensulyozatlan tomegektol mentesek és futd-
feliileteik hibatlanok. Tekintsiik a sinegyenetlenségek kovetkeztében a kerékfelfekvési pon-
tokban a kerekeknek a véletlenszertien fellépd vertikalis gyorsulasait. A fizikai okoz6 (kival-
t0) mennyiségek itt idotdl fiiggetlenek €s egy staciondrius folyamat feltételezése megalapo-
zottnak tlinik.

Az x(t) sztochasztikus fliggvényt akkor tekinthetjiik statisztikusan adottnak, ha ismert vala-
mennyi #; idOponthoz tartoz6 Gsszes eloszlas-, illetve slirliségfiiggvénye. Ez viszont olyan
nagy mennyiségli informaciot jelentene, amivel a gyakorlat szamara mar semmit sem
lehetne kezdeni. Ezért van nagy jelentdsége a stacionaritas feltételének.

Stacionariusnak nevezziik az olyan sztochasztikus fliggvényt, amelynek valdsziniiségi jel-
lemz6i, tehat eloszlas- és sliriség-fiiggvényei a ¢, idéponttol fliggetlenek. Az egyvaltozos el-
oszlasfiiggvény ¢; idOponttol fliggetlen, a kétvaltozds eloszlasfiiggvény pedig csak a T idokii-

lt')nbségtc'il(z' =t — tl) fiigg.
Pl: az utprofilnak sztochasztikus folyamatként valé felfogasdban a szemlélet alapjan is lat-
hat6, hogy a stacionaritas feltétele teljestil.

A stacionarius sztochasztikus folyamatok tehat mar egyetlen ¢ iddponthoz tartozo eloszlés-
figgvényekkel, illetve stiriség-fiiggvényekkel egyértelmiien jellemezhetok. Gyakorlati szem-
pontbdl megelégedhetiink néhany egyszeriibb jellemzd adattal, amelyek ugyan nem haté-
rozzak meg egyértelmiien az adott sztochasztikus folyamatot, de felvilagositast nyujtanak
annak lényegesebb adatairdl. Ilyen egyszeriibb jellemzdk az x(z)-nek, mint valosziniiségi
valtozonak a kiilonbdz6 momentumai:
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— az elsérendli momentum (az Un. 0sszesség kozépérték)
— a masodrendii momentum (az Un. korrelacios fiiggvény, amely az x(z) valdszintiségi val-
tozénak a ¢ és ¢ + t idOpontban felvehetd értékei szorzatanak 0sszeség kdzépértéke).

Nemstacionaris sztochasztikus folyamatok

Ide tartoznak mindazon sztochasztikus folyamatok, melyek a fenti feltételeket nem elégi-
tik ki. Az ilyen folyamatoknak végteleniil sokféle valtozata képzelhetd el, ezért osztalyoza-
suk kilatastalan. Altalaban a természettudomanyos alkalmazas szempontjabol 1ényeges fajta-
ikra dolgoznak ki jellemzési és vizsgalati modszereket.

3.3.2. Ergodikus sztochasztikus folyamatok

A sztochasztikus jelekre és folyamatokra vonatkozé eddigi definicidk azt nem veszik figye-
lembe, hogy a gyakorlatban egy sztochasztikus folyamat alapdsszessége sem all rendelkezé-
siinkre — mindig csak egyes jelekkel van dolgunk — nemhogy az eloszlas- 1ill. a slirliségtiigg-
vény ismert lenne. A staciondrius sztochasztikus folyamatok jellemzésére alkalmas korrela-
ci6 figgvény gyakorlati alkalmazdsa még komoly nehézségekbe iitkozik azaltal, hogy a
vizsgalt sztochasztikus jel igen nagy szdmu realizacidjanak megfigyelésével hatarozhato
meg. A sztochasztikus folyamatok leirdsa tehat tovabbi egyszerlisitést kivan, amit az
ergodicitasi hipotézis tesz lehetové. Ez azt jelenti, hogy a végtelen szamu realizacio vala-
mely adott ¢ idOponthoz tartozo értékeinek dsszesség kozépértéke, tehat az elsérendii mo-
mentum megegyezik egyetlen tetszéleges x;(?) realizacid végtelen hossziisagl szakaszéara
kaphat6 1d6 kozépértékével.

Az el6z6 pontban a kdzépértéket és az autokorrelacio fliggvényt egy meghatarozott 1, 1d6-
pontban felvett mintafiiggvények Osszességére vonatkozoan hatiroztuk meg. Ha a folyamat-
ol feltételezziik, hogy staciondrius, akkor egyetlen minta regisztraituma alapjan is képezhetd

a kozépérték és az autokorrelacio fiiggvény, mégpedig az idoatlagok segitségével.

Az x(t) sztochasztikus folyamat i-edik regisztratuménak a kdzépértéke:

az autokorrelacio fiiggvény pedig:

T
R(i.7) = lim~ [ x,(¢)x,(t + e

T~>ooT0

Ha az ilyen modon, és az dsszességre képzett kozépértékek azonosak, akkor a sztochaszti-
kus folyamat ergodikus. Vagyis, ha

w(i)=p(t)=p &

Rx(i, r) = Rx(tl,r) = Rx(r) akkor
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{x(t)} gyengén ergodikus sztochasztikus folyamat.

A gyakorlatban sokszor a linearis kozépértékek és a korrelacid fliggvények vizsgalatara
szoritkoznak: egy gyengén stacionarius sztochasztikus folyamatot akkor neveziink
ergodikusnak, ha

Osszesség kozépérték = 1d6 kdzépérték

E{x(t)} = %

T

00
.1
J- - p,(u)du = lim —— ITXk(t)dt

—00

. ¢xx(r):E{x(t)x(t+r)}:x t)x(t+1 :Rxx(r)
¢xx(z') = E{x(tl) . x(tz)} = E{x(tl)-x(tl + z’)} =
= [0[0”1 () Jua (2, + T)px(t]}x(tz) (RT3 A

T

x(t)x(t+7) = }%%J‘Tx(t)x(t +7)dt = R, (7)

teljesiilésének valodszinlisége egy, s amelynek a vizsgalatat egyetlen mintabdl elvégezhetjiik.

A négyzetes kozépértekben vett ergodicitasrol akkor beszéliink, ha

© ‘ 1 T
L o p (u)d = Jim Isz(z)dz

Egy stacionarius véletlenszerii folyamatot akkor neveziink szigoruan ergodikusnak, ha

minden egyes mintafiiggvény x;(?), -oo < t < co valamennyi momentumara
© 1 T
u"p (u)du =lim— | x"(t)dt
_[O px( ) T—o 2T J.T ( )

teljesiilésének valosziniisége egy.

Kérdés azonban, hogy lehet-e az egyetlen k-adik realizaciobdl szdmolt értéket a teljes, korlat-
lan szam® mintat magaban foglald folyamatra jellemzOnek tekinteni. Vagyis, ha jarmiiviink-
kel névlegesen ugyanazon az uton, ugyanolyan koriilmények kozott, de mas nyomon fogunk
végigmenni, statisztikai értelemben ugyanazon kozépértéket stb. fogjuk-e kapni?
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Sajnos eddig nem sikeriilt 4ltaldnossagban bizonyitani, hogy egy adott mérdszam (pl. ko-
zépértek, szorés, stb.) szempontjabdl stacionarius sztochasztikus folyamat ugyanazon méro-
szamra sziikségképpen ergodikus is. A gyakorlati szempontbol legfontosabb alapvetd jel-
lemzokre ismert néhany ellendrzési kritérium; egyébként pedig indokoltnak latszo esetekben
feltételezziik az ergodicitast. Az eddigi gyakorlati tapasztalatok alapjan ez megengedhetonek
latszik.
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3.4. A sztochasztikus folyamat statisztikai jellemzo6i

A kovetkezOkben Osszefoglaljuk a sztochasztikus folyamat statisztikai jellemzoéit, kiillonos
tekintettel a digitélis feldolgozasra.

Osszesség kozépérték

Id6 kozépértek

Négyzetes kozépérték

Effektiv érték

Szorasnégyzet

Szoras

Valosziniiség eloszlasfiiggvény
Valosziniliség stiriségfiiggvény

Osszesség kozépérték

Vegyiink a sztochasztikus folyamatbol j darab mintat és olvassuk le a ¢t = #; id6pontban a
fiiggvényértékeket (3.2. dbra). Hatarozzuk meg a leolvasasok szamtani kozépértékét. Ha a j
mintasorozat darabszdmat minden hataron tul noveljiik, akkor a folyamat # idépontban mér-
het6 (digitalis feldolgozasu képlettel)

(1) =lim: 3 x (1)

sl e

ugynevezett 6sszesség kozépértéket kapjuk.

A sztochasztikus folyamatok vizsgalatat nagyon megkdnnyiti, ha statisztikai jellemz6ik id6-
ben nem valtoznak, azaz ha a folyamat stacionarius. Ennek egyik feltétele, hogy a fenti képlet
szerint szamitott sszesség kozépérték — a gyakorlatban megengedhetd hibahataron beliill —
a t; 1dOponttol fiiggetlen allando, azaz barmely ¢, + 7idOpontban ugyanaz legyen. Stacionari-
us folyamatra az egyvaltozos slirliségfliggvénnyel:

X = _[xk -p(xk,tl)dx
Tobb realizacionak egy adott ¢, idépontban vett x értékei Osszegének atlaga.
1do kozépertek

Az Osszesség kozépérték és mas hasonld Osszesség statisztikai jellemzOk szamitdsdnal a
gyakorlatban komoly, sokszor megoldhatatlan probléma elegendd szamt minta biztositasa.
Parhuzamos mérésekre ritkan van lehetdség. Sokkal konnyebb egy vagy két esetben ele-
gendd hosszu ideig mérési adatokat szerezni.
Igy a k-adik minta
Lt
xi(ty) = lim— [ x,(¢)dt

T—x T
4

1d6 kozépérték meghatarozasa rendszerint nem {itkozik akadalyba. A kozépérték stacionarius-
saganak feltétele nyilvan az x; értékének #,-t0l fiiggetlen allandosaga lesz.
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Altalanos alakban:

(1) = lim— [ x(0pe

T—x©
0

Ergodikus folyamatra:

© ' 1 T

_[ xkp(xk 1 )dx = ;1_{{10?_([ X (l)dt
Minél hosszabb T intervallumra végezziik el a kdzépérték képzését, annal kevésbé fiigg az
eredmény 7 nagysagatol, ill. anndl kevésbé tér el valodi értékétdl.

Az 1d6 kozépérték képlete digitalis feldolgozasnal:

A gyakorlatban m értékét 2 hatvanyéra (pl. 512, 2048) célszerii valasztani.

Négyzetes kozépérték

Az 1d6 kozépértékkel analdog modon szamitjuk ki, csak nem magukbdl a mérési adatokbol,
hanem azok négyzetébdl. Ebbol kovetkezik az a fontos dolog, hogy a négyzetes kozépérték
mindig pozitiv, szemben az 1d6 kozépértékkel, amely az adatok szamértékétdl fliggden nega-
tiv is lehet.

Képlete id6 szerinti tlagolasnal

— 1 T
2 _ o L fo2 .
X = %1_{123 T '([ x*(t)dt (analog forma)
illetve
C=lim—3x?  (digitdlis forma)
m—>o0 m

i=1

A négyzetes kozépérték a jel teljesitményével aranyos mennyiség. A kiillonb6zé mennyi-

ségek négyzete altalaban szoros kapcsolatban 4ll az elveszett (hové valo) teljesitménnyel. Ha

példaul valamely sebességgel aranyos csillapitasi tényezdjii lengéscsillapitora x(?) idofiigg-

vény szerint valtozo relativ sebességet kényszeritiink, akkor az idéegységenként h6vé alakulod

munka — tehat teljesitmény — N = c«”(2) alaku fiiggvény lesz. A strlodé tagon disszipalt telje-
2

sitmény  fv =’ = v , a villamos ellendllason hové alakuld teljesitmény
r

. .2
u-i=R-i* =

v
.
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A jel négyzetének kozépértéke tehat az atlagos teljesitménnyel aranyos, €s igy a jel egyik
legfontosabb jellemzdje.

Megjegyezziik, hogy a jelek négyzetes kozépértékét tudatos pongyolasdggal ,teljesit-

ménynek’ nevezik, noha mértékegysége természetesen a mindenkori adott jel mértékegységé-
tdl fliggden egészen mas is lehet.

Effektiv érték

A villamossagtanbdl atvett €s altalanositott fogalomként effektiv értéknek nevezzik a négy-
zetes kozépérték pozitiv négyzetgyokét:

lT
_+\/7 + hm¥£ x? ()t

.—+/11m X;
niﬁwmz

Mint minden statisztikai eloszlasndl, itt is nagy jelentdsége van annak az informacidnak,
amely megmutatja, hogy a ténylegesen el6fordult értékek milyen szorosan vagy lazan tomo-
rilnek az 1d6 kozépértek koriil. Gyakran kényelmesebb olyan fliggvényt vizsgalni, amelynek
kozépérteke nulla. Az altalanos x(z) fliggvényt visszavezethetjiik nulla kdzépértékli fiigg-

illetve

Szorasnégyzet

vényre, ha az eredeti x(?) jel helyett az [x(t)—x / jelet vizsgéljuk, amelynek kozépértéke
szemmel lathatoan nulla. A vizsgalt jelenség fizikai tartalmat is sokszor még jobban szemlél-
teti, ha a jelet az id6ben valtozo lengd Osszetevd €s az allandd kozépérték ereddjének te-
kintjiik. Ennek az objektiv kifejezésére szolgal a szérdsnégyzet, vagy a folyamat variancidja,
amely a folyamat intenzitasara jellemzé mennyiség:

7, —;IB;TH ]

illetve

G, =lim ii[xi _—

1=

A szorasnégyzet mértékegysége az adatok mértékegységének négyzete, illetve — ami
ugyanaz — a négyzetes kozépérték mértékegységével azonos.

A fenti 0Osszefiiggések elvben csak végtelen sok adat, a gyakorlatban sok, pl. szaznal tobb
adat esetén érvényesek.

Kevés adat esetén az Gn. empirikus szorasnégyzet fogalmat hasznaljak, amely annyiban tér
el, hogy a nevezdben m helyett m — 1 szerepel.

A szoérasnégyzet pozitiv négyzetgyoke a szoras:
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2
o, = +\/;Lngo%'|€[x(t) —;] dt

0

illetve

o,.= +\/limlzm:[xi —;]2

m—>0 m i-1
A szoras mértékegysége az adatok mértékegységével azonos.

A variancia

megfelel a szoérdsnégyzetnek.

A szérasnégyzet, az id0 kozépérték és a négyzetes kdzépérték kozotti dsszefiiggésnek nagy
gyakorlati jelentésége van. Végeredményben azt kapjuk, hogy a szérasnégyzet a négyzetes
kozépérték és az id6 kozépérték négyzetének kiillonbsége.
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3.5. Korrelacio fiiggvények
3.5.1. Egyszerii idobeli atlagértékek

Ergodikus folyamat feltételezése mellett a linedris és a négyzetes kozépértéket (1d6 kozép-
értéket)

)= tim ot [ el )

T T

Xi(t), -0 < t < oo mintafiiggvény

szerint definidltuk. Ezek az alapdsszesség megfeleld mennyiségeihez konvergalnak,

_=E{x(t)} o-=0

X’ = { (t)} o =0

Az ergodicitas magaban foglalja a folyamat stacionaritasat, azaz az id6 kozépértékek fligget-
lenek a linearis idétranszformaciotol:

x(t)=x(t£1)), x2(t)=x>(txt,),

Az 1idobeli atlagértekek allandok, ezért a sztochasztikus folyamat belsd 0Osszefliggésérol
semminemi felvilagositast sem szolgéltatnak.

3.5.2. Autokorrelacio fiiggvény

Ahhoz, hogy bepillantast nyerjiink egy sztochasztikus folyamat belsé 0Osszefliggéseibe, sziik-
ségiink van a kiilonb6z6 idokhoz a jelek hozzarendelésére. Ez a hozzarendelés stacionari-
us folyamatokndl adott az autokorreldcio6 fiiggvénnyel:

6.(0)= E{xu) )} = E{o(e) (e + ) =
] e+ s s

A sztochasztikus folyamat fontos jellemzdirdl tajékozodhatunk, ha vizsgéljuk, hogy a szto-
chasztikus jel két kiilonb6zé iddpontban vagy helyen felvett értéke milyen mértékben fligg
egymastol. A korrelacio fiiggvény az x(t) valdszintiségi valtozénak a ¢ és ¢ + 7id6pontban
felvehetd értékei szorzatanak iddbeli kozépértéke. Staciondrius folyamatra ez a fliggvény is
fiiggetlen a ¢ id6ponttol, csupan a t idéeltolés fiiggvény. A kozépérték és a korrelacios fiigg-
vény onmagaban is elegendd informdciot tartalmaz abban az esetben, ha a sztochasztikus
folyamat eloszlasfiiggvényei normalis eloszlast mutatnak. A jarmiirugdzas teriiletén eléfor-
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dul¢ jelekre — a kisérletek szerint — jo kozelitésként alkalmazhatd a normalis eloszlas felté-
telezése.

Az autokorrelaci6 fiiggvény a kovetkezd tulajdonsagokkal rendelkezik:

Az autokorrelaci6 fliggvény valos, paros fliggvény, amely maximumat t = 0-nal éri el

b.(-7)=4..(7)

$.(0)24..(7)
A t—0 hataratmenetnél a sztochasztikus fiiggvény autokorrelacié fliggvénye a kozépérték
négyzetéhez (ill. zérushoz) tart:
. —2 2
lim ¢m(r) =X = [E{x(t)}]

T—>0

Az autokorrelacio fliggvény fizikai tartalma kiilondsen a =0 helyen lathato jol. Ebben az
esetben a jel négyzetes kozépértékét adja, ill. ha csak a dinamikus Osszetevot vizsgaljuk,
akkor a fliggvény szorasnégyzetével egyenlo:

0,.(0)=x* =EX*(1)}20 (altalban)
$..(0)= 0o’ (ha x =0)

Az autokorrelécio fiiggvény definicidja nemcsak sztochasztikus jelekre korlatozott, determi-
nisztikus és kvazisztochasztikus (determinisztikus hanyadot, pl. periodikusokat tartalmaznak)
folyamatokra is alkalmazhatjuk.

Az autokorrelacid fiiggvény magaban hordozza a kozépértékre €s a varianciara vonatkozo
informaciot is.
A fentiek alapjan megadhatjuk a normalis eloszlasfiiggvényekkel jellemezhetd jelekre a

crer

Egy sztochasztikus folyamat akkor staciondrius, ha kézépértéke allando, korrelacio fiiggvé-
nye korlatos és csak a ¢ idd-eltolés fliggvénye, a vizsgalat T idépontjatdl fiiggetlen.

Egy staciondrius folyamat individudlis autokorrelacio fiiggvénye egy xx(¢) mintafiiggvény
szorzatkdzépértéke:

T

R (k.7)= 11_1)11% [ (0)x, (¢ + o)t = x, (), (t+ 7)

-T
nagysaga fligg a k indextdl. Ergodikus folyamatokra:

Ro(7) = Ru(k,7), ahol W=1
Tehat egyetlen jel vizsgalata (3.6. abra) az autokorrelacié fiiggvénnyel:
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T

R () = lim— [ (epx(e + oy

T
0

illetve digitalis feldolgozasnal

R, (kh) = lim 1 Z X, X,

m—>0 m i=1

A becslési egyenlet:

lixx(r)z% x(t)(t+ )kt ahol 0<7<T

S ey

A becslés ergodikus folyamatokra torzitatlan.

X\

~

Y

3.6. dbra
Mintavételezésnél csak diszkrét pontokban tudjuk az autokorrelécios fiiggvényt szamitani.

A 3.7/a 4bra egy szinusz, a 3.7/b dbra egy sztochasztikus fliggvény autokorrelacio fiiggvé-
nyét mutatja.

Rx
J UO T
0
a)

b)

3.7. dbra

Kevert fliggvénynél a kiilonbség kisebb, de minden esetben biztosan kimutathato.

Az autokorrelacio fiiggvény nem teszi lehetévé, hogy az x(?) jelre tudjunk kovetkeztetni.
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A 3.8. dbra példaként egy szinuszhullam ¢és egy zajjal terhelt  szinuszhullam
autokorrelacios fliggvényét mutatja. Az autokorrelacio fliggvény gyakorlati haszna abban
van, hogy a periodikus hanyadokat a sztochasztikusoktdl fel tudjuk ismerni.

d@) x®) |

SR A VT A |
ol v (A
) o o)
N 5 N

R(T) R (1)

a) b)
3.8. abra

Az autokovariancia fiiggvény a véletlen folyamat sajat kozépértékétdl vett eltérésének
autokorrelacio fliggvénye.

3.5.3 Keresztkorreldcio fiiggvény

A miiszaki alkalmazasokban nemcsak x(z) €s x(¢+¢) korrelacidja, hanem két eltéro x(z) és y(?)
jel kozott fennallo statisztikai rokonsag is érdekes szamunkra. Ezek két méréhely jelei vagy
egy rendszer be és kimenetén mért jelek lehetnek. Két stacionarius folyamat jeleinek a kol-
csOnos rokonsaganak, kapcsolatanak a megfeleld mértéke a keresztkorrelacio fliggvény:

#,(7) = E{x(n) - 5(tx)} = E{aln) - 3(1 + 7)} =

= j j V2D (1)) (u1 Vs ‘r)afuldv2

—00—00

A keresztkorrelacio fliggvény az alabbi tulajdonsdgokkal rendelkezik:

¢xy(r) =9, (—r) : se nem paros, se nem paratlan fliggvény ¢ (0) = E{x(t)y(t)}: /. (O)a leg-

kisebb vegyes momentum. A legnagyobb statisztikai rokonsag 7 # 0esetén létezik. (3.9.

max

abra)
¢xy(’5 )
E{x()y(t)}
/ _________ Ex(®)} Ey®)}
0 -
T T
\/\ellentétes iranyu

fioodsd
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A keresztkorrelacié fliggvény elvi lefutasa
3.9. dbra

lim¢, (r) = E{X}E{y} : 7 — coesetén a jelek korrelalatlanok.

T—>0

A 3.9. 4bra a keresztkorrelacio fliggvény elvi lefutdsat mutatja. Itt is, mint az autokorrelaciod
fliggvénynél, nem lehet az x(?) és y(z) jelek idébeli lefutdsara kovetkeztetni. Mégis a kereszt-
korrelacio fiiggvény ellentétben az autokorrelacid fliggvénnyel periodikus jelhdnyadokra
még fazisra vonatkozo informécidt is tartalmaz.

crer

(3.10. &bra).

x(t)
t
RS\
t! Vot
|
y(® |
i
iy(t+‘c)
|
\//\/t\i/\‘-/\u :t+ \JI
T t
T
3.10. abra

Példaul egy gépjarmli bal és jobb keréknyoma, vagy az egyik keréknyom ¢és a szerkezet
egy pontjaban keletkezd fesziiltség kozotti korrelaciot vizsgdlhatjuk. A keresztkorrelacio
fliggvény definicidja ergodikus folyamatokra:

T

R, (7) = lim— j x(t) - (1t + 2)dt = x(t) -yt + 7)

T—o T

illetve digitalis feldolgozasnal

A keresztkorrelacid fliggvény nem szimmetrikus, a maximum helye sincsen rogzitve (3.11.
abra)
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R (1)
S~ ~ N\ .
= N~~~ \ww s T

3.11. abra

HaR =0, akkor a két fliggvény kozott nincsen korrelacio.

Keresztkorrelacidval meghatarozhat6 a lengések athaladésanak, terjedésének iddsziikséglete.
Kimutathat6 egyes jelek terjedésének utja, elvégezhetd zajjal kevert jelek kimutatasa és ki-
szlirése.

3.6. Spektral siiriiségfiiggvény

A sztochasztikus jelek és folyamatok eddigi definicidi az idOtartomanyra vonatkoztak.
Determinisztikus jeleknél és folyamatoknal a frekvencia tartomanyba vald transzformécio
egyrészt egyszerlibb kifejezéseket eredményezett, masrészt kiegészitd informaciokat jelentett.
Célszerii ezért a megfeleld értékeket a frekvencia tartomanyban definidlni.

3.6.1 A Wiener-Khintchine-transzformdacio

A korrelacio fliggvények a folyamat energidjara és teljesitményére vonatkozo kijelentést
tesznek lehetévé. Azért, hogy a frekvenciatérre vonatkoztatott teljesitményre kapjunk Ossze-
fliggést, képezziik a korrelacio fliggvények Fourier-transzformaltjait (ezen Osszefliggések a
Wiener-Khintchine-transzformaciok):

S.. (a)) = T P (r)e’j dr

A (a)) = T¢xy(1)ej dr

A korrelacio fliggvények transzformaltjai 1éteznek, amennyiben 1éteznek a korrelacié fiigg-
vények. Ez azt jelenti, hogy staciondrius folyamattal van dolgunk, ha teljesiil

o0

J

—00

0 (1),

(I)Xy (r)‘dr <0

S (a)) a staciondrius folyamat auto- vagy hatdsos spektral-silirlisége ¢és Sxy(a)) az {x()},

XX

{y(t)} stacionarius folyamat keresztspektral-stirisége.
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A determinisztikus jelek Fourier-transzformaciojanal hasznalt jo argumentum jel6léssel el-
lentétben a spektralstiriségnél az argumentum jeldlési médja w -ra valtozik.

Az inverz transzforméacio a Fourier-integrallal a korrelacios fiiggvényeket szolgaltatja.

¢xx(7) - i J.Sxx (w)ej“’fda) = ISXX ( f)eJ'27.zfr df
e e e

Egy elasztomechanikus rendszer 7 mennyiségére vonatkoztatott energiai, ill. teljesitményei
adott feltételek mellett az elmozdulasokra ¢és azok idObeni derivaltjaira négyzetes alakban

szerepelnek, tehat aranyosak az uz(t) ¢s az u(t) mennyiségekkel. Ennek kovetkeztében pl.

egy ergodikus folyamatra u’ a folyamat atlagos teljesitményére vonatkozd mérték. A
spektral stiriségfiiggvény alatti teriilet a sztochasztikus jel atlagos négyzetes értékével
egyenld. Egy {u(t)} stacionarius folyamatra:

A keresztszorzatra E {u(t)W(t)} =90, (0) kovetkezik, mint az atlagteljesitményre vonatkozé

mérték.

A korrelacids fliggvények szerint igaz, hogy

$..(0)= [ S,.(F)df illetve ¢,,(0)= [S,,(f)df

Az SW( f ) , illetve az §,

uw

( f ) kifejezésekre vonatkoz6 integralok az atlagteljesitményre vo-
natkoz6 mértékek. Igy az SW( f ) és Suw( f ) mennyiségeket spektralstiriségeknek, teljesit-
ménystiriségeknek (teljesitményspektrum), azaz a frekvencidnkénti teljesitményeknek ne-

vezzik. A spektralstirliségeknek azonban altalaban nem kell frekvencidra vonatkozo telje-
sitménydimenzioval rendelkezni.

3.6.2 A hatasos spektralstiriiség

Mivel az autokorrelacio fiiggvény paros fliggvény, a hatdsos spektralsiiriiséget az
autokorrelacio fiiggvény egyoldali cosinus transzformacidjabol kapjuk (valds alaki Wiener-
Khintchine-transzformacid):

Sxx(a)) = 2J‘ ¢xx(r) coswdt
0

A hatésos spektralstirtiségbdl sem tudunk az eredeti jel id6beli lefutdsara kovetkeztetni.

Ha az autokorrelacid fliggvényre a kétoldali Fourier-transzformacié helyett az egyoldalit al-

kalmazzuk, akkor az egyoldali hatasos spektralstiriiséget kapjuk:

G.(®w)=2S,(w), ha 0<w<oo, egyébként 0.
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S x(a)) és G, (a)) alakulaséara a 3.12. abra utal.

X

l.\ s
AR 7N
(i) 7N A k2 7\
Sxx( ) NS pARg
,
,
-

3.12. ébra
A becslési egyenlet:

Ergodikus folyamatokra:
S (@)= R (t)ede

A stacionarius sztochasztikus folyamat viszgalatanak teljességéhez frekvencia vizsgalat is
tartozik, s6t fontossdgban talan elsd helyre soroland6. Periodikus determinisztikus jelek
frekvencia vizsgalatat Fourier-transzformacioval végezziik, igy egyes diszkrét amplitudo
nagysagokat kapunk az f frekvencia vagy az @ korfrekvencia fiiggvényében. A determinisz-
tikus atmenetek Fourier-spektruma folytonos amplitudé spektrum. Sztochasztikus folya-
matokrol amplitudd spektrum nem készithetd, a frekvencia vizsgalatot mas modon kell elvé-
gezni.

Vizsgaljuk meg a sztochasztikus jelet egy a fés a f + Af kozotti frekvenciasavban egyenle-
tesen ateresztd, azonkiviil éles hatarral vagd savsziirdvel (3.13. abra).

x(t)

DO ar] 0

x® | J' P

()

3.13. abra

A vizsgalatnal — pl. megfeleléen bekotott wattmérdvel — mérjiik az xz(t, f.Af ) érteket. Ké-
pezziik ebbdl a

x? =lim
T—

x*(t, f, Af )dt

O ey

1
T

négyzetes kozépérteket, ami a vizsgalt frekvenciasdvra esd teljesitmény mérdszamanak
tekinthetd.

Végezziikk el ezt a mérést a teljes frekvenciatartomdnyban és csokkentsilk minden hataron
tal a savszélességet, akkor a vizsgalt sztochasztikus jel

T—oo

N U P
—=11m—{hm—jx (t,f,Af)dt}
TO

(egyoldalas) spektral stirtiségfliggvényét kapjuk. Ez a spektrum folytonos, altalaban egy vagy
tobb maximum utan a nagy frekvencidknal csokkend jelleggel. A végteleniil keskeny
(Af — 0) szlirdn végtelen ideig atengedett jel energiajat is jelenti.
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Térbeli (pl: utprofil) vizsgalatoknal a f frekvencia helyett a hosszlisag dimenzidjii n lengés-
szamot hasznaljuk. Dimenzidja m™', az egységnyi ithosszra esé hullimok szamét adja.

Meghatarozhatdé  a spektral siriiségfliggvény az autokorrelacid fliggvény  Fourier-

crcr

ertekének integralja veges, a spektrum meghatarozasat az alabbi keplettel végezhetjik:
Sxx(f) =2 J- Rxx(z-)e—jbrffdz. — 4J‘ Rxx(,z_)e—jbzfrdz_
% )

A spektrum f, és f, kozotti frekvenciasavjaba eso teljesitmény

/o
By = [S.(f)df

A
A spektral striiségfiiggvény meghatarozasanak harmadik, digitalis formajat is targyaljuk.
Az egyes szerzOk altal direkt modszernek is nevezett eljards a o szorasképlethez és az

R (kh) autokorrelacio képlethez hasonldéan m darab egyenletes 7 kozdokben végzett minta-

vételezésbdl indul ki. Ha a mintdkat gyakorlati okokbol i = 0-t6l m-1-ig sorszdmozzuk,

akkor a spektral stirliségfiiggvény értéke a f = ih frekvencidnal:
m

k 1 m=1 o 2
G [_j N xge—jZEtk/m
xx mh |:m ; i

k =1 ateljes T = mh mintavételezési idotartamnak megfeleld alapfrekvenciat adja.
k= 2, 3 ... behelyettesitéssel a spektrum az alapfrekvencia 2-szeres, 3-szoros frekvenciaja-
nak megfeleld diszkrét pontjai adodnak.

A Nyquist hatarfrekvencia figyelembevételével, annak pl. feléig menve, az értékelést

k = m/h-ig folytathatjuk.

A legmodernebb digitalis regisztratum értékeld és vezérld berendezések jelentds része ezt
a modszert hasznalja. A szamitasi id6 csokkentésére a Fourier egyiitthatokat az in. gyors-
Fourier transzformaciéval (FFT) szamitjak.

A spektral striiségfiiggvényt frekvencia vizsgalatra és atviteli problémaknal hasznaljak.

3.6.3 Kereszt spektralsiiriiség

A kereszt spektralsiirliség definiciojabol

S,(0)= T(ﬁxy(r)e"j“”dr
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a keresztkorrelacio fliggvény tulajdonsagainak figyelembevételével kapjuk az

Sxy ((D) - Syx (_ (D) = ,[(I)yx (T)ejmd'f = j(l)xy (T)e_jmd‘l?
tulajdonsagot.

A becslési egyenlet ergodikus folyamatokra:

3.6.4 Koherencia fiiggvény

A gyakorlatban a keresztspektral stiriségfiiggvényen - mint komplex értékli fliggvény -
kiviil gyakran alkalmazzak a valos értékii koherencia fliggvényt

2 G, (o)
Vol)= WGJ(w)

G XX ((’0)’ G yy (CO) > 0’

hogy két folyamatnak a frekvenciatérre vonatkozod statisztikai fiiggdségére kapjunk normalt
meértéket.

Mivel

ezért
0<y’(w)<1

Ha ;/iy(a)) = 0, akkor inkoherens x(?) és y(z) jelekrdl, ill. inkoherens {x(?)}, {y(t)} folyamatok-

ol beszEliink.
Ha {x(?)} és {y(t)} korrelalatlan ¢s legalabb a két folyamat egyike kozépérték mentes, akkor

a teljes intervallumban yiy(a)) =0.

A }/iy (a)) =1 az x(1) és y(t) kozotti teljes koherenciat jelenti.
A koherencia fliggvény lefutasa (3.14. abra):

2
Ty (@) \
1

3.14. abra
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3.7 Egyszabadsagfoki rendszerrel torténo atvitel

Sztochasztikus folyamatok linedris iddinvaridns egyszabadsagfoku rendszerekkel torténd atvi-
telének meghatarozasa a determinisztikus egyszabadsagfoku rendszereknél bemutatottakbol
indul ki.

3.7.1 Abrdzolds az idétérben (idétartomdnyban)

Ergodikus folyamatra a keresztkorrelacio fliggvény:

Ru(e)= [ sle)R, (e~ )i

Stacionarius folyamatra a keresztkorrelacio fiiggvény:

ul0)= [ (0N, (=)= ()4, (o)

olyan staciondrius sztochasztikus folyamatra vonatkoz6 konvolucids tétel (Wiener-Hopf'sche
integralegyenlet), amely egy linearis iddinvaridns rendszeren keresztiil hatarozza meg a kap-
csolatot.

A Dbe- és kimenet viszony a sztochasztikus folyamatra (3.15. abra):

¢pp(z-) ¢P”(T)

_ g

b (7)
) 3.15. ébra
3.7.2 Abrazolas a frekvenciatérben

Linedris stacionarius sztochasztikus folyamatokra a
$.(7) = &(7)*4,,(7)

konvolucids tétel a Wiener-Khintchine transzformacioval

Sy (1)=Fi0,. (1)) =Fig(t)* 0, (1))

crer

zata F { g(t)} =F ( j a)) mellett kdzvetleniil az

Su(@) = Fjo)S, (@)

rendszeregyenletre vezet (keresztspektral stiriségfiiggvény).
A hatasos spektralstirliségek kozotti 6sszefliggés:
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S, (@)= F(j@)S,,(«)

Sul®) =|F(jo) S, ()

A statisztikus dinamika alaptétele, amely megadja a spektralstirliségekre vonatkozo be- €s
kimenet kozotti Osszefliggést a frekvenciatérben (3.16. abra) stacionarius sztochasztikus je-

leknél.
Sy(®) S (@)

———

v

Fjw) S, (@)

3.16. 4abra

Az F ( Jj a)) frekvenciajelleggorbét kifejezhetjiik a spektralstiriségekkel, tehat:

)

ImFJc)) ImS,,, ()
RGF(_]O)) ReS, (())

ReF(jo)  ReS,

|F(-]0)] B '\[ Spp E(’Ojg uu E(’O) '

F(jm)

tang()=

cos o) =

3.7.3 Rendszerdsszefoglalas

A determinisztikus ¢és a sztochasztikus Osszefliggések kozott teljes analogia all fenn a 3.17-
3.19. és a 2.23-2.25. abrak Osszehasonlitasanak megfelelden.

$,(7) $(7) 4.(7)
. > 1dotér
S, (a)) Flo) S, (a)) S (a)) frekvenciatér

3.17. abra
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( ) T ( )<|) ( )d Fouriertrans-
b, (t)= | 2(tO)p,,(t—t')dt =| formation '
_OO > Spu (0)) = F(]w)Spp (a))
=g(r) *¢pp(z—) <
Fourierintegral
1d6tér frekvenciatér
3.18. abra

A determinisztikus bemendjeleken alapuld indentifikacios eljarasokat (pl: egy egy-
szabadsagfoku rendszer sulyfiiggvényének, frekvenciajelleggdrbéjének, a csillapitasnak a
meghatarozasa) formdlisan a sztochasztikus stacionarius jelekkel rendelkezd rendszerekre is
atvihetjiik, ha hasznaljuk azok korrelaci6 fliggvényeit, illetve spektral stirliségfliiggvényeit.

A 2.25. é4bran a bemend spektrumokat komplex mennyiségként adtuk meg, mig a 3.19.
abran a hatasos spektral stirliségfiiggvény valdos mennyiségként szerepel a frekvenciatérre
vonatkoz6 bemendjelnél. Ez a kiilonbség az egyszabadsagfoku rendszernél csupén latszola-
gos, mert ez tetszéleges valds koordindtarendszeren nyugszik: determinisztikus jelekre a
rendszeregyenletek szorzasa F~ {p(t)}-vel a frekvenciatérben valos jobboldalt szolgaltat.

Frekvenciatér
- nagysag
hatasos Szorzas valos rész
teljesitmény > kereszt-
siisée | 5, (0)= Fljo)s, (o) [
stirliség
fazis
\ imaginarius
1ész
Fourier Fourier Fourier Fourier
transzformacié  integral transzformacid integral

|
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Idotér
L Konvolucio
Autokorrelacio . Keresztkorrelacio
fiiggvény fiiggvén
b(7)=2(z)*4,,() LAkt
3.19. abra

Adott rendszer esetén szamitassal az atviteli fiiggvény (ill. az atviteli karakterisztika) haté-
rozhat6 meg legkonnyebben. Az idéfiiggvényeket a Laplace-transzformaltak alapjan célszerii
szamolni. A mérés szempontjadbodl a frekvencia jelleggdrbe a legkényelmesebb. Az atviteli
fliggvény kozvetleniil egyaltalan nem mérhetd.

A rendszerjellemzo fliggvények kozil felhasznalds szempontjabol az atviteli fiiggvény a
legcélszeriibb. Ebbdl hatarozhaté meg legkdnnyebben a tobbi rendszerjellemzd fliggvény,
sOt a tetszbleges gerjesztéshez tartozo felelet is.

Példa l.:
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x(®) Idofuggvény X0 ,_>y(t) y Iddfiiggvény

A —WE el al,

0 \\/ W\/ t = o owv wav e

Autokorrelacié Salyfuggvény Autokorrelacio

Ry(®) h(x) Ry(%)

\ AAAAA

OVVVV“’ T OVVVV" T

ol Vv T
Autospektrum Frekvencia-jelleggdrbe Autospektrum
Gx(f) [H(D)| Gy(f)
0 f 0 f 0 f
Gerjesztés Rendszer Vilasz

3.20. 4bra
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Példa 2.:

Gy (1)
Bemenet G_(f)

Rendszer ‘ H(f) ‘2

Kimenet G, (f)

(a)

3.21. abra

3.8  Tobbszabadsagfoku rendszerek
3.8.1 Abrazolds az idétérben

Az n szamu be és kimenettel rendelkez0 rendszer keresztkorrelacidos matrixa stacionarius
sztochasztikus gerjesztésre az alabbi forméaban adodik:

b,(7)= E{p(t)u” (14 7)) = j E{p(0)p" (47— 1)}G" (1)dr

Az Osszefiiggés a  két {u(t)}, {p(t)} sztochasztikus stacionérius vektor folyamat keresztkor-
relacigja, amelyek egy linearis iddinvarians tobbszabadsagfoku rendszeren keresztiil allnak
kapcsolatban.

3.8.2 Abrdzolds a frekvenciatérben

16en, mint a korrelacio fliggvények Fourier-transzformaltja a&tmegy az
S,u(@) =5, (@)F"(jo)
szorzatba, ahol a frekvencia-jelleggdrbematrix definicidja megfelel a determinisztikus rend-

szernél tapasztaltakkal.
3.9. Determinisztikus és sztochasztikus jelek keveréke
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Azt vizsgaljuk meg, hogy a sztochasztikus jeleket leir6 fiiggvények segitségével hogyan
lehet egy periodikus €s egy sztochasztikus jel keverékében megkiilonbdztetni a két dsszete-
vot.
Miutan nem altaldban kivanjuk vizsgalni a problémat, inkabb a lehetdséget kivanjuk szem-
1éltetni, a részletes matematikai vizsgalat helyett egy példat mutatunk be. A példa négy
kiilonféle jel valosziniiség stirliségfiiggvényét, autokorrelaciod fliggvényét és spektral stirliség-
fliggvényét mutatja be.
A négy jel:
— Szinuszos jel. A példaban véletlen fazisu szinuszos jelet vizsgalunk: ezéltal
ergodikus sztochasztikus jelként kezelhetd.
— Szélessavu, savkorlatozott fehér zaj, normalis eloszlasu.
— Savkorlatozott, keskenysavu, f kozepli Df szélességli fehér zaj, normalis eloszla-
su (a masodik jel szlirt valtozata.)
— Szélessavu, savkorlatozott fehér zaj és szinuszos jel keveréke.

A négy jel haromféle leirasa a 3.1. tablazatban szemlélhetd. Az egyes leirasokhoz a kovetke-
z0 magyardzat flizhetd: A valoszinliség-siirliségfiiggvénybdl a szinuszjel felismerhets. A
széles és keskenysavu zaj kozott nem tehetd kiillonbség. A savkorlatozott fehér zajban fel-
ismerhetd a szinusz jel, ha a zaj teljesitménye kisebb, mint a jelé. Az idéfiiggvénybdl is meg-
tehetd azonban ugyanez.

Mindezek miatt a jelek felismerésére a valosziniliség slirliségfiiggvény nem nagyon alkalmas.

A szinuszos jel autokorrelacio fliggvénye koszinusz fiiggvény: a fazisinformacié nyilvanva-
loan elvész. A szélessava zaj korrelacidos fiiggvénye egy viszonylag keskeny sin c fiigg-
vény. Ha a zaj ¢és a jel fiiggetlenek, akkor a két jel keverékének korrelogramja két
korrelogram 6sszeg. Ha tehat elég hosszu t ,,idot” varunk, a periodikus jelet igen nagy zaj
esetén is felismerhetjiik.

A savkorlatozott fehér zaj korrelogramja egy majdnem periodikus jel és egy hiperboliku-
san csillapodo jel szorzata. A majdnem periodikus jel ,.gyors” vdltozasa f frekvencigju,
»lassu” burkoloja pedig Af frekvencidji. Az dbrat szemlélve megallapithatjuk, hogy ezt a

korrelogramot konnyt az eldzdvel dsszetéveszteni.

A szinuszos jel spektral siirtiségfiiggvénye két Dirac-delta az f,és —f, helyen. A szélessa-

v fehér zaj 2B szélességli spektruménak magassaga allandé. Teriilete .

A két jel Osszegének spektruma a két spektrum 6sszege. A Di-rac-delta igen feltiindg, ezért a
spektrumon a két jel jol elkiilonithetd. A keskenysava zaj spektruma csak viszonylagosan
kiilonbozik a szélessavu zajétol. A spektrumok alapjan ugy tiinik, hogy a 3. és 4. jelfajta
nehezen keverhetd 0ssze. A gyakorlati megvalositasoknal latni, hogy ez azért eléfordulhat.



3.1.

M
WOW N

/

tablazat
Név x(t) p(x) R, () G, (1)
x(t) p(x) R(7) (D)
N /N AN
Szinusz \ vﬂi
T -x x  x r r
x(t) plx) R (%) Cu(®)
Szélessavi
zaj — ‘ \
—_ 1%
) o) 7o) o0
Keskenysavi
zaj i i A Al s ' \
N r’ i
x(t) . R(c) %(0)
Spélessavi o
zaj + /‘l/\
Sszinusz 7%’% f
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4. A DINAMIKAI RENDSZEREK MODELLEZESE

Minden gép ¢és szerkezet tomegeket és rugalmas elemeket tartalmaz. A mozgd tomegeknek
mozgasi energiajuk van, mig a rugalmas elemekben potencialis energia halmozhato6 fel. Ha a
rendszer mozgasi energidja helyzeti energiava alakulhat, majd ez ismét mozgési energiava
alakul, akkor a rendszer lengd mozgast végez. Az energiaatalakulasok iitemét a rendszer on-
lengésszama, illetve gerjesztett lengés esetén a gerjesztéhatas frekvencidja szabja meg. A len-
gbémozgas erdsségét a csillapitd hatdsok csokkentik, mig a gerjesztoéhatasok altal végzett mun-
ka podtolja a csillapitasok altal elvont energiat, s6t novelheti a rendszer energiatartalmat, tehat
a gerjesztett lengések erdssége ndvekedhet.

Adott gép vagy szerkezet dinamikai vizsgalata esetén elsé teendd a helyettesité modell felraj-
zolasa. Ez rendszerint koncentralt tdmegekbdl és hozzajuk csatlakoz6 rugokbol all. A rugok-
kal parhuzamosan csillapitas is kapcsolhatd. A rendszer modelljére a gerjesztOhatasokat is
rarajzoljuk.

Minél egyszeriibb egy modell, annal kdnnyebb a dinamikai szdmitas, ezért a modell megalko-
tasakor idealizalo feltételezéseket, elhanyagolasokat engediink meg (csak a 1ényeges tomege-
ket vessziik figyelembe, a rugdk tomegét elhanyagoljuk, a csillapitast linedrisnak tekintjiik,
stb.). Az egyszerlsitd feltételezések és az elhanyagolasok kovetkeztében a szamitasok ered-
ménye eltér a valosagostol. A gép vagy szerkezet helyettesitd modelljének j6 megvalasztasara
nem szabad sajnalni az id6t. Igyekezniink kell a val6sag minél jobb megkdzelitésére, ugyan-
akkor allanddan az egyszerliségre kell torekedniink. E két ellentétes szempont ardnyéanak he-
lyes megvalasztasaval olyan modell nyerhetd, amelynek dinamikai szdmitdsa a gyakorlat
szdmara viszonylag gyorsan, kielégitd pontossagli eredményeket szolgéltat. A dinamikai mo-
dell megvalasztasa attol is fligg, hogy milyen moédon végezziik szdmitasainkat. A hagyoma-
nyos modszerekkel csak egyszeri rendszerek kovethetok, mig szamitogépekkel a valosagot
jobban megkdozelité bonyolultabb modellek is vizsgalhatok.

Valamely alkatrész elhanyagolhatosagdnak mérlegelésekor célszerti a benne felhalmozhato
mozgasi vagy helyzeti energia kiszamitdsa. Ha ez az energia egy nagysagrenddel kisebb, mint
a tobbi alkatrészek energidja, akkor vagy a tomeg elhanyagolasaval, vagy a rugalmas elem
merevnek tekintésével a sajatfrekvenciak meghatarozasakor csak néhany szazalék hibat kove-
tiink el.

A modell felépitését megeldzden célszerli meghatarozni a vizsgalandd frekvenciatartomany
hatarait. Ezek ismeretében rendszerint egyszeriibb modell készithetd (a tartomanyon kiviil es
sajatfrekvencidkkal altalaban nem kell torédni). A 4.1. dbran néhany lengdérendszer vazlata
lathatd. Az a) és b) dbra egytdmegii modellt szemléltet, mig a c) és d) dbran vazolt rendszer
tobb tomegii. Az e) abran lathato rud hajlito lengéseket végezhet. Itt a rendszer rugalmas része
nem valaszthat6 kiilon a tomegtdl. Mindketté megoszlésa folyamatos, tehat azt is mondhat-
nank, hogy a rad végtelen szadmu tdmegbdl all.
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4.1. dbra. A dinamikai rendszereket szabadsagfokuk szerint célszerti osztalyozni

4.1. A dinamikai rendszerek osztalyozasa

A rendszerek csoportositasa lehetséges a tomegek szama szerint. Sokkal helyesebb azonban a
dinamikai rendszert egy masik fontos jellemz6, a szabadsagfok szerint osztdlyozni. A sza-
badsagfok megmutatja, hogy a tomeg (tomegek) mozgasat hany egymastol fiiggetlen koordi-
nataval adhatjuk meg. Példaul a 4.1/a dbran vazolt rendszer szabadsagfoka 6 (a tomeg S suly-
pontja x, y és z irdnyban mozoghat és a test e tengelyek koriil el is fordulhat). Ha ugyanez a
test csak sikmozgast végezhet (b) abra), a szabadsagfok 3. A c) dbran bemutatott n tomegi
soros lengdrendszer szabadsagfoka n. A d) dbran megadott n tdmegili torzids lengérendszer
szigortian véve szintén n szabadsagfok. Ha e rendszer szabad, vagyis a forgastengelyre a
perdiilet al-landd, akkor lengéstani szempontbdl n —1 a szabadsagfok. Az e) dbran vazolt, haj-
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litd lengéseket végzo rud tomegeloszlasa folyamatos. Az ilyen rendszer szabadsagfoka végte-
len. Mas példa a végtelen szabadsagfoku kontinuumlengésekre: lemezek, tarcsak, héjak stb.
lengése.

A lengéstani szamitas altalaban annal bonyolultabb, minél nagyobb a rendszer szabadsagfoka.
Kivétel az olyan kontinuumlengés, amikor a feladat differencialegyenlete zart alakban meg-
oldhato.

A rendszereket nemcsak a szabadsagfok szerint osztadlyozhatjuk. Megkiilonbdztetiink linearis
¢s nemlinedris lengérendszereket aszerint, hogy a mozgast leird differencidlegyenlet milyen.
Nemlinedaris esetben a megoldds bonyolultabb, ezért sokszor a gyakorlatban a nemlinearis
rendszer modelljét atalakitjuk linearissa.

A valdsagos lengérendszerek mindig csillapitottak. Ha a csillapitas kicsi (példaul a rendszer
rugalmas eleme acélrugo), vagy tavol vagyunk a rezonanciatdl, akkor a csillapitasmentes mo-
dell is jol megkozeliti a valdsagos viszonyokat €s a szamitas egyszeriibb. Ha a rendszerre kiil-
sO periodikus erd hat, gerjesztett lengésrdl beszéliink, ennek hidnyaban a rendszer szabad
mozgast veégez.

4.2. A modell elemei

A dinamikai rendszerek modelljei energiatarold (tdmeg, rugo) €s energiaemésztd (csillapitod)
elemeket tartalmaznak. Ezeket a modell vazlatdn szimbolikusan adjuk meg, majd rendszerint
kiilon listan k6zoljiik a jellemzOk mérdszamat és mértékegységét. Tervezéskor az egyes ele-
mek paramétereit, a felvett geometriai méretek €s tablazatokbol vett anyagjellemzdk alapjan
szamitjuk. Kész szerkezetek vizsgalata esetén pontosabb eredményt kaphatunk, ha az elemek
jellemz6it méréssel, kisérleti vizsgalattal hatarozzuk meg. A kovetkezOkben az egyes elemek
jellemzdinek meghatarozasaval foglalkozunk.

A tomeg

Ha egy test valamennyi pontja egybevago palyan mozog, a test haladé mozgast végez. E moz-
gas egyetlen pont (tdomegkozéppont) mozgasaval jellemezhetd. A test egész tomegét gondo-
latban ide koncentraljuk (tomegpont).

A tehetetlenségi nyomaték
A forgd mozgast végzd testek legfontosabb kinetikai jellemzdje a tehetetlenségi nyomaték.
Szamitasainkban legtobbszor valamely tengelyre szamitott tehetetlenségi nyomaték szerepel.

4.2. dbra. Az m tomegli test tehetetlenségi nyomatékat a koordinatatengelyekre szamitjuk.
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A 4.2. dbran vazolt m tomegili test tehetetlenségi nyomatéka a z koordinatatengelyre definicid-
szerlien:

Itt » a dm tomegelem tavolsaga a z tengelytdl. Az integralast a test egész m tomegére ki kell
terjeszteni. ®, €s O is hasonlé moédon szamithato.

Gépek (foleg villamos gépek) forgérészeinek tehetetlenségi nyomatéka helyett gyakran az un.
lenditd nyomatékot adjak meg, melynek jele (GDZ) .Ebben a kifejezésben G nem a test stlyat

¢s D nem az atmérgjét jelenti. A zardjelbe foglalt kifejezésnek csak egyiittesen van értelme. A
forgorész tehetetlenségi nyomatékat a kovetkezd dsszefiiggéssel kapjuk:

GDZ)
4g

ol

A rendszer rugalmas elemei

Dinamikai rendszerekben a helyzeti energia taroldja tébbnyire valamely rugalmas elem. Alta-
laban feltételezhetjiik, hogy a rugdk anyaga homogén és a Hooke-torvény szerint végzi alak-
valtozasat.

Ha egy rugalmas elem f'alakvaltozéasa az elemre hato F ervel aranyos, azaz

f=cF,
akkor a ¢ aradnyossagi tényezot rugdallandonak nevezziik. Ennek szokdsos mértékegysége

m/N. A kiilfoldi szakirodalom altalaban a c reciprok értékét nevezi rugéallandonak. A félreér-
tések elkeriilése érdekében az

mennyiséget rugdmerevségnek nevezziik. Mértékegysége: N/m. Rendszerint szamitastechni-
kai okok dontik el azt, hogy egy adott feladat megoldasakor rugdallandot vagy rugémerevsé-
get hasznalunk.

A torzids lengérendszerek csavardsra igénybevett, rugalmas elemeit a rajuk hatdé M nyomaték
¢ szoggel elcsavarja:

p=cyM
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Itt c,a torzids rugdallandd (hasznéalatos mértékegysége: rad/Nm). A torzids rugdallandod
reciproka a torzios rugdmerevség:

A csillapito hatasok

A dinamikai rendszerek tomegei altaldban valamilyen kdzegben (tdbbnyire levegdben) végzik
mozgasukat. A kozegellenallas fékezi a mozgast. A rendszer rugalmas elemeinek anyaga sem
tekinthetd mindig idealisnak. Alakvaltozas kdzben az anyag belsé sturlodéasa (hiszterézis) mi-
att szintén energiaveszteség 1€p fel. A mozgo szerkezetben levd strlddasok is munkat fo-
gyasztanak. Pontosabban fogalmazva: az emlitett hatdsok a mechanikai energiat hdenergidva
alakitjak at, ami a mozgas szempontjabdl veszteségnek tekintendd. E jelenségeket kozds né-
ven csillapitd hatdsoknak nevezziik. Nyugodtan allithatd, hogy a csillapitd hatasok helyes
kovetése a dinamika legnehezebb problémaja. Ez okozza szamitasainkban a legtobb bizony-
talansagot.

A mozgast fékez csillapitod erd (vagy nyomaték) sok tényez6tdl fligg. Ezek kozott f6 szerepe
van a mozgas sebességének.

Szamitastechnikai okokbdl a sebesség elsd hatvanyaval ardnyos csillapitas az idealis. A gya-
korlati feladatok talnyomo tobbségében linearis differencidlegyenlet (vagy egyenletrendszer)
irja le a mozgast. Egyes szerkezetekbe (pl. lengésmérd miiszerek, belséégésii motorral hajtott
gépek) szandékosan beépitiink csillapitokat. Ilyenkor arra toreksziink, hogy a csillapitd erd
minél jobban megkdzelitse az

FCS = _kv
torvényszeriiséget. Itt v a mozgas sebessége, k pedig a csillapitas tényezdje, amelynek mér-
tekegysége: Ns/m. Torzids lengéseket végzd rendszerek esetében csillapitdo nyomatékrol be-
sz¢€liink, amely idedlis esetben a mozgas @ szogsebességével aranyos:

A k, mértékegysége: Nm.
A gerjeszto hatasok

A miiszaki gyakorlatban minden mozgas kiilsd vagy belsd erdhatis kovetkezménye. Ezek
tobbnyire az id6ben valtoz6 folyamatok, amelyek a mozgést leir6 differencialegyenletekben
»zavarotag”-ként jelentkeznek. Ha a dinamikai rendszer valamelyik tomegére erd (vagy nyo-
maték) hat, erdgerjesztésrol beszEliink, ha viszont valamelyik rugalmas elem egyik végét az
1d6tdl fiiggden mozgatjuk, Utgerjesztésrdl van szd. Az ilyen hatas az id6 tetszdleges fliggvé-
nye lehet. Kovetkezménye a tranziens lengés. Az adott idokozokben ismétlddd periodikus
gerjesztés hatdsara, a tranziens folyamat lecsillapodéasa utan altalaban periodikus lesz a moz-
gas. A miszaki gyakorlat ezt az 4llanddsult mozgast nevezi gerjesztett lengésnek.

A gerjesztés csak akkor hatdsos, ha munkat képes végezni. A vektoraval megadott F erd mun-
kaja a

W=F-r=Frcosg
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skalaris szorzattal fejezhetd ki. Itt » az er6 tamadaspontjanak elmozdulasvektora, ¢ pedig a
két vektor egymassal bezart szoge. Ha az Fr cos ¢ szorzat barmelyik tényezdje zérus, az erd
nem végez munkat. Nincs hatdsos gerjesztés példaul akkor, ha az er6 a rendszer nyugalomban
levé (r = 0.) csomdpontjat terheli, vagy az elmozdulas irdnyara merdleges (¢ = 90° ). Linea-
ris rendszerek esetében érvényes a szuperpozicid elve. Ilyenkor a periodikus gerjesztd hatast
Fourier-sorba fejtjiik, és az ennek harmonikus 0sszeteviivel szamitott részeredményeket meg-
felelden Osszegezve kapjuk a rendszer gerjesztett lengését.

Ha a periodusiddt 7-vel jeloljiik, akkor a tetszélegesen valtozo, de periodikus F(z) fiiggvényre
az

F() =Ft+T) =F(t+2T)=..

feltételnek teljesiilnie kell. Ennek Fourier-sora éltaldnos alakban, az alapharmonikus korfrek-
vencigjat w -vel jeldlve:
F(t) =F,+ Z(Ak coskw t+ B, sinkw t)

k=1

Itt F;a gerjesztd hatds allando Osszetevdje: o = T ¢s k a harmonikus rendszama. (Szokasos

a felharmonikus elnevezés is. Az els6 felharmonikusra k = 2, a masodikra k = 3, stb.) F, -val

jelolve a k-adik Fourier-komponens amplitadgjat és ¢, -val ennek fazisszogét:

F(r)=F,+ iFk sin(ka 1+ ¢,)
k=1
E megadésban:

A
F,=,/4} + B} és tgp, =—*

B,

Az analitikus formaban felirt periodikus F(?) fliggvény allandd 6sszetevdje az

Osszefliggéssel szamithatd, mig a k-adik harmonikus egytitthat6i a kdvetkezd integralok segit-
ségével hatarozhatok meg:

2 T
A4, = ?J. F(t)coska) tdt

0

2 T
B, =?J.F(t)sinka) tdt

0

Egy adott fliggvény Fourier-egylitthatéinak a meghatarozasat a fliggvény harmonikus analizi-
sének nevezziik. A méréssel felvett diagramok vagy a szerkesztéssel kapott gorbék (pl. a bel-
s0¢geésli motorok periodikusan valtozoé keriileti erdi) altalaban nem fejezhetdk ki analitikus
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formaban. Ilyenkor a harmonikus elemzést grafikusan, numerikus modszerekkel (tablazatos
vagy gépi szdmitassal), illetve erre a célra készitett miiszerekkel (harmonikus analizatorokkal)
készithetjiik el.

4.3. A modell vizsgadlatanak modszerei

A tényleges vizsgalat csak akkor kezdddhet meg, amikor a vizsgalandd gép vagy szerke-
zet modellje mar vilagosan eldttliink all, €s el6készitd munkank soran meghataroztuk a modell
elemeinek dinamikai jellemzoit (tomeg, rugoallandok, csillapitas, gerjesztés).

Az ismert jellemzokkel biré modellt dinamikai rendszernek nevezziik. Tovabbi feladatunk a
rendszer jellemzdéinek meghatirozasa (sajatfrekvencidk, a gerjesztett lengés amplitudodja stb.).
Itt 4jbol nehéz feladat el6tt all a szakember: el kell dontenie, hogy a rendszert milyen mod-
szerrel fogja vizsgélni.

Egy-egy feladat rendszerint tobbféle modon is megoldhat6. Mindegyik mddszernek vannak
elényei €s hatranyai, tehat nagy koriiltekintés, mondhatnank: rutin kell hozz4a, hogy az adott
esetben a legjobbat valasszuk. A modszer kijeldlésekor mérlegelniink kell lehetdségeinket
(hagyoményos modon szamolunk, vagy gépi szamitast végeztetiink), egyéni hajlamunkat (so-
kan szeretik a szerkesztd munkat, masok az analitikus megoldasokat kedvelik), az eredmé-
nyek megkivant pontossagat, stb.

A rendszer kinematikai és dinamikai jellemzdoi

A dinamikai rendszer tomegei kiilonféle mozgésokat végeznek. A mozgas lehet egyszerii €s
Osszetett. A legegyszerlibb mozgas az egyenesvonalu haladéo mozgas és az all6 tengely kortili
forgas. Valamely kivalasztott pont (rendszerint a sulypont) pillanatnyi helyzetét, a valasztott
moddszernek megfelelden skalaris koordinatdkkal, helyvektorral vagy komplex mennyiségek
képzetes részével adhatjuk meg.

Véges szabadsagfokt rendszerek esetében a szabadsidgfoknak megfeleld szdmu helyzetjel-
lemz6t kell felvenniink. Megadhatjuk a tomeg stlypontjanak elmozdulésat, valamely merev
test szogelfordulasat, a rendszerben levd rugd megnyulasat, két tomeg elmozdulasat egymas-
hoz képest, stb. Ezeket a Lagrange-egyenletek alkalmazasakor kozos néven generalizalt
koordinataknak nevezziik és g-val jeloljiik.

A koordinatak kezddpontja barhol felvehetd, de célszerii, ha ezeket az egyenstlyi kdzéphely-
zettél mérjiik. Ez legtobb lengdrendszernél megtehetd. Mozgas kdzben a koordinatak nagysa-
ga az id6tol fiiggden valtozik. A dinamikai feladatok megoldasanak kozvetlen célja tobbnyire
e fiiggvénykapcsolat meghatdrozasa.

Példaul az egyszabadsagfoku linearis lengérendszer mozgasa — ha nincs csillapitas — az

y= Asin(at+¢))

figgvénnyel leirhaté6 harmonikus lengémozgas. Itt 4 a lengés ttamplitidoja, amely a kezdeti
feltételektdl (az inditds modjatol) fiigg. A rovidség kedvéért az ,,ut” szocskat rendszerint el-
hagyjuk, és csak amplitidot mondunk. Amikor viszont mas periodikusan valtozé mennyiség
amplitidojarol van szo, ezt meg kell nevezni (erd-, sebesség-, gyorsulasamplitado, stb.).
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Ha a ¢ = 0 pillanatban a kitérés y =y, €s a mozgas sebessége v,, akkor konnyen igazolhato,
hogy

Vo&X
tg ="

Vo

@ anullfazisszog, amelyet a gyakorlat egyszerlien fazisszognek nevez. A felirdsban a a sajat-
lengés vetitd szogsebessége, amelyre a korfrekvencia elnevezés is szokasos. Mértékegysége
rad/s. Ezt egyszertien 1/s-nek irjuk. A lengés frekvencidja, vagyis a masodpercenként végzett
lengések szama:
_a

2
Ezt hertzben (jele: Hz) adjuk meg. Reciproka a lengésido:

v

rol_27
\% a

Sokszor célszerii a percenkénti lengésszdm kiszamitasa:

n:@:60v:@a ~9,55a
T 27

Az egyszabadsagfoku linedris rendszer sajatlengése az a szogsebességgel forgd vektorral is
jellemezhetd (4.3/a. abra).

Ennek az y tengelyre es6 vetiilete a kitérés (4.3/b. abra).

Ha az x tengelyt valds, az y-t pedig képzetes tengelynek tekintjiik, akkor az o szogsebességgel
forgo vektor végpontjanak helye a

z=x+1iy
komplex mennyiséggel is megadhat6 (z’ = +\/—_1) . Més alakban:

z=Re"



93

€ ivAvE
N RRY

a) b)

4.3.4bra. A harmonikus lengdmozgas kinematikai jellemzdi forgd vektorral is szemléltethe-
tok.

Itt R=+/x>+y> akomplex vektor hossza (abszolut értéke), és az x tengellyel bezart v szdg
a vektor argumentuma. Esetlinkben :

v=at+@
Ezzel

7= Rei(a z+¢))e — Rei(pe[al ,

vagy
z= Rcos(at+qo)+iRsin(a t+g0).

Megallapodas szerint a lengd mozgas a komplex vektor képzetes része:

y= Im(z) = Rsin(a t+ (0)

vagyis R az 4 amplitidoval egyenld.

Az egyszabadsagfoktl nemlinearis rendszerek sajatlengése csillapitdsmentes esetben periodi-
kus, tehat Fourier-sorral adhato meg:

n

y=>[A,sin(o, t+o,)].

k=1

Itt a az alaplengés korfrekvencidja, A4, az osszetevd harmonikus lengések amplitiddja, ¢,
pedig a fazisszogik.

Ha az n szabadsagfoku rendszer valamely tomege csak egyenesvonali mozgast végezhet,
akkor az ezt leiro fiiggvény, altalanos inditast feltételezve, csillapitdsmentes esetben:

y= Zn:[Ak Sin(ak t+o, )]

k=1



94

Itt «, a rendszer egyik sajatlengésének vetitd szogsebessége, 4, €s ¢, pedig az inditastol
fliggd allandok. E mozgas altalaban nem periodikus, csak akkor, ha az o, korfrekvenciak

aranya racionalis szam. Ilyenkor a T periodusid6 az egyes lengésosszetevok 7, = — lengés-
a
k

idejének legkisebb kozos tobbszorose.

Specialis esetként a lebegést emlitjiik, amikor a két dsszetevd korfrekvenciajanak nagysaga
csak kevéssé tér el egymastol (a |~ az). Ha még azt is feltételezziik, hogy a két Osszetevo

amplitiddja egyenld (az 4 ,=4,=4 feltétel az ,egyszerli lebegést” jelenti) ¢&s
nullfazisszogiik zérus, akkor:

y= A(sinalt + sinazt) :
Trigonometriai atalakitassal:

. a,ta a —a
y=2Asin 12 2 tcos 12 2 ¢

Eszerint az egyszerii lebegés olyan mozgasnak tekinthetd,

.- + . .
amelynek korfrekvenciaja % ¢s amplituddja a

a —-a
2 Acos———2

t

torvényszeriiség szerint periodikusan valtozik (4.4. abra). A lebegési 1d6, vagyis két minimum
tavolsaga:

—

! il VV”WV f

TL

;mvvnl\ Lttt

4.4. abra. Ha a két harmonikus 0sszetevo korfrekvenciaja csak
kevéssé tér el egymastol, lebegés jon létre.
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Két egymastol fiiggetlen, de egymdsra merdleges irdnyt harmonikus lengémozgas ereddje
sikgorbe, amelynek paraméteres egyenlete:

x=A4, sin(a,t +(p,)
yv=4, sin(azt + (pz)

Ha az o, és «a,korfrekvenciak aranya racionalis szam, akkor zart gorbét kapunk (Lissajous-

gorbe). A 4.5. dbra esetében példaul o ,:a, =3:2¢és ¢, =0, .

4.5. dbra. Az egymasra merdleges iranyu harmonikus lengések ereddje Lissajous-gorbe

Amikora, =a, =a:

X . .
7= smo tCOS(Dl +cCcosa l‘Sll’l(D1
1

AL =sina tcosg, + cosa tsing,

2

Az itt nem részletezett atalakitasok utdn a ¢, — @, = & jeldlést bevezetve:

x>y Ly W

- - cosg=sin’ &
Al A2 A1A2

g=§és 377Tesetén a megoldads a koordinatatengelyekkel parhuzamos tengelyli ellipszis (a

tengelyek hossza 4,¢és A4,), ha pedig ¢ =0 vagy x, akkor a pont a koordinatarendszer kezdo-
pontjan atmend ferde egyenesen mozog. Altalanos esetben a két egymasra meréleges harmo-
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nikus lengémozgas ereddje ferde tengelyl ellipszis (4.6. abra). Az y tengelyen ad6do B
metszeék hosszanak lemérésével az ¢ fazisszog nagysaga konnyen meghatarozhato, ugyanis

sing=—.
2

Y

Az
B

Q_/ )
Az

4.6. dbra. Egyezd korfrekvenciaji, egymasra merdleges lengések eredd mozgasa ellipszis.

Az ébra alapjan a két lengés fazisszogének kiilonbsége konnyen meghatarozhato. E modszert
a gyakorlat a gerjesztett lengések fazisszogének meghatarozasara alkalmazza.

A hiradéstechnika széles kortien hasznalja a modulalt lengéseket. Ilyen Osszetett lengés a gé-
pészeti gyakorlatban is eléfordul, féleg a méréstechnikaban. Egyik fajtdja az amlittdé modu-
laciéo (AM), amikor a lengés amplitidoja az id6 fiiggvényében valtozik. Ha a vivofrekvencia

nagysaga Zﬂ ¢s a modulalé jel frekvencidja 22, akkor az amplitdd6 modulalt lengés:
Vs Vs

y= A(1+mcosa) t)sina t

Ezt szemlélteti a 4.7. abra. m a modulacio foka, amit szdzalékban szoktak megadni. Az itt
nem részletezett trigonometriai 4talakitasokkal:

y= A[sina t+%sin(a +a)) t+%sin(a—a)) t} .

y o1/ A(l+mcos ot) on /o

i |
"

m
i

4.7. dbra. Amplitido-modulalt lengés.

A(1-m)
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Frekvenciamodulacié (FM) esetében az allando A amplitadoja lengés vetitd szogsebessége
az 1d6 fiiggvényében valtozik. Ha a modulalo jel korfrekvencidja w, akkor a vetitd szogse-
besség pillanatnyi értéke:

a =a+qgcoswt.

. qa a . s . ; rr roer
Itt -2 a frekvencia loket, amelynek az Py frekvencidhoz viszonyitott értéke a modulacié

2 V4
foka. Ezt szazalékban szoktak megadni. Az FM lengést leird fiiggvény:

y= Asin{a t+Lsinw t} .
0]
A szbgletes zéardjelben 4ll6 argumentum ¢ integralasaval adodott. 9 a modulécios index.
0]

A frekvencia-modulalt lengést a 4.8. dbra szemlélteti.
A mozgast leird fiiggvények fliggetlen valtozoja az id6. Differenciadlassal a mozgas sebességét
kapjuk:

dy .
Vv==—m= ,
a
a masodik derivalt pedig a gyorsulas:
Cdly
a7

A harmonikus lengémozgés esetében:
V:y:Aoccos(at+(p) és

v=y=—Aa’ sin(oct+(p)

Itt az A szorzat a sebesség amlitudo6 (a mozgas legnagyobb sebessége) és az 4a”a gyorsu-
las amplitidé (a maximalis gyorsulds nagysaga). Ha a harmonikus lengdmozgés négy kine-

matikai jellemzdje (o, A, Aaés Aa’) koziil kettét ismeriink, a tobbi meghatarozhato.
‘ 2n/w

VA e
th M uw Wu

4.8. dbra. Frekvencia-modulalt lengés.
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4.4. Modellalkotas

A modell a dinamikai rendszer leirdsanak, megértésének az eszkoze, az ismeretek kifejezdje.

A modell segitségével:

— megragadjuk a valdsag egy részét, kiemeljiik annak bizonyos aspektusait,

— avaldsagos jelenség lényegét valtozatlanul meghagyva, a jelenséget leegyszertsitjiik, ami-
vel lehetdvé tessziik a jelenség kvantitativ targyalasat,

— rogzitjiik és kifejezziik a valosagos jelenségekre vonatkozo ismereteinket.

Ugyanannak a fizikai objektumnak meglehetdsen sok, eltérd képet mutatd modellje lehet.
Attol fiiggden, hogy milyen célbol alkottak meg Oket, a valosag melyik oldalat ragadjak meg
veliik, més lesz az egyes modellek bonyolultsagi foka, és mas a megvaldsitasi modjuk.

(PL. a valdsagos repiild és a kiilonb6z6 aspektusait kifejezé modelljei a kovetkezok lehetnek:
jatékrepiild, szélcsatornds modell, repiilésszimuldtor, az erdviszonyokat leiré differencial-
egyenlet-rendszer, ill. szamitogépes programja, dokumentacids rajzok, stb.)

A modellalkotés és annak végterméke — a modell, erdsen célorientalt — nagymértékben magan
viseli a vizsgalati célkitlizés jegyeit.

A tudoményos modellalkotas (elsésorban az egzakt és a mérndki tudomanyokra kell itt gon-
dolni) nagyobb mértékben objektiv, tdmaszkodik a fizikai, biologiai, gazdasagi torvények
ismeretére, altaldban matematikailag jol kezelhetd formaban adja meg a modellt, eszkdze a
kiilonboz6 elméletek felallitasanak és a megtervezett kisérletek és megfigyelések révén azok
igazoldsanak, illetve megcafolasanak.

Roviden Osszefoglalva: a modell a vizsgalt jelenségekre vonatkoz6 ismereteink formalis kife-
jezése, a modellezés a modellalkotés folyamata.

A modell legfontosabb jellemzdje a josaga. Egy modell, tekintettel a célok és modellek sokfé-
leségére, nyilvanvaloan akkor jo, ha eleget tesz a modellez igényeinek, Igy példaul a diffe-
rencialegyenletet megoldo szamitogépprogram és a repiild szélcsatorndban hasznalt makettje
ugyanolyan jo modell lehet, hiszen a modell josagat a kitlizott cél megvalositdsdnak szintje
hatarozza meg. Tudomanyos modelleknél a cél a valdsdg minél €lethlibb abrazoldsa, a modellt
Osszevetik kisérletek utjdn a forrdsaul szolgald valdsagos jelenséggel és a megfigyelésekbdl
kovetkeztetnek az épitett modellek hasznalhatdésagara. Maga a modellalkotas egyik legfonto-
sabb modszertani eleme a: kutatas-tervezés-elemzés fogalmakkal kapcsolatos tevékenységek-
nek.

Ilyenkor modellezés révén:

— megbizhatdbb ismeretanyagot szerziink valamilyen fizikai jelenségrol,

— verifikdljuk az elméleti eredményeket,

— szintetizalunk fizikai célrendszereket (pl. szabalyozo),

— megvalositjuk kiilonb6z6 jelenségek eldorejelzését,

— optimaljuk a kiilonb6z0 jelenségek lefolyasat.
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A modellek tipusai

A kovetkezokben attekintést adunk a modellek kiilonb6z0 tipusairdl és jellemzoirdl. Szo volt
arrol, hogy egy jelenség modellje eltéré formakban valosulhat meg, azaz eltéré a modell meg-
adasanal hasznalt formalizmus, elsdsorban attél fliggden, hogy milyenek a modellezd altal
kitizott célok és mik az 4ltala 1ényegesnek vélt, illetve megvalasztott rendszerjellemzok.

Altalaban harom f6 modellcsoportot kiilonboztetiink meg (a tipikus modellformakat egy len-

géscsillapito erdsen egyszerusitett modelljével illusztraljuk):

— funkcionalis, koncepciondlis modell: a vizsgalt rendszer részeit a rendszerben betoltott
idealizalt funkciojuk alapjan definidljuk (pl. funkcionalis blokkvézlat, folyamatabra), (4.9.
abra),

— fizikai modell: a vizsgélt jelenséget rogzitett tulajdonsagu fizikai objektumokkal irjuk le
analogiak, illetve hasonlosagi torvények alapjan (analdég szamitogép modellek, gumi-
membran modellek, kicsinyitett &ramlasi modellek, &ramkori modellek), (4.10.4bra),

— matematikai modell: a modellezendd rendszer fizikai valtozoi kozotti kapcsolatokat egy
bizonyos matematikai strukturaba képezziik le (algebrai-, differencial-, integralegyenletek,
logikai fiiggvények, stb.), a lengéscsillapito esetében:

%(t) +a,x(t) +a,x(t) = f(t)

x(to) =%, (tg)=%,, tefty, to+T].

Az, hogy az adott esetben milyen modellel elégsziink meg, sok szempont, lehetdség, korlato-

zas ereddje. Ezek koziil alapvetd fontossagu az, hogy:

— mik a konkrét modellezési cél szempontjabdl 1ényeges, és mik az elhanyagolhat6 aspektu-
sok,

— milyenek az alkalmazhaté modellezési eljarasok,

— milyen a rendelkezésre all6 ismeretanyag mennyisége és mindsége.

4.9. abra. A lengéscsillapitoé funkcionalis modellje
C rugdballando, k csillapitési tényezd, m tomeg
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S

4.10. ébra. A lengéscsillapito fizikai modellje.

A vizsgalt jelenségre vonatkozo és a matematikai modell altal képviselt ismeretanyagot a ko-
vetkezo f0 kategoridkba lehet sorolni:

— torvények,

— struktura,

— paraméterek,

— éllapotok.

Torvények

A torvények természetesen az alapvetd fizikai torvények, melyek a matematikai modellnél
meghatdrozzak az egyenletek altalanos alakjat. A vizsgalt jelenség koriilhatarolasanal, a kii-
lonféle kolcsonhatasok elhanyagolasanal arra toreksziink, hogy a jelenséget lehetdleg minél
szlikebb fizikai teriileten targyaljuk. A targyalds alapja a megvalasztott teriilethez tartozo, az
anyagra ¢és energiara vonatkozo megmaradasi és folytonossagi torvények és a beldliik leveze-
tett alaptorvények (Kirchhoff-, Newton-, Fourier-, Maxwell-, Navier-, Stokes-féle torvények,
stb.) alkalmazéasa. Ennek sordn, az egyensulyi egyenletek felirasa és a peremfeltételek rogzité-
se utjan jutunk el a jelenség matematikai modelljéhez.

Struktura

A struktura a jelenség belso tagozodasara €s részeinek kapcsolatara utal. A jelenség analizisé-
nél azt nemcsak a kornyezetétdl kiilonitjiik el, hanem ha lehetséges, hasonlé mdédon megpro-
baljuk kiilonvalasztani az egyes elemeit és rogziteni azok kdlcsonhatasat. Ez kiilondsen hasz-
nos formalis és szdmitdgépes modszerek hasznéalatanal.

A részelemek egymassal valo kapcsolata rogziti a jelenségen beliil az anyag és energia terje-
dési utjait, az elemek tipusa pedig az anyag €s energia, a jelenségen beliil lezajlé atalakulasat.

A strukturalis ismeret meghatarozza a matematikai modellekben szerepld egyenletek szamat
(kolcsonhatasok) és tipusat (elemek).

Paraméterek

A matematikai modell paraméterei nem masok, mint az egyes egyenletekben szerepld egyiitt-
hatok konkrét értékei. Az egyiitthatok kapcsolatban allnak az egyes elemekre jellemzé fizikai
mennyiségekkel, a hatar és a kezdeti feltételekkel. A paraméterértékek meghatarozasa a mo-
dellalkotas legfontosabb gyakorlati, a jelenség megfigyeléséhez kotott tevékenysége, mivel a
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konkrét értékek altalaban ismeretlenek, viszont azokkal teljes a matematikai modell megadasa
(struktura+paraméterek).

Allapot

Az allapot olyan valtozo, amely a jelenséget érd kiils hatasokkal egyiittesen irja le teljesen a

jelenség lefolyasat. Allapotvaltozoként altalaban a jelenség elemeinek viselkedésére jellemzé

fizikai mennyiségek pillanatértékei értelmezhetdk.

A felsorolt jellemzdk, a struktura, a paraméter €s az allapot a lengéscsillapitd esetében példaul

a kovetkezoképpen értelmezhetdk:

Struktura: a jelenség harom elemre oszthato, azok egymastdl fiiggetleniil befolyasoljak a
jelenség lefolydsat, a leird egyenlet haromtagu, linedaris, additiv.

Paraméterek: a modell egyes elemeire, a csillapitasra, rugalmassagra, tehetetlenségre jellem-
z6 mennyiségek konkrét értékei.

Allapotok:  az egyes elemekre jellemz mennyiségek (elmozdulas, sebesség) pillanatérté-
kei.

A modellezés alapfogalmai

A mindenkori modellalkotas hatterében a torvények, strukturak, paraméterek koriilhatarolasa-
nal alapvetd szerepet jatszik néhany egyetemes jellegli modellalkotasi elv.

Ezek az elvek:
— szeparacio,
— szelekcio és
— gazdasagossag.

Szepardacio

A fizikai vilag egyes objektumai, jelenségei kisebb-nagyobb mértékben kdlcsonhatasban all-
nak egymassal, befolyasoljdk egymas viselkedését. Egy modellezési feladat megfogalmazasa
azt kivanja meg t6liink, hogy képesek legyiink a kiilsd vilag egy részét (ezt nevezziik a model-
lezend6 rendszernek vagy jelenségnek) a tobbitdl elkiiloniteni. Az elkiilonitéssel egyiittjaro
fogalmak a rendszerhatar, amin keresztiil a rendszer a kornyezd vilaghoz kapcsolodik, és a
rendszer elemei, részrendszerei, amelyek a rendszeren beliil kdlcsonhatasban allnak egymas-
sal.

Szelekcio

A vizsgilt jelenségen beliil, valamint a jelenség és annak kornyezete kozott szamos kdlcson-
hatéstipus értelmezhetd. Az adott vizsgélat célja azonban a jelenségnek bizonyos rogzitett
kolcsonhatas szempontjabdl torténd elemzése, ami egyiitt jar azzal, hogy a modellezés soran a
megvaldsitando cél szempontjabol szelektalni kell a kolcsonhatasok kozott.

A szeparacio6 ¢€s a szelekcio elvébdl kifolydlag a modell mindig egyszertsitett, tehat bizonyos
értelemben hibas képe a valdsagnak. A szeparacio és a szelekcid ennek ellenére elkertilhetet-
len munkafeltétel, ami nélkiil barmilyen modellalkotas elképzelhetetlen lenne.
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Gazdasdagossag

A gazdasagossag elve azt fejezi ki, hogy a modellnek, a vizsgalat célkitlizésének megfeleld

lehetdségek koziil, a lehetd legegyszertibbnek kell lennie. A modell egyszertisége a struktura

egyszerliségében és ezzel egyiitt a paraméterek és allapotvaltozok szamanak minimalitdsdban

jelentkezik.

Térjiink most 4t a modellezéssel kapcsolatos informaciok fajtaira és mennyiségére.

A modell szarmaztatasdhoz sziikséges informacionak két forrasa lehet:

— a priori ismeret: a modellezendd jelenségre vonatkozo, a vizsgdlat megkezdésekor rendel-
kezésre all6 ismeretek Osszessége,

— a posteriori ismeret: a modellezési eljaras befejezésével rendelkezésiinkre allo ismeret, ami
a jelenség megfigyelése soran nyert informacidkkal tobb az a priori ismeretnél.

A hianyz6 informéacionak négy esetét kiilonboztetjiik meg, mint ahogy az a 4.11.abran lathato.

Ismert } Hidnyzik
[ B
! Strukidra Paraméterelk -
| B R -
| .
|
| a)
Struktira B J'Darauiéterek ..
|
b)
. ﬂ' "A - «
Struktira . }?aramefte’zjek“
\ c)
|
Struktara,/ /| « Param_ééqr‘bgg .
. -
I
| d)

4.11. abra: A hidnyzo6 a priori ismeretek.

Az 4bran vazolt négy eset kozott €les a kiilonbség. Mig az utolsé két esetben a modellosztaly
egyetlenegy modelltipusbol all (a struktara ismert), aminek legfeljebb a paraméterértékei
nem rogzitettek teljesen, az elsd két esetben maga a struktara is valtozo, és igy rogzitendd
tényez0. A c) és d) abrak eseteiben a paraméterek értékeit kell meghatarozni, azaz elvégezni a
paraméterbecslés, paraméter identifikacié feladatat. Ez mint problémakor viszonylag kidolgo-
zott és egységesitett. A struktira kivalasztasdra hasonlo szintli modszerek még nincsenek, itt
jelentds szerepe van a mérndki intuicionak és a probalgatasnak.

A modellezés modszerei

Miel6tt felvazolnank a modellalkotas 1épéseit, roviden foglalkozunk a modellalkotasi modsze-
rek két extrém esetével, a kizardlag a priori ismereteket felhasznal6 Uin. deduktiv mddszerrel
¢s a kizarolag kisérleti adatokra épit6 un. induktiv modszerrel.

Deduktiv modellalkotds

A deduktiv modellezésnél altalanos érvényii torvényszeriiségekbdl kiindulva egy konkrét,
ismert jelenség leirasara toreksziink. Az e célbdl végzett elméleti analizis soran meghataroz-
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zuk a vizsgalt rendszer hatarait, felbontjuk azt kiilonallé elemekre €s rogzitjiik a folytonossagi
torvényeket, hatarfeltételeket és a részrendszerek kozotti kolcsonhatasokat. A nyert Un. a pri-
ori ismeretanyag formalis alakja valamilyen struktira és a hozzatartoz6 paraméterek. Abban
az esetben, ha mind a fizikai térvények, mind a strukturalis és paraméterekkel kifejezett isme-
retek rendelkezésre allnak, ill. teljes egészében specifikaltak, a kapott matematikai modell
egyértelmiien leirja a vizsgalt jelenséget (a szelekciod és szeparécio altal behozott bizonytalan-
sagok korlatain beliil). Mivel a jelenség belso felépitése ismert vagy hozzaférhetd, a rendszer
»atlatszd” a modellezd szamara, igy ezt az esetet a ,,fehér doboz” névvel illetik.

Induktiv modellalkotas

A kisérletek soran végzett megfigyelések informdaciot tartalmaznak a jelenség és annak kor-
nyezete kozott érvényesiild kolcsonhatasokrdl, azaz a rendszer bemend- és kimendjeleir6l. A
kisérleti analizis sordn a jelenség olyan leirasdra — modelljére — toreksziink, mely utanozni
képes annak lefolyasat, reprodukalni a rendszer kimendjeleit. Tiszta induktiv esetben nem
rendelkeziink semmilyen, a rendszer belsejére vonatkozo, strukturalis ismerettel, szemiinkben
a rendszer ,,atlathatatlan” un. ,,fekete doboz”. A jelenség lefolyasat tobb, kiilonbozo struktira-
ju modell képes utdnozni, igy az induktiv modellezési modszer nem egyértelmii, legalabbis
elvben végtelen sok lehetséges modellt eredményezhet.

A kisérleti adatok megszerzésének mddja lehet: passziv €s aktiv.

Passziv kisérletnél a modellezendd jelenséget un. normalis miikodési koriilmények kozott
figyeljiilk meg. A modellezé ebben az esetben nem képes, vagy nem kivan rakényszeriteni a
rendszerre altala specifikalt bemendjeleket. Olyan megfigyeléseket kell elfogadnia, melyek a
rendszerbdl és a kornyezetébdl szarmaznak, tdle pedig fliggetlenek.

Aktiv kiserletnél a modellezendd jelenséget un. tesztjelek segitségével befolyasoljuk és ilyen
koriilmények kozott figyeljiik meg. A modellezd tehat kozvetleniil bekapcesolodik a rendszer
¢és kornyezete kozotti kolcsonhatasba, részben vagy teljesen befolydsolja a rendszer bemend-
jeleit, a kisérlet soran meghatdrozott tulajdonsagl Un. tesztjeleket alkalmaz bemendjelekként
¢és megfigyeli a rendszer adta kimeneti valaszjeleket.

A tiszta deduktiv, illetve a tiszta induktiv modszer idealizalas, hataresetei a gyakorlatban
megvalositott modellezési folyamatnak. Az alkalmazott modellek valahol a kettd kozott fog-
lalnak helyet, azoknak kiilonb6z6 aranyu keverékei.

A modellalkotas lIépései

A modellezés, mint a vizsgalt jelenségre vonatkozo ismeretek megszerzésének és formalis
kifejezésének folyamata Osszetett, lancolt folyamat. A modellek egymasra épiilnek, egymas-
bol meritik a Iétrehozasukhoz sziikséges informaciok egy részét. Egy konkrét modellbe zart
ismeretanyag a priori ismeret forrdsaként szolgalhat egy masik modellalkotdsi probléma
szamara. Ennek megfeleléen a modellezés folyamatanak abrazolésa csak erds egyszertisité-
sekkel lehetséges. Célja elsésorban néhany tipikus mozzanat bemutatasa €s semmi esetre sem
egy altalanos modellezési metodika felvazolasa. A modellalkotés ilyen egyszerisitett séméaja a
4.12. &bran lathato.
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A modellezés célja

i

A priori ismeretek
osszegyljtése

]
1]

Elézetes modell

Kisérlettervezés

|
|
' |
|
|
|

|

T

|

1 Megfigyelés és a szabad
; Jjellemzdk rogzitése
|

|

¢

Modellellendrzés Kiértékelés

‘ Végleges modell

4.12. abra A modellezés Iépései

A folyamat a modellezés céljanak rogzitésével kezdddik, ami meghatdrozza a modell tipusat
¢s szempontokat nyujt a modell sziikséges pontossaganak rogzitéséhez.

A kovetkezd 1épés a modell felépitéséhez hasznalhat6 a priori ismeretek Gsszegylijtése, ami
magaban foglalja a jelenség vizsgalatanal alkalmazhat6 torvényeket €s kiegészitd ismereteket,
tovabba a jelenségre vonatkozé strukturdlis és parametrikus informaciokat. Az a priori isme-
retek birtokaban végezhetd el a modellalkotas deduktiv szakasza, aminek eredménye az eldze-
tes modell 1étrehozasa. Az eldzetes modell, az a priori ismeretek mennyiségétol fiiggden tobb
szabadsagfokkal rendelkezhet. A modellnek ezen ismeretlen jellemzdi specifikaljdk a felada-
tot a modellezés induktiv szakasza szamdara, ami a jelenség empirikus vizsgéalatara épiil.

Az elézetes modell €s az a priori ismeretek felhasznalasaval torténik meg a modellen végzett
megfigyelések tervének kialakitasa, a kisérlettervezés. Passziv kisérletnél a kisérlettervezés a
megfigyelendd jellemzok kivalasztasat és a megfigyelés idépontjanak, idétartamanak rogzité-
sét jelenti. Aktiv kisérletnél ez boviil a gerjesztési pontok kivalasztasaval és a tesztjelek jel-
lemzdinek rogzitésével.

A kisérlettervezés elvégzése utan kovetkezo 1€pés a jelenség megfigyelése és a nyert adatok,
valamint az a priori ismeretek alapjan az eldzetes modell szabad jellemzdinek rogzitése.

Az igy létrehozott modellt ellendrizni kell, azaz meg kell vizsgéalni a modell és a jelenség ko-
zOtti hasonlésagot valamilyen miikodési jellemz6 és hasonlosagi kritérium alapjan. Ameny-
nyiben az ellendrzés azt eredményezi, hogy a modell megfelel a modellezés céljanak, akkor a
modellezési folyamat lezarult és megkaptuk a végleges modellt. A végleges modell, mint mar
emlitettiik, altaldban nem egyértelmii. Durvan azt mondhatjuk, hogy minél kevesebb az a pri-
ori ismeret, anndl tobb a modellezés céljat kielégité végleges modell. Az ellenérzés masik
lehetséges kimenetele, hogy a modell nem kielégitd. A koriilmények kiértékelése tobbféle
beavatkozast eredményezhet. A legegyszeriibb esetben csak a kisérletet kell tovabb folytatni
¢s az tjabb megfigyelések altal nyujtott tobbletinformacioval kell javitani a modell pontossa-
gat. Ha ez nem vezet eredményre, akkor eggyel korabbi szinten kell beavatkozni, azaz mddo-
sitani kell a kisérlet koriilményeit, tehat a megfigyelési pontok elhelyezését, az esetleges teszt-
jeleket. Végso esetben az is eléfordulhat, hogy az elézetes modell specifikalasanal tett hipoté-
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zisek bizonyulnak helytelennek, ekkor az elézetes modellen kell 1ényegesebb strukturalis
vagy parametrikus modositast végrehajtani.

A modellalkotas tehat tobb 1épésbdl allo, iterativ jellegli folyamat, aminek eredményeként
megkapjuk a vizsgalt jelenség valamilyen formalizmussal kifejezett leirasat, a jelenség mo-
delljét.
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5. A MOZGASEGYENLET FELIRASANAK MODSZEREI

5.1 A mozgasegyenletek felirasanak szintetikus modszere

A véges szabadsagfoku rendszerek mozgésat differencialegyenlet vagy differencidlegyenlet-
rendszer irja le. Ezeket mozgasegyenleteknek nevezziik. Felirasuk legelterjedtebb modja sze-
rint a rendszer egyes tomegeire hatd valodi erékon (rugderd, csillapito- és gerjesztd erd) kiviil
figyelembe vessziik a tehetetlenségi erdket is, majd az igy kapott erérendszert statikai egyen-
sulyi egyenletekkel vizsgéljuk. A D’ Alambert-elv szerint az m tomegpontra hato képzeletbeli
inerciaerd annak a gyorsuldsaval ellentétes értelmii, és nagysdga — ma. Torzids rezgések ese-
tében a forgastengelyre szamitott tehetetlenségi nyomaték és a forgas szoggyorsuldsanak
szorzataként nyomatékot kapunk.

A modszert azért nevezzilkk szintetikusnak, mert tomegenként épitjiikk fel, szintetizaljuk a
mozgasegyenleteket. Egyszerli esetekben e mddszer gyors és szemléletes, de bonyolultabb
esetekben konnyen kdvetiink el eldjel hibat és egyes tagokat is kifelejthetiink a mozgéasegyen-
letbdl. Az analitikus modszer megfeleld alkalmazésakor ez nem fordulhat eld.

Egyszerti példaként itt részletesen fel fogjuk irni az egyszabadsagfokt csillapitott rendszer

(5.1. abra) gerjesztett lengésének mozgasegyenletét. Az y irdnyban kitéritett tomegre az

F = —~ visszatérité rugoerd és a pozitiv sebességgel ellentétes értelmii FCS = —ky csillapi-
c

to erd hat. A harmadik valddi eré az F gerjesztés. Ezekhez hozza kell adnunk a — my kép-

zeletbeli tehetetlenségi erdt. A jobb felé mutatd erdket pozitivnak véve a vizszintes erdk
egyensulya:

—m'}'/—ky—%+Fosin(ot=0.

Rendezés utan

m'y+ky+Z=F0 sin ot
c

c

4% m F=F,sinot

rk

Ln

s
y
F =— % -my F,sinot

s ky -

5.1. abra: Az egyszabadsagfoku rendszer gerjesztett lengése
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5.2. A mozgasegyenletek felirasanak analitikus modszere
(Lagrange-egyenletek)

Az 5.1 pontban a vizsgalt rendszert részeire bontottuk, majd ezekre a részekre kiilon-kiilon
alkalmaztuk a mechanika alapegyenleteit. Az igy felirt 6sszefliggéseket 6sszefogva a rend-
szer mozgasegyenleteit ,,szintetikusan” kaptuk meg. A kovetkezékben targyalandd ,,anali-
tikus” moddszer a rendszert egészében vizsgalja, és az energiak megfeleld differencialasa-
val jut a mozgésegyenletekhez.

Ezt az Aaltalanosan haszndlhat6 ,klasszikus” modszert az elmult idékben alig alkalmaztak a
miszaki gyakorlatban, ugyanis a multban altaldban nem a mozgasegyenletek felirdsa, ha-
nem azok matematikai megoldasa (integraldsa) jelentette a problémat. Mas megfogalmazas-
ban: a hagyomanyos eszkozokkel nehézség nélkiil megoldhaté mozgésegyenletek altalaban
elemi uton is konnyen felirhatok.

Jelenlegi gyakorlatunkban a digitalis szamitogépek atsegitenek bennilinket a matematikai
nehézségeken, tehat minden olyan rendszer mozgasa, amelyre a mozgésegyenleteket sikertilt
felirni, elvileg ismertnek tekinthetd. Igy a Lagrange-egyenletek alkalmazasa nagyon is id6sze-

Itt nem kivanunk a mddszer szigoru bizonyitasaval foglalkozni, hanem csak a gyakorlati al-
kalmazéas megértéséhez sziikséges rovid levezetést kozoljiik.

Az n szabadsidgfoki mechanikai rendszer tomegei haladd és forgd mozgéasokat végezhet-
nek. A rendszer pillanatnyi helyzetének egyértelmli megadasara n egymastol fliggetlen €s
csak az 1d6tdl fliggd paramétert kell felvenni. Ezeket ¢,,q,...q, -nel jeloljik és altalanos ko-
ordinatanak nevezziik. Szokasos a generalizalt koordinata elnevezés is. A rendszer helyze-
tét jellemz6 paramétereket teljesen szabadon valaszthatjuk meg. Ez lehet elmozdulés, szog-
elfordulds, két test relativ elmozduldsa stb. Lengéstani feladatokndl célszer(i, ha ezeket az
egyensulyi kozéphelyzettdl mérjiik €s a ténylegesen érzékelhetd elmozduldsokat jelentik.

Nem tévesztendd Ossze az altalanos koordinata a rendszer egyes tomegeinek helyzetét
megadd geometriai koordinataval (bar megegyezhet vele). A rendszer tomegei egymassal
kényszerkapcsolatban lehetnek (pl. forgattyus mechanizmus), igy egy-egy tomeg sulypont-
jénak helyzetét x, y és z hely koordinata fliggvény adja meg. Itt csupan egyetlen korlatozo
kikotést teszlink: a geometriai koordinatdk nem fligghetnek az altalanos koordinatak ido sze-
rint vett derivaltjatol. Eszerint példaul az i-edik tomeg stlypontjadnak x irdnyu koordinatéja:

X = xi(‘]la %---qn)
Ha e tomeg halado és forgd mozgast végez, és a sulypontjan atmend x;, y; és z; tengely
tehetetlenségi fotengely, akkor mozgasi energidja:

1

Bo=tmei st en)e Lo v 0.02)

m; a tdmeg nagysagat jelenti, ®;, ®, ¢és O3 pedig a harom tehetetlenségi fonyomaték. (A
rovidség kedvéért a tomeg i indexét nem irtuk ki) A k tomegbdl allo vizsgalt rendszer
minden egyes tomegére hasonld Osszefiiggeést irhatunk fel. Ezeket dsszegezve megkapjuk a



108

rendszer mozgasi energidjanak pillanatnyi értékét. Ez altalanos esetben a generalizalt koor-
dinataktol és azok derivaltjatol fiigg:

k
E=YE, =E(q,,d,,-0,,4,,d;,--4, )-

i=1

A mechanikai rendszerek rugalmas elemeket is tartalmaznak. Ezekben helyzeti energia
halmozhato fel, amely lineéris rugd esetében a rugd hosszvaltozdsanak négyzetével ara-
nyos. A rendszer helyzeti energidja akkor is novekszik, ha egyes tomegeket a nehézségi erd
vagy mas potencialis erd ellenében elmozditunk. Mivel az emlitett elmozdulasok mind az
altalanos koordinatdk fliggvényei, a rendszer potencialis energidjanak pillanatnyi értéke:

U= U(ql,qz,...qn) .

A rendszer egyes tomegeire kiilsé erék és nyomatékok hatnak. Ezek koziil a reakcidk nem
végeznek munkat, mert timadaspontjuk nem mozdul el. Viszont a kiilsé aktiv er6hatasok (ne-
vezziik ezeket gerjesztésnek) munkat végeznek, amit az erd és az irdnydba esé elmozdu-
las szorzataként kapunk. (Nyomaték munkdjanak szadmitdsakor ezt a szogelfordulassal kell
szorozni.) Valamennyi gerjesztd erdhatds munkdjanak a ¢ = 0 idéponttdl szdmitott 6sszegét
L-lel jeloljiik.

A rendszerbe beépitett csillapitok, valamint az alkatrészek kozt levd strlédasok energiat
vonnak el a rendszerbdl. A ¢ = 0 pillanatt6l szamitott negativ munkat W-vel jeloljiik.

Tételezziik fel azt, hogy a ¢ = 0 pillanatban a rendszer tomegeinek mozgasi energidja £y , a
helyzeti energidk dsszege pediglU,. EbbOl a csillapitasok altal felemésztett W energia levo-

nodik, mig a gerjesztések L munkéja noveli a rendszer energiatartalmat. Igy egy tetszéle-
ges t idOpontban az energia-mérleg:

E+U=E,+U,-W+L

Ha e kifejezés minden tagjat az id6 szerint differencidljuk, akkor rendezés utan figyelembe
veéve azt, hogy az E ¢és U, allandok derivaltja zérus:

dE  dU  dW _dL
dt dt dt dt’
Az igy kapott Osszefiiggés minden tagja teljesitmény dimenzidju. Vizsgaljuk meg ezeket

egyenként, utoljara hagyva az els6 tag vizsgalatat.
A rendszer potencidlis energidja az altalanos koordinatik fiiggvénye, vagyis:

U= (% q> 5"'qn)
Mivel az altalanos koordinaték az id6 fliggvényében valtoznak, a kozvetett differencialas sza-
balyait kell alkalmaznunk:
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A = az energia disszcipalddasanak sebessége. Ez a negativ teljesitmény kifejezhetdé az
t

egyes altalanos koordinatdkra vonatkozd (€s most Pi-vel jeldlt) csillapitdé erOhatasok és a
koordinata sebességek szorzatainak osszegeként:

n

dW
- = P.a.
o Zl( ;)

Ha a vizsgalt rendszer csak linedris csillapitokat tartalmaz (a csillapitd eré a mozgas sebes-
ségével aranyos), akkor a P er6hatas felirhatd a generalizalt koordinatak sebességének lined-

1

ris fliggvényeként:

P, = Z(kiqu)
k=1

Itt a k, alland6 a csillapitds-matrix i-edik soranak k-adik eleme k, =k,,. A P kifejezését
beirva:

dW & & ..
?: ZZ(kikqiqk)'

i=l k=1

Célszeriiségi okokbdl vezessiik be a

n n

D= : (kikqiqk)

i=l k=l

N | —

kvadratikus alakban definialt disszipaci¢ fiiggvényt. Ezt differencialva konnyen igazolhat6 az,

hogy:
oD & .
PO Z(kiqu): P.

0q; i

W _ (D,
dt oq,

i=1

Végeredményként:

Mint emlitettiikk, ez csak akkor érvényes, ha a rendszerben kizarolag linearis csillapitok
vannak. A vizsgalt kifejezésiink jobb oldalan 4ll6 tag a gerjesztd eréhatasok pillanatnyi telje-
sitményét jelenti. Ez az altalanos koordinatakra vonatkoz6 Q, altalanos, vagy generalizalt
erékomponensek ¢és a megfelelé koordinata sebessegek szorzatanak sszegekent is kifejezhe-
to. Igy:

n

dL )
E— ;(Qiqi)

A rendszer mozgasi energidja az dltalanos koordinatdk és a koordinata sebességek fliggvé-
nye:

E=E(q),q,.-q, 4,54, )
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A mozgasi energia kifejezését tiizetesebben megvizsgalva megallapithatjuk, hogy az mindig
a q,valtozék homogén masodfoku fiiggvénye. Az ilyen fliggvények az

1{ 0E . OE . OE . 1&( CE .
E=——q+_—q +..+—q, Z—Z it h
21 0q, aq, aq, 23\ 0q;
alakban is felirhatok. Kettdvel szorozva, majd az id6 szerint derivalva:

i -Hane)2lEe)

1

Ha az eredeti alakban felirt fliggvényt differencialjuk az id6 szerint, akkor a kozvetett diffe-
rencialas szabalyai szerint:

Vonjuk ki ezt az el6z6bol:

Az eredmények jobb attekinthetdsége érdekében itt még egyszer leirjuk a tobbit is:

1 (oU .
_;(aqi qi}

Megfigyelhetd, hogy a q, valamennyi kifejezésben tényez6ként szerepel. Ha az i-edik alta-
lanos koordinata kivételével a tobbit gondolatban rogzitjiik (vagyis haj =i, akkor q,= 0),
akkor a kiindul6 egyenletiinkbe behelyettesitve:

daE _6E.+8U.+8D._Q.
dt aql aq q; q; — 4 idi

i q;

Feltételezésiink szerint §,# 0, tehat vele végig oszthatunk. gy megkapjuk a Lagrange-féle
masodfaji mozgasegyenlet altalanos alakjat:
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d0E _QE 0U 4D _
dtéq, oq, oq, aq,

1 1 1

Q,i=12,.n.

Vagy masképpen gerjesztés és csillapitas nélkiil:
4 6_L —6—L=0 , aholL=E-U
dt\ dq; ) Iq;
(Lagrange fliggvény)

Mivel i az n hatarig tetsz6leges lehet, az n szabadsagfoki mechanikai rendszer mozgasat
Osszesen n darab masodfaju Lagrange-egyenletbdl allo egyenletrendszer irja le.
Tovabbi magyarazat helyett példdkon mutatjuk be a mddszer alkalmazasat. A feladatok
megoldasa kozben a kdvetkezd sorrend célszert:
1. Az altalanos koordinatdk megvalasztasa.
A rendszer mozgasi energidjanak felirasa.
A helyzeti energia kifejezésének meghatarozasa.
A disszipacio-fiiggvény levezetése.
A Lagrange-egyenletben eldirt differencialasok elvégzése.
A generalizalt er6komponensek meghatarozasa.
Behelyettesités a Lagrange-egyenletbe.

Nownhkwd

PELDAK:
Elsé példaként az 5.2. dbran vazolt kéttomegili lengdrendszer esetében altalanos koordina-
tanak a tomegek elmozdulédsat valasztjuk. Igy a rendszer mozgési energidja:

E=2mi +omdl.

p q1 qQ2
Cq Cy

m, AN Am,

5.2. abra: Egyszerii példa a Lagrange-egyenlet alkalmazasara

A rugokban felhalmozott helyzeti energia:

U=Q_12+ (Qz _%)2
2¢, 2c,

Csillapitas nincs, tehat D = 0. A Lagrange-egyenletben eldirt differencidlhdnyadosok:

d C0E .. OE

— - =-m(q,, —=0;
dt 0q, 0q,

d OE .. OE
———=mq,, —=0;
dt 6q, oq,
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aq, ¢ G
oU q,—q,
oq, G

Mivel gerjesztés nincs, a behelyettesitéssel felirt mozgasegyenletek jobb oldalan zérus all:

mlql +q_l_q2 _ql :0
¢ ¢,
m2q2+q2_q1 ~0

C,

E két mozgésegyenlet egyezik a rendszerre elemi modon is felirhaté mozgasegyenletekkel.

Misodik példaként irjuk fel az 5.3. abran vazolt inga (sikmozgéas esetén kétszabadsagfoka
rendszer) mozgasegyenleteit. Altalanos koordinatanak az inga forgaspontjatol mért tavolsa-

got (q1 Er) ¢s a fliggblegessel bezart szoget (q2 Ego) valasztjuk és figyelembe vessziik,

hogy a rug6 hossza terheletleniil 7, .

Az m tdmeg mozgasi energidjanak szamitasakor az eredd sebesség a sugarirdnyd 1 s az arra
merdleges r¢p komponensbdl tevodik Ossze:

5.3. ébra: A rugoés inga mozgasegyenleteit a Lagrange-egyenlet
segitségeével vezetjiik le

A helyzeti energia egy része a rugdban van felhalmozva, a masik része pedig a nehézségi
erd ellenében végzett mgh munkaval egyenlo:
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,_lr=n)

> + mg(ro - rcosq)) .

Az eléirt differencidlasokat elvégezve:

OE O0E . OE OE
0q, or oq, or
d 0E ..
——=mf
dt or

d OE .. 2.
——=2mrr@+mr-Q;
dt 0

U U r-

L —mgcosy;
aq, Or ’

ou —é’—U— mgrsing
aq, ¢

Példankban nincs kiilsé gerjesztés (Q1 = 0), ezért a mozgasegyenletek jobb oldalara zérust

kell irnunk. Ha viszont az U kifejezésébdl elhagytuk volna az mg(r0 —rcosgp) tagot, akkor az

mg sulyerd sugdriranyl O0sszetevdjét €s nyomatékat generalizalt er6komponensként kellene

szerepeltetni.
Behelyettesités utan az emlitett tagokat az egyenletek jobb oldalara 4thozva:

r—r,

mi — mr¢p> + =mgcos o,

mr’§ + 2mrip = —mgrsin @.

A sugariranyl mozgast leir6 elsd differencidlegyenlet tagjait elemezve megallapithatd, hogy:

mf a tehetetlenségi erd;
mr¢” a centrifugalis erd;
r—r,

a rugo visszatérito ereje;

c
mg cosQ a tomegre hatd stlyerd sugarirdnyt 6sszetevoje.
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A masodik egyenlet a felfiiggesztés pontja koriili forgést irja le, igy minden tagja nyomaték
dimenzio6ja. Elemezve:

mr’@ a tehetetlenségi er6 nyomatéka;
2mri a Coriolis-er6 nyomatéka;
mgr sinQ a sulyerd visszatérité nyomatéka.

5.3. A matrix-szamitas alkalmazasa

A tobbszabadsagfoku rendszerek dinamikai szamitdsa nem konnyl feladat. A matrix fogal-
manak ¢és jelolésének felhasznalasaval az ilyen feladatok megoldasa jol attekinthetévé valik,
mert a rendszer mozgasat az egyszabadsagfoku lengdrendszerekre levezetett Osszefiiggé-
sekhez hasonlé formaju matrix-egyenletek irjak le.

A matrix-szamitds elényei  akkor mutatkoznak meg leginkabb, amikor az adott
tobbszabadsagfoku rendszerre vonatkozd numerikus szamitdsokat szamitogéppel végeztetjiik
el. A nagyteljesitményli szdmitdgépek program konyvtardban szinte minden matrix-miivelet
szubrutin formajaban rendelkezésre all, ami a programoz6 munkéjat nagyon megkonnyiti.

Itt nem foglalkozhatunk részletesen a matrix-algebra modszereivel, hanem csak az alapfo-
galmak ¢és a felhasznalt egyszerli matrix-miiveletek bemutatasara szoritkozunk. Ezt is csupan
a jelolések magyarazatdnak kedvéért tessziik.

A matrix allando6 vagy valtozd mennyiségek négyszoges sémaba rendezett halmaza. A kové-
ren szedett 4116 nagy betlivel jelolt matrix altalanos esetben n sort és m oszlopot tartalmaz. A
matrix elemeinek a helyiiket megadé sor €s oszlop sorszdmanak megfeleléen kettds indexet
adunk. Minden elem skaldr mennyiség, amely komplex szam is lehet. A matrix elemeit tobb-
nyire ugyanolyan kis betiivel jeldljiik, mint a matrix jele. Tehat a tetszéleges A matrix:

a, a4y a,
A= ay, a.zz a,
anl an2 anm

Az egyetlen oszlopbdl all6 oszlopmatrix egy n méretii vektort jelent, ezért célszeriibb az
oszlopvektor elnevezés. Ezt vastagon nyomtatott kis betli jeldli és elemei mellé egyetlen
index elegendo:

Az egyetlen sorbol all6 sormatrix a megfeleld oszlopvektor transzponaltja. Ezt altalaban
sorvektornak nevezziik ¢€s a transzpondlas tényét *-gal fejezziik ki.
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*
a" =la,a,,a,].

Béarmely matrix transzponaltjat megkapjuk, ha a sorokat és az oszlopokat egymassal felcse-
réljiik. Igy az n sort és m oszlopot tartalmazo A matrix transzponaltja m sorbdl és n oszlopbol
all:

a4y a,
A= ap, a?z a,,
alm a2m T anm

Az oszlop- és sormatrixoktdl eltekintve gyakorlatunkban szinte kizardlag kvadratikus mat-
rixok fordulnak eld. Ezeknek ugyanannyi sora van, mint ahdny oszlopa. A diagondlmatrix
olyan kvadratikus matrix, amely csak bal felsé sarokbodl a jobb als6 sarokba hiuzott foatlo-
ban tartalmaz zérustdl kiilonb6z6 elemeket:

a, 0 0
4o 0 a.z2 0
0 0 a

Az egységmatrix olyan diagonalmatrix, ahol a féatloban all6 elemek mind 1-gyel egyenldek.
Ezt E-vel szokas jelolni:

1 0 -~ 0

0 1 0
E= )

0 0 1

Szimmetrikus matrixnak nevezziik az olyan kvadratikus matrixot, amelynek elemei a féatlo-
ra nézve szimmetrikusan egyenldek, vagyis: a; =a,. A szimmetrikus matrix természetesen

azonos transzponaltjaval:

*

A=4.

A soros lengdérendszerek vizsgalatakor a szimmetrikus kontiudns matrix is el6fordul. Ez
csak a foatloban és a vele parhuzamos két ferde sorban tartalmaz zérustdl kiilonb6zo eleme-
ket. Altalanos alakja:

fa, b, 0 0 0]
. a, b, 0 0
b, a, 0 0
O 0 O an—l bn—l
_O 0 O bn—l an n
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A z€rus matrix minden eleme zérus.

Két matrix akkor egyenld, ha ugyanannyi sort és oszlopot tartalmaznak, ¢s a megfeleld helye-
ken 4ll6 elemeik egyenlék. Az Osszeadds és a kivonds csak ugyanannyi sort és oszlopot
tartalmazd matrixokra van értelmezve. Elvégzésekor a megfeleld helyen allo elemeiket 6sz-
szevonjuk:

a,tb, a,*tbh, - a,tbh,
A+B= ay by aytb, - a,*bh,
anl i bnl anZ i bn2 e anm i bnm

Matrixot egy skalarral Gigy szorzunk, hogy a matrix mindegyik elemét megszorozzuk az

crer

Iéssel:
cA= [caij]

Egy sor- és egy oszlopvektor szorzata ebben a sorrendben felirva egyenld a két (n méretit)
vektor skalaris szorzataval. Az eredmény egy szdm, amely a megfeleld elemek szorzatossze-
gével egyenlo:

bl
. b, | &
a -b:[al,a2,~~-an]~ : =Zakbk.
. k=1
b

n

Kénnyen belathato, hogy a b = b a.

Az a-b" forméban felirt diadikus szorzat négyzetes matrix. Itt nem foglalkozunk vele, ugy-
szintén nem emlitjiik a két matrix 0sszeszorzasaval kapcsolatos Osszefiiggéseket sem. Kivétel
az n-ed rendi kvadratikus matrix és az n méretli oszlopmatrix (oszlopvektor) szorzata, amely
az alkalmazésok soran el6fordul. Az emlitett szorzds eredménye egy oszlopvektor, amelynek
képzési szabalyat a y = Ax alakban felirt matrix-egyenleten mutatjuk be. Részletesen kiirva:

M ay Qo 4y, X
Yo _[Gu dp 7 Gy | |5
yn anl an2 ann xn

Ez a kovetkez0 lineéris egyenletrendszerrel egyenértékii:
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i =apXx, +apx, +--+4q,x,

Vo = Ay X +aypX, -+ a,,X,

YV, =a,.x +an2x2 +--+a x

nn-"n

Ha az y vektort (vagyis 0sszes komponensét) ismerjiik, akkor az x,L x, ismeretleneket tar-
talmaz6 egyenletrendszer formalis megoldasa:

x= A"y

Itt A" az A matrix reciprok matrixa. Ennek képzési modja a linearis egyenletrendszerek gyo-
keinek meghatarozéasara alkalmazhaté Cramer-szabaly alapjan vezethetd le:

_adjA

A—l
4]

A nevezdben a négyzetes matrix elemeibdl alkotott determinans szerepel, mig a szamlalo az
adjungalt matrix. Ezt megkapjuk, ha a matrix minden eleméhez kiszamitjuk annak eldjeles
aldeterminansat, majd az igy nyert matrixot transzponaljuk. Az i-edik sor k-adik elemének
aldeterminansat ugy szamitjuk, hogy e sort és oszlopot toroljiik, majd a megmaradt rész de-

.y, , 1+k
terminansat (— 1) -Val SZOI‘OZlek.

Nyilvanvald, hogy az A™'-gyel jellt reciprok matrix csak akkor létezik, ha az 4 matrix de-
termindnsa nem zérus.
A tobbtényezds matrix szorzatok koziil gyakorlatunkban nagy szerepet jatszik az

x Ax = izn:aikxiYk

i=1 k=1

forméaban felirhatd kvadratikus alak és az

X Ay = Zzaikxiyk

i=1 k=1

bilinearis alak. Mindkett6 két vektor skaldris szorzatat jelenti, tehat az eredmény egy skalaris
mennyiség.

Az el6zd pont bevezetése szerint az n szabadsagfoku rendszer pillanatnyi helyzetének egy-
értelmii megadasara n darab egymastol fliggetlen ¢és csak az id6tdl fliggd generalizalt koor-
dinatat kell felvenni. Ezeket g,,q,,L ¢q,-nel jeldljiik, és 0sszességiik a g elmozdulas vektor-

ral adhaté meg:
q,
q,
q=| .

4,
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Ez az id6 szerint differencialhato. fgy a generalizalt sebességet, illetve masodik derivaltként
a gyorsulast kapjuk:

q q,

9 .14
V:q: . a:q:

q, qa

A generalizalt koordinatak kezddpontjat célszerli tigy felvenni, hogy a rugalmas elemekbdl
allo vizsgalt rendszer terheletlen egyensulyi helyzetében mindegyikiik zérus legyen. Ha e
rendszert a generalizalt koordinatdk iranyaban hat6é f,f,,L f, alland6é erékomponensekbdl
allo f erével megterheljiik, akkor a terheléssel aranyos alakvaltozatokat feltételezve az Uj
egyensulyi helyzetet megado koordinatak:

q o G Cin A
|| | C» | | 1 —C
q=|"|= : =
Qn cnl cn2 e ann fn

Itt C a vizsgalt rendszerre vonatkozé rugoallando-matrix. Ennek a féatloban allo elemei
egyszerl rugoallandoként szamithatok (elmozdulas az iranyaban miikodo egységnyi erd hata-
sara). A vegyes indexii ¢, elem pedig az i-edik koordinata irdnydban mért elmozdulast
jelenti a k koordinata irdnyadban miikddtetett egységnyi erd hatasara. A Maxwell-féle felcse-
rélhetéségi elv kovetkeztében c, =c,,, tehat a rugdallando-matrix szimmetrikus, vagyis
megegyezik transzponaltjaval:

c=C.

A feladat megforditasaval - az S rugémerevség-matrix fogalmat bevezetve:

f=C"q=25q

Mivel a reciprok dsszefliggés kolesonos: S'= C. Kénnyen belathato, hogy az S matrix is
szimmetrikus. Ha az S matrix determinansa zérus, akkor a matrix szingularis és a reciproka
nem létezik. Ez szabad rendszerek esetén fordul el6, amikor az egész rendszer a rdhato al-
lando erd hatdsara merev testként gyorsulva mozog.

A rendszerre hato kiils6 er6 munkdja az elmozdulds vektor és az erd vektor skalaris szorza-
ta. Rugalmas alakvaltozéas esetében az elmozdulas az erdvel ardnyos, €és igy a rendszerben
felhalmozott helyzeti energia szdmitasakor a skalaris szorzat felét kell venni:

v 1 18
U=24q'f=4'S =5223ikqiqk :

i=1 k=1

Az S matrix elemei e kvadratikus alak alapjan hatarozhatok meg. Hasonloan kvadratikus
alakban irhato fel a rendszer mozgasi energidjanak pillanatnyi értéke is. Bevezetve az M
tomeg-matrix fogalmat:
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n n

| | ..
EZEQ qugzzmikqiqk

i=1 k=1

Az M matrix elemei célszerlien a felirt 6sszefliggés alapjan hatarozhatok meg.
A K csillapitas-matrix bevezetésével a rendszer csillapitasara jellemzd disszipacio-fliggvény
1s kvadratikus alakban adhaté meg.

1 ..,.. 1&LE ..
DZE‘] Kq:gzzkﬂc%%

i=1 k=1

Bizonyitas nélkiil is beldthatd, hogy az altaldnos formdban felirt kvadratikus alak az x vek-
tor szerint derivalhato. Ha az 4 négyzetes matrix elemei allandok:

%(x*Ax) =2Ax.

Ezt felhaszndlva a vizsgalt n szabadsagfokt linearis rendszerre vonatkoz6 Lagrange-
egyenletek egyetlen egyenletté vonhatok dssze

d(an oD U _.

dtloq) 0q 0Jq

Az egyenlet jobb oldalan f'a generalizalt erok vektorat jelenti (ezt a jelolések egyértelmiisége
miatt sem g-val, sem Q- val nem jeldlhettiik).

A felirt Lagrange-egyenlet az 5.2. pontban levezetett alakkal ellentétben nem tartalmazza a

tagot. Linedris rendszerek esetében a mozgasi energia nem fiigg g-tol, tehat e tag értéke
zérus. A kvadratikus alakok differencidlasat elvégezve:

d ) )
E(Mq)Jr Kg+Sq=f

vagy még egyszeriibben, mivel M éllando:

Mg+Kq+Sq=f.
Ez az n szabadsagfoku lineéris rendszer mozgasat leir6 masodrendii inhomogén matrix diffe-
renciadlegyenlet. Formailag ez teljesen megegyezik az egyszabadsagfoku lineéris lengdrend-
szer jOl ismert mozgésegyenletével:

my + ky + sy = F(t)

Itt s = 1/c rugd merevsége.
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Legegyszeriibb esetként az n szabadsagfokt csillapitatlan lengdrendszer sajatlengését
vizsgéljuk. Ennek matrix differencialegyenlete homogén:

MG+Sq=0.
A megoldast a kovetkez6 alakban keressiik:
q=Im a(ei‘“ )

Itt ,,Im” a megoldasként feltételezett komplex vektor komponenseinek képzetes részére utal:
i =++/—1 és a a keresett sajatlengés korfrekvencidja.

az ismeretlen amplitidok vektora. Differencialassal:
G=-a’q
Behelyettesitve, a g kiemelése utan:
(S -a’M )q =0.
A feltételezett megoldast véve, mivel ' # 0:
(S—a*M)a=o.

Ez n egyenletbdl all6 homogén linearis egyenletrendszert jelent. A trividlis megoldas (a = 0)
esetében a rendszer nyugalomban van, mig ettdl eltérd megoldast akkor kapunk, ha az
egyenletrendszer egyiitthatoibol alkotott determindns zérus:

det(S— azM) =0.
Az S-a’M egyetlen matrixnak is tekinthet, amelynek az i-edik sorban 4ll6 k-adik eleme:
s, —a’my, .
A bemutatott algebrai feladat a matrix sajatérték probléméja. A determinans kifejtése utan
o’-re n-ed foku algebrai egyenletet kapunk. Ennek n valds gyoke egy-egy sajatérték. Ha a

rugomerevség-matrix (S) szingularis, vagyis determinansa zérus, akkor az egyik sajatérték
zérusra adodik. A sajatértékek pozitiv négyzetgyoke a sajatfrekvencia (o, as...0 ).
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Minden egyes sajatértékhez egy-egy sajatvektor tartozik (al,az,---an). Az i-edik sajatvektor
komponenseinek meghatarozasakor az

(S-a’M)a, =0

matrix-egyenletet kell megoldani. Az ismeretlen sajatvektor egyik elemének értéke tetszole-
gesen felvehetd. A gyakorlatban az elsé elemet szokas egységnyire valasztani (% = l). A

linedris egyenletrendszert megoldva a tobbi elem értéke is meghatarozhato. Az a,-hez tar-
toz6 sajatvektor:
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6. A MOZGASEGYENLET MEGOLDASA
6.1. Analitikus megoldas

Az 5.1. pontban egyszabadsagfoku csillapitott rendszerre felirt masodrendii inhomogén
lineéris differencidlegyenlet megoldasa két részbdl tevddik Gssze.
El6szor megkeressiik az

m'y+ky+X:0
c

homogén differencidlegyenlet yy altalanos megoldasat, majd hozzaadjuk az inhomogén
differencidlegyenlet yp partikularis megoldasat. A homogén differencidlegyenletet m-mel
végigosztva €s bevezetve az

o= ¢ DK
mc 2mo

jeloléseket:
y+2Day +a’y=0

Keressiik a megoldast a kovetkezd alakban:
v, = Ae™.
Behelyettesités utan, y, -val egyszeriisitve a karakterisztikus egyenletet kapjuk:
A +2Dok +a’ = 0.

Ennek gyodkei:

A, =-DatovD’-1.

a) Ha a D > 1, vagyis a csillapitas a kritikus értéknél nagyobb, mindkét gyok valos, igy a
homogén egyenlet megoldasa:

+Aze—wD2—1-1)

Az A és A,integralasi allando értéke a kezdeti feltételektdl fiigg. Ha példaul a # = 0 pilla-
natban y = A4 és y = Dad, akkor az itt nem kozolt részletszamitasok elvégzése utan:

Yy =Ae ™™ ch(om/ D’ -1 -t)

Az ennek megfeleld mozgas nem nevezhetd lengésnek. Képe a 6.1. dbran lathatd. Az dbra a
D =1 esetet is szemlélteti.
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} } } T T } } } } i i ; T T—
0123454678 910111213 t [sec]
6.1. abra: A kritikusnal nagyobb csillapitas esetében a mozgas mar nem nevezhetd lengésnek

b) A gyakorlatban a csillapitas rendszerint kisebb a kritikus értéknél (D < 1). Ilyenkor a ka-
rakterisztikus egyenlet megoldasa komplex gyokpar:

A, =-Dat io/1-D?
Az el6ébb felvett kezdeti feltételekkel, mivel ch ix = cosx:
yy =Ae ™" cos(ocﬁ‘t).
Ez a csillapodo lengés fiiggvénye (6.2. abra).

y maximumai egyenld id6kozonként 1épnek fel és ezek az intervallumok megegyeznek a T’
periodussal. Ebbdl kovetkezik, hogy két egymast kovetd maximum aranya

lesz. A InA= ZLT mennyiséget logaritmikus dekrementumnak nevezziik.
m
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Oszcillalo jellegh csillapitott mozgas

6.2. abra: Csillapitott lengés

Az inhomogén egyenlet partikularis megoldasat az
y, =K sin(ct — ¢)

alakban keressiik. Behelyettesités és az itt nem kozolt részletszamitasok elvégzése utan a

gerjesztett lengés amplitudoja (a A= @ jeloléssel):
o



A fazisszog:

2D\
(= arctg

1-2°

A homogén egyenlet megoldéasa csillapitott lengés (ill. D>1 esetén ,kuszas”), amely
elegendd 1d0 eltelte utan zérushoz tart. A gyakorlatban az allandésult allapotban is megma-
rado partikularis megoldast vizsgaljuk €s ezt nevezziik gerjesztett lengésnek. Nem foglalko-
zunk vele részletesebben, mert csupan a médszer bemutatasa volt a célunk.

Harmadik példaként irjuk fel a 6.3. abran vazolt haromtomegi torzids lengd-rendszer moz-
gasegyenleteit. A tomegek forgastengelyére szamitott tehetetlenségi nyomatékat © -val,

e1 e2 63
% /
c 12 023
a)
-M 12 M 12 _M23 M23
—_—r g —-—
AN
AN ..
—0,6,
—91(.[.)1 _63(.()3

b)

6.3. abra: Torzids rendszerek vizsgalatakor a nyomatékok egyensulyat irjuk fel

a koztiik levo tengelyszakaszok torzids rugoallandojat pedig c,, illetve c,,-mal jeloljik. A
tomegek tetszéleges kezddhelyzettdl mért elfordulasanak szoge: ¢,,¢,¢és ¢,. Az elsd tomeg-
re haté M,,nyomaték a ¢, rugd ¢, — ¢, elcsavarodasaval aranyos €s vele ellentétes (6.3.b.
abra). A masodik tomeg az M, és —M,, nyomatékok hatdsara végzi mozgasat, mig a harma-
dik tomeg ¢, szoggyorsuldsa a c,;torzids rugd @, — ¢, elcsavarodasaval aranyos. Az M,,,
illetve az M,, nyomaték az egyes tomegekre nézve kiilsé nyomaték. Ha ezekhez hozzaadjuk
a —0¢ nyomatékokat, akkor az egyes tomegek forgastengelyére nyomatéki egyensulyi
egyenleteket irhatunk fel:
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P =, +(P2_(P3 -0

®2¢2 -

P, =@y =0

Cx

®3([53 -

Ha a 6.3. 4bran vézolt rendszerben csillapités is lett volna, akkor a felirt mozgasegyenletekben
elsérendli (¢ -tal szorzott) tagok is szerepelnének. Gerjesztett lengések esetén a mozgas-

egyenletek jobb oldaldra az egyes tomegekre hatd gerjesztdé nyomatékot kellene irni. Mi-
vel mindhdrom mozgasegyenletiink jobb oldalan zérus all, a felirt masodrend, linearis diffe-
rencidlegyenlet-rendszer homogén. Az ilyen szimultin egyenletrendszerek megoldésa a
sajatlengés, amelyet a gyakorlat a tiszta harmonikus mozgéasnak megfeleld

¢, = A, sinat
¢, =A,sinat és
¢, = A,sinat

alakban keres. (Szokéasos a ¢, = A.e™ helyettesités is. Ilyenkor a megoldasban A -ra
komplex szamot kapunk, amely csillapitdsmentes esetben tiszta képzetes. A A=ia helyette-

sitéssel a megoldas az eldbb feltételezett alakra hozhatd.) Behelyettesités utan mindharom
egyenlet sin at-vel oszthato.

Rendezve:
A{@laz—i}Azl:o
Ci2 Ci2
AILJFAZ(@ZOLZ_L_L] A3L:()
Cp Cp ©Cxn Cx

AZL+A3[®3 ? —L}o

Cx

Ennek a homogén linedris algebrai egyenletrendszernek  trividlis megoldasa
(A1 =A,=A; =0) azt jelenti, hogy a lengdérendszer nyugalomban van. Az egyenletrend-

szernek csak akkor lesznek a trividlistl kiilonb6zé megoldésai, ha az egyiitthat6ibol alkotott
determinans, az un. karakterisztikus determinans zérussal egyenlo:

[Glaz —LJ L 0
Ci Ci
r ((%az_;ij R

Ciy Cp ©Cxn C

0 L (@3(12 _L]
Cx Cx

A determinanst kifejtve a karakterisztikus egyenletet kapjuk.
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Esetiinkben, rendezés utan:
o’ {a4®,®2®3012023 ~a’[®,0,c, +0,0,(c, +¢,,)+0,0,c,,]+0, +0, +0, }= 0

Az a® =0 gydk az allando szogsebességli forgast jelenti, mig a masik két gydk a két sajat-
lengés vetitd szogsebességének négyzetét adja, ami a gyakorlati esetekben mindig pozitiv
valos.

Legyen példaul ©, =0,, ©,=30, és O, =20, valamint c,, =2c, ésc,, =c,, akkor az

o = ® egyszerlsitd jeloléssel a sajat-lengések karakterisztikus egyenlete:
0€o
o2 2 o2
2 —2 - 3 —2 + 1 = 0
&y Q
Ennek gyokei:
> 3+49-8 , )
o, =———0, =0, ¢és
4
2 3 -\ 9 - 8 2 1 2
(Xz = Tao = 50(0

fgy a rendszer két sajatlengésének vetitd szogsebessége:

NG

o, =0, és o, :7%

Az egyes sajatfrekvencidkhoz tartozo lengéskép megrajzolasdhoz az els6 tomeg A, kitérését
rendszerint egységnyire valasztjuk (torzids lengések esetében A= 1 rad). fgy az algebrai
egyenletrendszeriink els6 egyenletét felhasznalva a méasodik tomeg lengésének amplitudoja:

A, =A(1-0,c,0).

Ha ezt a harmadik egyenletiinkbe helyettesitjiik, akkor:

A 1-0,.c,0’
3 1 2
1-0O;c,,0
. 1
Figyelembe véve a példahoz felvett adatokat, az o, = o, = ——=—= gy0k behelyettesitésekor:
0o
A, =1-2020 _ g

0€o
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- 0,2c,
O,c -1
A :—0 0 :—:1 .
3 (- 20,c, -1
O,c,
Az a, :72% megoldast véve
A, =1-20%% _g
2 20,¢, '

vagyis az o, korfrekvencidju sajatlengés esetében a kozépsdé tdmeg nem végez mozgast

(ez természetesen csak a felvett specidlis adatok esetén igaz). Most hidba helyettesitiink be
az A, -ra felirt 6sszefiiggésbe, értelmetlen eredményt kapunk.

Ilyenkor a harmadik tomeg kitérésének szdmitasara a harom egyenlet 6sszeadéasaval kapott
(A0, +A,0,+A.0,)a’>=0

Osszefiiggést hasznaljuk fel. Ez a perdiilet allandésagat fejezi ki, mivel nincs kiilsé nyo-
maték, A, =1és A,, =0 behelyettesitésével:

A szamitéssal kapott eredmények alapjan a 6.4. abran megrajzoltuk a példaban szerepld
lengdrendszer két lengésképét. Ilyenkor a rugéallandokat méretaranyosan kell felmérni.

- C;;=2C, ol C,=C, -
| Y
0 T
< <
' o=0
| — A e
| ] |
| Il |
| bS] |
I < I
- |
| :
— I o | Q
N i B
< & |
| | <
! | _V2
‘ o= 5 Olp
|

6.4. abra: A 6.3. abran vazolt torzios lengérendszer két lengésképe
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Az a, korfrekvenciaju sajatlengés esetében mindkét rugon taldlunk egy-egy csomopontot,

ha viszont az «,-nek megfeleld rezgéskép szerint inditjuk a lengérendszert, akkor a csomo-
pont a kozEépso tomeg helyén van.

A lengéskép hatarold vonalnak iranytangense alapjan kovetkeztethetiink az egyes rugok
igénybevételére, ugyanis a rugokat terheld nyomaték:

A -A, A, -A
_ 2 s M,y =—2 3
Ci Cas

M12

Megemlitjiik, hogy 4&ltalanos inditds esetében az «, és a, korfrekvencidju sajatlengés
szuperponalodik, és ezekhez még egy € €s €, nullfazisszoget is fel kell venni az inditds mod-
janak figyelembevételére. Igy a tomegek szogelfordulasat leird fiiggvények:

@, = A, sin(o,t +¢ )+ A, sin(o,t+¢,)
0, =A, sin(oclt +e )+ A, sin(oczt + 82)
0, =A,, sin(oclt +¢, )+ A, sin(azt + 82)
Ha az élland6 szogsebességli forgas esetét ki akarjuk rekeszteni, akkor induldskor a
0,0, +0,p, +0;0; =0

feltételnek is teljesiilnie kell.

6.2. Megoldas a fazis-sikon

A kovetkezOkben bemutatandd mddszer fOleg az egyszabadsagfokli, nemlinearis rendszerek
esetében hasznalhat6 sikerrel. A gerjesztés és a rendszer paraméterei tetszolegesen valtoz-
hatnak. Az itt targyalando eljards a fizikai tartalmat helyezi el6térbe. A dinamikai prob-
1émak mas megvilagitasba helyezésével a jelenségek szemléletes bemutatasa a cél.

A modszer bevezetéseként tételezziik fel, hogy a 6.5. abran vazolt egyszabadsagfoka lengo-
rendszer rugdzasa tetszdleges, vagyis a rugalmas visszatéritd erd az altalanos alakban meg-
adott F. = R(X) fiiggvény szerint valtozik. Ha az m tomeget v, kezddsebességgel mozgasnak
inditjuk, akkor annak mozgasat

mX + R(X) =0

masodrendi homogén differencialegyenlet irja le. Szorozzuk be ennek minden tagjat x&-tal,
akkor az elso tag atalakitasa utan:

i(émX2J+R(x)X:O.

dt
Ha e kifejezést az 1d6 szerint integraljuk, és figyelembe vessziik, hogy xdt = dx, akkor:
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1 ., . .
mez +£R(x)dx = allando.

R(X)

a)

X4 X

b)

©)

6.5. dbra: A v — x sikon megrajzolt fazisportrérol a vizsgalt
lengorendszer szamos tulajdonsaga leolvashaté

Itt az els6 tag az m tdomeg mozgasi energidjat jelenti, mig a masodik tag a rugoban felhalmo-
zott helyzeti energia, amelynek nagysdga az x elmozduléstdl fiigg, és konkrétan megadott
R(x) esetében integralassal meghatarozhatd. Ezt U-val jelolve, a 6.5/b éabran vazolt gorbe
ban.
Esetiinkben ez

1

E, =5mvé

El6z6 egyenletiinkbdl a mozgas pillanatnyi sebessége:

X=v= E(EO—U).
m

ahol

UII‘R(X)dX.

0
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A felirt osszefliggések értelmében a v sebesség az x-tdl fiigg, tehadt az x — v koordinatarend-
szerben, vagyis a fazis-sikon gorbével éabrdzolhatdé. A 6.5/c dbraba berajzolt vonalat fazis-
gorbének nevezziik:

A fazisgdrbe harom fontos tulajdonsaga:

a) Amikor v pozitiv, x novekszik, vagyis az x tengely folott csak balrol jobbra, alatta pedig
jobbrol balra mennek a gorbék.

b) v = 0 esetén x-nek sz¢lsd értéke van, vagyis a fazisgérbék fiiggdlegesen metszik az x
tengelyt. Kivételt képeznek a szingularis esetek.

¢) Ha nincs csillapitas, vagy gerjesztés, akkor a rendszer 0sszenergidja nem valtozik. Ilyen-

kor az E,¢és egy adott x-hez tartozd U helyzeti energia kiillonbsége a tomeg mozgasi

energiajat jelenti. Ez oda- €s visszamenetkor ugyanakkora, tehat az x tengely a fazisgorbe
szimmetriatengelye.

A 6.5/b abran az U=U(x) gorbét ugy adtuk meg, hogy annak a negativ x, helyen sz¢lsd
értéke legyen (ilyen a gyakorlatban is el6fordulhat). Mivel esetiinkben £, nagyobb, mint az
U, sz€lIs6 értek, a tomeg nem tér vissza egyensulyi helyzetébe, hanem az x, helyzet el-
érése utan a koordinatarendszer kezddpontjatol tdvolodo sebessége ndvekedni fog.

A hataresetre (EO =U 1) vonatkoz6 fazisgorbét a 6.5/c abran eredményvonal szemlélteti. A

— x, helyen megall6 tdmeg egyensulya labilis, tehat a mozgas két iranyban is folytatddhat az
I vagy L II” gorbe szakasznak megfelelden. Az ilyen szingularis pontot nyeregpontnak
nevezzik. Itt a fazisgdérbe nem merdleges az x tengelyre.

A fazis-sik modszer csillapitasos esetben is hasznalhato. Kiilondsen akkor eldnyds, ami-
kor Coulomb-féle surlodas fékezi a mozgast. Ha a linearis rugdzast rendszer m tomegét
A, értékkel kitéritjiik, akkor a rugdban felhalmozott helyzeti energia:

AZ
U,=—"-

2c
A rendszer energiajat a surlodassal elvont munka csokkenti. A surloddo eré a mozgas sebes-
ségével ellentétes értelmii (F, = —Ssgnv). Az x helyzet eléréséig felemésztett munka:

W, = IFCde = —sidx =S(A, —x).

A A

A 6.6/a 4bra szerint a tdmeg mozgasi energiaja az x helyen:

E=U,-S(A, —x)—2—=m—.

Szorozzunk végig 2c-vel, majd rendezziik egyenletiinket, és vezessiik be az o* = R jelo-
mc
lést:
V2
—+ x* —=2Scx = A} —2ScA,
o
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Ug =A12/Zc

6.6. abra: Coulomb-féle surlodas esetében a fazis-gorbe félkorivekbdl all

Ha e kifejezés mindkét oldaldhoz S°c’-et hozzdadunk, akkor a kéttagli kifejezések teljes
négyzetét véve:

(lf + (x-S = (A, —Scf

o

A modositott fazis-sikon, vagyis az olyan koordinatarendszerben, amelynek egyik tenge-
lye A , amasik x, ez egy koriv egyenlete. A kor kozéppontja Sc tavolsagra van az x tengelytdl
a

(6.6/b abra). Az A kitérés elérésekor a tomeg egy pillanatra megéll, majd visszafelé kezd
mozogni. Mivel a surlodo eré eldjele megvaltozott, ezért a masodik koriv kozéppontja az x
tengelytél balra Sc tavolsagban van. Igy a surlodasos lengés fazisgorbéje az O,és O, kozép-
pontokbdl felvaltva rajzolt félkorivekbdl all. Jol megfigyelhetd az egymast kovetd kitérések
(A,,A,---) csokkenése. Az A; kitérés elérése utdn a mozgas befejezédik, mert A, <Sc.
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A *Sc szakaszon beliil a strlodd eré nagyobb, mint a rugoerd, tehat a rugd nem képes a to-
meget all6 helyzetébdl elmozditani.

6.3. Megoldas komplex valtozok segitségével
Ha az egyszabadsagfoku, csillapitatlan, linearis lengérendszer mozgasanak differencidl-
egyenletét
7+0’z=0
alakban irjuk fel, és a megoldast
z = Ke"

alakban keressiik, akkor behelyettesités utan:

LKe" +a’Ke™ =0.
fgy L7+ a’ =0 karakterisztikus egyenlet gyokei:

A = tia
Itt 1=++/—1 a képzetes egység. A z komplex megoldas tobbféle alakban is felirhato:
z=Ke™ =K(cosat +isinat)= x +iy

K a kezdeti feltételektdl fliggd komplex amplitidot jelenti.
Az altalanosan elfogadott megallapodas szerint a mozgas kitérése a z komplex vektor képze-
tes része:

y= Im(z) =Ksinat.
Ugyanez érvényes a mozgas sebességére is:

v = Im(z) = Kacos at = aRe(z) = ax .

Nézziik példaul a csillapitott lengd mozgast. A

7+2Doz+0a’z=0
differencidlegyenlet komplex megoldasat most is

z = Ke™

alakban keressiik. A karakterisztikus egyenlet:

A+ 2Dod + o’ = 0.

Ennek gydkei D < 1 esetében, a y= a/1—D* helyettesitéssel:

A,=-Do +1y
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és
A,=—Da —1y.

A komplex vektor pozitiv forgasanak megfelelé megoldast véve:

7 = Ke—aDteiyt .
Differencialassal:

z=K(- Do +iy)e "e™.
Mivel y = ov1-D? :
E=(—D+i\/1—D2)-z .

a



A mechanikai lengérendszerek villamos megfeleldjét mutatja a 6.1.
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tablazat

Mechanikai rendszer

egyenesvonalu lengés

forgo lengés

elmozdulés y szogelfordulas 4
sebesség v=y szO0gsebesség 0=0
erd F nyomaték M
tomeg m tehetetlenségi nyomaték ®
rugdallandd c torzios rugoallando ¢,
a csillapitas tényezdje k a torzios csillapités tényezdje k,
mozgasi energia my? mozgasi energia Ow?
2 2
helyzeti energia y? helyzeti energia o’
2c 2c¢,
mozgasmennyis¢g my perdiilet Ow
0 1
1 o=
. { A ¢, \Oc,
o= -4 _ __ _ .
m Amc g
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0
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Villamos megfelel6

a "klasszikus" analogia szerint

a Hahnie-Firestone-féle analogia szerint

villamos toltés 0 magneses fluxus )
aramerdsség I=Q fesziiltség U=
fesziiltség U aramerdsség /
Oninduktivitds L kapacitas C
kapacitas C oninduktivités L
ohmos ellenallés R villamos vezetoképesség G 1
R
a magneses tér energiaja LI az elektrosztatikus tér CU?>
B energidja B
az elektrosztatikus tér 0’ a magneses tér energidja D>
energiaja 20 oL
magneses fluxus d=LI villamos t6ltés 0=CU

FWM —

i

1 C L
CI):—\/LC T %
LC
T

mR

6.4  Tipus rendszerek és a feladatok visszavezetése




A gyakorlatban legtobbszor olyan gerjesztett rezgést kell vizsgalnunk, amelyben a gerjesztd
hatés periodikus €és a rendszer linearis karakterisztikaji elemekkel kozelithetd meg. Az ilyen
egyszabadsagfoku rendszerek ot alaptipusba sorolhatok, illetve a példdkban kozolt modon
atalakithatok ezek valamelyikére. A rezonancia kornyezetében még a tobbszabadsagfoku
rendszerek is az egyszabadsagfoku rendszerhez hasonloan viselkednek, tehat a kdvetkezok-
ben kozlendd szamitasi képletek és diagramok megfeleld dvatossaggal ezekre is alkalmazha-
tok. Az ot alaptipus parhuzamos targyaldsa azért is eldnyos, mert a diagramokban kozolt
eredmények Osszevetésével olyan szemléletet nyerhetiink, amelynek alapjan eldre kovetkez-
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tetni tudunk egy adott rendszer lengéstani viselkedésére.

A 6.2. tabldzatban Osszefoglaldoan megadjuk az 6t alaptipus modelljének vazlatat €és moz-
gasegyenletét. A konnyebb megnevezhetoség érdekében az egyes tipusokat onkényesen A-E

betiikkel jeldltiik.

6.2.

tablazat

Az egyszabadsagfoku linedris rendszer gerjesztett lengésének alaptipusai

Jel A modell vazlata A rendszer mozgas- A gerjesztés
egyenlete modja
N . allando
k ; RS 2
A _/\7\/\/\2 m F,sinot my + ky + c Fo sin ot erével
/ D .. . . tomeg-
ik Totor™ |my+ky+L= m,ro’sin ¢ 5
B c {{/i c erével
VVYV m T
- s itgerjesztés
/ 1 sinot . oy _r.. utgerjesz
C N I'n . my + ky + ST sin mt rugoval
ST 77777 77777777777
—~ rsinat oY utgerjesztés
D . | J my + ky + o kor cos mt csillapité-
t val
S utgerjesztés
rsinot | MY T ky + ; = pérhuza-
E m [T k c r mos
= kor cos ot + —sin ot rugoval és
¢ csillapito-

val

azzi;ﬂ:
mc
p=_k_
2ma
azzl;iz
mc
p-_k_
2ma
azzi;i:
mc
Dz—k
2ma
azzi;/’lz
mc
D= k
2ma
azzi;i:
mc
Dz—k
2ma
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7. A MOZGASEGYENLET MEGOLDASANAK NUMERIKUS MODSZEREI

Numerikus szamitasok esetén mindig véges tizedes tortekkel, tehat racionalis szamokkal dol-
gozunk. Ilyenkor nincs szilikségiink olyan fogalmak ismeretére mint ,,valos szam, kontinuum,
folytonossag, hatarérték”. Ezeket a digitalis elektronikus szamit6gép nem ,,ismeri”’. Ha olyan
matematikai feladatot akarunk szdmitégépen megoldani, amelyekben ezek a fogalmak fellép-
nek, akkor eldszor el kell végezniink a feladat un. diszkretizalasat. A legegyszeriibb példa erre
a differencialhdnyados helyettesitése a differenciahdnyadossal. A diszkretizalassal a feladatot
egyuttal algebraizaljuk is, hiszen csak véges sok kezdeti adatbdl kiindulva kell szdmolnunk.

A differencialegyenletek és a matematikai analizis feladatainak numerikus elmélete foleg az-
zal foglalkozik, hogy hogyan kell elvégezni a diszkretizalast.

Az eljaras soran hibak 1épnek fel. Ez az eredeti folytonos feladat és diszkrét megfeleldje ko-
zOtti eltérésbol ered. Ezeket a hibakat igen sokat tanulmanyoztak, az elektronikus szamitogé-
pek segitségével elég finom diszkretizalassal, tobbnyire elhanyagolhatdéan kicsinnyé tehetok.
Tapasztalat szerint nagyobb baj az, ami ezutan a szamitogépben kovetkezik be. Az igen nagy
sebességgel végrehajtott nagy mennyiségli miivelet soran mindenféle elére nem latott numeri-
kus instabilitas, a kerekitési hibak és tizedesjegy-vesztések halmozodasa 1éphet fel, roviden a
numerikus hibak. Igazi Szkiilla és Khariibdisz: minél finomabb a diszkretizalas, annal tobb
miiveletet végez a gép, €és rdadasul még azt is szeretnénk, hogy a végeredmény pontosabb
legyen mint a durva diszkretizalaskor. A szamitogépek fejlédésével a numerikus hibak jelen-
tdsége a diszkretizacios hibdkéhoz viszonyitva mind nagyobb lesz.

7.1. Numerikus differencialas

Az x, y koordinata-rendszerben tekintsiik az x,, x,,...x, abszcisszakat (az igynevezett alap-
pontokat) és a hozzajuk rendelt y,, y,,...y, ordinataértékeket. Az alappontok legyenek paron-
ként kiilonb6zok, és indexezziik ket ndvekvo sorrendben:

X, <X, <..<Xx,.

Az (xo,xn) nyitott intervallumot alapintervallumnak nevezziik. Az 4, (x,., y,.) pontokat ugyan-

csak szokds alappontoknak nevezni. A 7.1. abran n = 3, x,,x,,x,,x; alappontokat

ekvidisztans moédon vettiik fel, azaz két-két szomszédos alappont tdvolsaga ugyanaz a 4 allan-
do, az Gn. 1épéskoz.
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A

7.1. abra. Interpolacio, differencialés

A tovabbiakban nemcsak az ekvidisztans esettel foglalkozunk. Keressiik azt a Pn(x) (legfel-
jebb) n-edfokt polinomot, amelynek fiiggvénygorbéje dtmegy az n + 1 szdmu A4, alapponton.

P (x) -et tehat gy kell meghataroznunk, hogy

Pn(xO) =Yy
Pn(xl):yla---:
B(x,)=, (1)

teljestiljon.

frjuk fel P, (x) -et egyenlore hatarozatlan egytitthatokkal

P(x)=ax" +a,x"" +..+a, x+a,

n

Az (1) feltételek szerint
a,x; +al)ci”*1 +ota, x,+a, =y, i=0,1,..,n

Ez egy, az a,,a,,L a, ismeretlenekre vonatkozo, n + 1 egyenletbdl allo lineéris egyenletrend-
szer.
Vizsgaljuk az
n n—1 —
a,x; +a,x; +..+a, x,+a, =0,

homogén linedris egyenletrendszert. Ez annak az esetnek felel meg, amikor az eldirt
ordinataértékek mindegyike 0. Az (1) egyenletek ebben a specialis esetben

P(x,)=0, P, (x,)=0...., P(x,)=0

n
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azaz a Pn(x) polinomnak »n + 1 gydke van: x,, x,,...x, . Egy n-edfokl polinomnak legfeljebb
n gyoke lehet, hacsak nem azonosan 0. Minthogy az itteni ﬂ(x) polinomnak » + 1 kiilonb6z6

gyoke van, ezért valamennyi a, egylitthatoja 0. A homogén linearis egyenletrendszernek igy
csak trividlis megoldasa van. A linearis algebra alaptétele szerint a (2) inhomogén egyenlet-
rendszer megoldhat6 ¢és az a,a,,...a, megoldas egyértelmiien meghatarozott. A megoldasbol
adodo Pn(x) polinomot az adott alappontokhoz tartozo interpolaciés polinomnak nevezziik.

Ervényes tehat a kovetkez tétel: n + 1 alapponthoz pontosan egy (legfeljebb) n-edfoku inter-
polacios polinom tartozik.

A linearis algebra alaptétele:

Tekintsiink egy n egyenletbdl all6 n-ismeretlenes linearis egyenletrendszert. Ha az ehhez tar-
tozo homogén egyenletrendszernek csak trividlis megoldasa van, akkor az adott egyenletrend-
szer megoldhato és a megoldas egyértelmiien meghatarozott.

7.2. Numerikus integralas

A trapézszabaly. Legyenek egy f(x) fliggvény értékei az x,,x,alappontokban y,és y, (7.2.
abra). Meg akarjuk hatarozni az f{x) fliggvény alapintervallumra vonatkozo

;i.] f (x)dx

integraljanak valamely kozelito értékét, az alappontbeli fliggvényértékek felhasznalasaval. Az
integral értéke megegyezik az x-tengely, az alappontokon atmend fliggdleges egyenesek és az
f(x) figgvény gorbéje altal hatarolt tartomany teriiletével. Ezt a teriiletet példaul ugy kozelit-
hetjiik, hogy a fliggvénygorbét az 4,4, huarral helyettesitjiik, igy egy trapézhoz jutunk (7.2.
abra).

yi

7.2. abra. Trapézszabaly
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Ennek teriilete 7= g( Vo + yl) , ahonnan az

J1(x)as~ =200+ ,) ©)

Yo

kozelitd formulat kapjuk. A diszkretizacios hiba becsléséhez huizzuk meg az A4, ¢és az A, pont-
beli érintbket, és vezessiik be az

y(') =f‘(xo)s y; =f‘(x1)

jeloléseket. A bal oldali érintd y, +§ y, magassdgban metszi a trapéz kozépvonalat, igy a bal

oldali bevonalkazott trapéz teriilete

h h . h h
n Yot yo"’Eyo :§y0+§yo
A jobb oldali érint6 altal hasonloan meghatarozott trapéz teriilete

h h* .
Eyl _?yl

A két kis trapéz T~ teriiletosszege az eredeti integral egy masik lehetséges kozelitése:

T =§(yo+y1)+%(y5—yi)=T—%(yi—y<}) )

Megjegyzések a numerikus integraldssal kapcsolatban. Hatdrozzuk meg az x,,x,,x, alap-
pontok felhasznalasaval a 7.3. abran lathatd fiiggvény integraljat az (xo,xz) intervallumon.

Az intervallum hossza /=x, —x,.
A trapézkozelitések

I /
T1=5(yo+yz), T2=Z(yo+2y1+yz)-

igy a Simpson-kdzelitéssel

/
S, =g(yo +4y,+,)
A kapott

J £~ 5+ 47,4 22) (5)

kozelité formulat Simpson-szabalynak nevezziik.
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"

7.3. dbra. A Simpson-formula, S, a bevonalkazott teriilet

7.3.  Elsoérendii differencialegyenletek

Most bemutatunk egy példat kozonséges differencidlegyenlet diszkretizalasara linearis diffe-
rencialegyenlet esetében.
Keressiik azt az y(x) fiiggvényt, amely kielégiti az

y =Xy (6)

differencidlegyenletet (ahol y* az y(x) fiiggvény x szerinti differencidlhanyadosat jeloli), és az
Yy (xo) =)o (7)

kezdeti feltételt; itt x, és y, adott szdamok. Meg kell tehat hatdroznunk a tovabbi x értékek-
hez tartozé y(x) fliggvényértékeket. Szemeljiink ki egy x,-hoz elég kozelesé x, pontot. A
h=x—x, mennyiséget elso lépéskdznek nevezziik /7.2. dbra/.

A (6) differencialegyenlet mindkét oldalat integraljuk x, -tol x, -ig:

A bal oldali integral éppen y(x1 )— y(xo ) , innen

X

y(xl) = y(xo) - Ixydx. (8)

X0

Mas a helyzet a masik integrallal. Az y(x) fliggvényt nem ismerjiik, igy az integralt csak koze-
litéleg szdmithatjuk ki, példdul a (3) trapézszabaly segitségével. Az integrandus az xy(x)
fliggvény. A trapézszabaly szerint

Xy

Ixydx ~ g[xoy(xo) + x]y()c1 )]

Xy

igy (8) alapjan:
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#(0) ~ »(x0) =3[ (x) +309()]

A kezdeti feltételbol y(xo) ismert, ezért itt az egyetlen ismeretlen az y(xl) fliggvényértek.

Helyettesitsiik a kozelitd egyenldség jelét egyenldségjellel, figyelembe véve, hogy igy az
y(xl) fiiggvényérteknek csak egy kozelitését kapjuk, amelyet y,-gyel jeldliink.

h
Vi :yo_E(xoyo"'xl)ﬁ) )

Az y(xl) fiiggvényérték y, kozelitését igy az y(x)-re vonatkozé linearis differenciilegyenlet

diszkretizalasaval keletkezO egyismeretlenes linearis egyenletbél hatarozhatjuk meg.

A megoldas:

_ 2-hx,
2+ hx, Yo

1 (10)

Az y, kozelités természetesen annal pontosabb, minél kisebb a 4 1épéskoz.

A kovetkez6 1épésben y, lesz a kezdeti érték és x; szerepét egy Uj x, hely veszi at. Legyen
az x, —x, 1épéskoz ismét A, igy y(xz) kozelito értéke:

2 —hx,
T4 hx, 4

Y

Minthogy mar y, is pontatlan volt, igy y, varhatéan még rosszabbul kozeliti y(xz) -t. Az

eljaras soran egyre erdsebben jelentkezik a diszkretizacids hiba. Ez az oka annak, hogy a gya-
korlatban tobbnyire nem allando 1épéskdzt alkalmaznak, hanem példaul csokkentik a 1épés-
kozt azokon az intervallumokon, ahol y(x) erésen valtozik.
Az eljarast folytatva az

2—hx,

= 11
yn+l 2 + hxn+l yn ( )

rekurziv formulahoz jutunk, amelynek segitségével elkészithetjiik az y(x) fiiggvény & 1€pés-
kozi tablazatat.

Példa.
x,=0, Vo=1, h=0,1 (12)
y, = 2 0995 y, = 22001 995~ 0,980
2+0,01 2+0,02

x=| 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
y=| 1 0995 0,980 0,956 0,923 0,882
A differencidlegyenlet pontos megoldasa:
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Ellendrizhetd, hogy a kapott fliggvényértékek harom jegyre pontosak.

Differencialegyenletek kozelité megoldasakor a f6 nehézséget a 1épéskoz megfelelé valasz-
tasa, illetve az eljaras alatti valtoztatasa jelenti. Kicsiny 4 esetében a diszkretizacids hiba ki-
csi, de a sok 1épés miatt a numerikus hibak halmozodnak.

7.3.1. Elsorendi nemlinearis differencialegyenletek

Az elsérendt differencidlegyenlet altalanos alakja
¥'= f(x,9) (13)

ahol f(x, y) adott kétvaltozos fliggvény. Ehhez jarul még valamely x, helyen az

W(x) =y (14)

kezdeti feltétel — ugyancsak adott x, és y,-lal. Valasszuk meg a & 1épéskozt, tekintsiik az

X, = x, +h helyet és integraljuk a differencialegyenletet az (xo,xl) intervallumon.

§(x) = 3(x)+ [ £,
A trapézszabalyt alkalmazva innen y(x,) y, kozelité értékére az

yl:yo+§[f(xo>y0)+f(x1ay1)] (15)

egyenletet kapjuk, ahol az ismeretlen y, a jobb oldalon is fellép, mint az f fiiggvény egyik
valtozoja.

Ha (13) nemlinearis differencialegyenlet, azaz f, mint y fliggvénye nemlinearis, akkor az y, -
re vonatkozd, diszkretizalassal nyert (15) egyenlet sem linearis. Az egyenletet legkényelme-
sebben iteracioval oldhatjuk meg. y, valamilyen kozelitését behelyettesitjiik (15) jobb oldala-
ba, igy a bal oldalon jobb kdozelitést kapunk, s. i. t.

Egy elsd kozelitést példaul a kovetkez6 modon allithatunk eld. A kezdeti feltételbdl tudjuk,
hogy a keresett y(x) fliggvény értéke az x, helyen y,. A differencidlegyenletbdl kovetkezik,

hogy az y(x) fiiggvény elso differencialhanyadosa az x, helyen:

y(') :f(x()ayo)
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AN | Y,
] P
TR0
2
vily, [¥2
Yo
—
Xp Xy X2 X
h h

7.4. abra. A Heun és a Runge-Kutta modszerek.

A 7.4. abran feltiintetjiik a keresett fliggvény képét és e gorbe x, -beli érintdjét.
Ha a gorbét az (x,, x,) intervallumon ezzel az érintével helyettesitjiik, azaz linearizalunk,

akkor y,
Y= Yo +hyy = yo+hf (x5, ) (16)

kozelitését kapjuk. Ezt az Osszefiiggést prediktornak is nevezik, minthogy a kiindulé kozeli-
tést adja meg. Helyettesitsiik y, -ot (15) jobb oldaléba, igy a jobb

yl:yo+§[f(xoay0)+f(x1ay1*)] (17)

kozelitést kapjuk és ezzel be is fejezziik az iteraciot. /A kapott értéket tulajdonképpen ismét a
jobb oldalba kellene helyettesiteni. s.i.t. A (17) Osszefliggést korrektornak nevezik, hiszen az

y, kozelitést korrigdlja.
Ha megelégsziink magéval az y, kiindul6 kozelitéssel, akkor Euler médszerérél beszéliink, ha
viszont korrekcidt is alkalmazunk, akkor Heun mddszeréhez jutunk. Az eljaras diszkretizacios

hibgja két részbdl tevddik Ossze: az egyik az integral trapézszaballyal vald kozelitésébdl, ma-
sik az iteracio megszakitasabol adodik. Bevezetve az

fozf(xmyo)a fl*zf(xlayl*) (18)

jeloléseket, a kovetkezd pontban dsszefoglaljuk az eddigieket.
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7.3.2. Heun-moédszer az y' = f{(x, y) differencidlegyenlet megoldasara az y(xo) =y, kezdeti

feltétel mellett. E16szor megvalasztjuk a / 1épéskozt, majd x, = x,, + A -val kiszamitjuk az

)/1* =y, +hf, prediktort és az

(19)
h .
=N +E<f° +f ) korrektort.

A kovetkezd 1épésben az eljarast az x,,y, kezdeti értékekbdl kiindulva ismételjiik meg.

Példa. A (13) differencialegyenlet esetében

Jx, ) = —xy
A (12) kezdeti feltétel €s 1épéskdz mellett

fo=0 y =1 f7=-01 y =1+0,05-0,1)=0,995 (20)

ami megegyezik a (12) tablazatban talalhato értékkel.
Heun modszere durva, de egyszerii és nagyon stabil eljaras differencidlegyenletek kozelitd
megoldasara.

7.3.3. Runge - Kutta-modszerek.

Kézenfekvd az a feltételezés, hogy eljarasaink pontosabba valnak, ha a trapézszabaly helyett
valamelyik pontosabb mddszert — példaul a Simpson-szabalyt alkalmazzuk. Tegylik fel, hogy

az y, = y(xo) kezdeti értéken kiviil mar a 4 hossziisagu (xo,xl) intervallum masik végpont;ja-
hoz tartozé y, = y(xl) fliggvényérték is ismert (7.4. dbra). Vegylink fel még egy 4 hosszisagu
intervallumot — ennek jobb oldali végpontja legyen x, — és integraljuk a (13) differencial-

egyenletet a 2/ hosszisagi (xo,xz) intervallumon:

y(xz):y(x0)+Tf(x,y) dx

X0

Az f(x,y) integrandus y valtozdja helyébe itt természetesen a keresett y(x) fliggvényt kell he-
lyettesiteniink. Az integrandus az x,,x,,x, helyeken rendre az

F(xoyo)s fxn), f(x03,)

értékeket veszi fel.

Az alapintervallum hossza [ = 2h.
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Az els6 Runge - Kutta médszer az y' = f(x,y) differencidlegyenlet megoldasara az
y(xo) =y, kezdeti feltétel mellett:

Megvalasztjuk az x, és x, = x,+h kozotti h 1épéskozt, majd végrehajtjuk a (22) szdmitdso-
kat.

k, = hf (x,,3,)
h
kZ_hf(x 27y0 j
h k,
3—hf(x ,yo+—+ j (22)

4
k, hf X, +h,y,—k, +2k)

tan
|

Y=Y, +g(k1 +4k; +k,)

A kapott y, a keresett y(xl) fiiggvényértek egy kozelitése. Az x,,y, kezdeti értékekbdl ki-

indulva megismételjiik az eljarast — esetleg mas lépéskozzel, s.i.t.

Példa. A (13) differencidlegyenletben x, =0, y, =1, A =0,1 esetén
k, =0, k,=-0,005, k,=-0,00499375,
k, =-0,009950125 v, =0,995012479.

A kapott eredmény minden kiirt jegyében megegyezik a pontos megoldassal.

7.4. A mozgasegyenletek visszavezetése elsérendiire

A masodrendi, nemlineéris, inhomogén, explicit differencidlegyenlet vagy differencial-
egyenlet-rendszer megoldésa gyakorlatilag csak valamilyen alkalmas numerikus modszer-
rel torténhet. Ezek a modszerek csak elsérendil egyenletek megoldasara alkalmasak, ezért az

egyenletrendszert at kell alakitani elsérendil differencialegyenlet-rendszerré.

Az egydimenzidés masodrendli explicit differencidlegyenlet-rendszer révid alakban felirva:

j=f(ty.y) eRrV

Kétdimenzios elsérendii differencialegyenlet-rendszerré atalakitva:

:P’l}:{f(t:yzayl)} cRY
Y2 g

il y={yl} e R®
B BZ)
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A kezdbértékek vektora

28] e

yz(to)

Az atalakitott differencidlegyenlet-rendszer kozvetlentil alkalmas a numerikus megoldas vég-
rehajtasara.
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Gépészeti rendszertechnika

Ellen6rz6 kérdések

WXk W=

41.

42.
43.

A rendszer fogalma

A folyamat fogalma

A torvény fogalma

A torvény meghatarozasanak modszertana (torvényszertiségek)
A leiro jellemzok felosztasa

A modell

A modellezés

A rendszermodell fajtai

A szimulacié fogalma

. A matematikai modell jellege szerinti modellparok

. A matematikai modell megalkotasanak moédjai

. A rendszeridentifikécio feladatkitiizése

. Az identifikalt modell el6allitasa

. Az id6ben valtozo fizikai folyamat felosztasa

. Az identifikacids probléma besorolasa

. A rendszervizsgalat abrdzolasi modjai

. A jel fogalma

. A jelek osztalyozésa

. Gerjesztd jelek (diagramok)

. A determinisztikus jelek fogalma

. A harmonikus jel kinematikai jellemzd6i, leirasa

. A periodikus jel kinematikai jellemzdi, leirdsa

. A nemperiodikus jel leirasa a frekvenciatérben

. A rendszejellemz6 fiiggvény fogalma

. Az adtmeneti fiiggvény

. A gerjesztés kozelitése 1épcsds gorbével

. A t=0 iddpillanatban fellépd ugras hatasara 1étrejovo felelet

. A t iddpillanatban fellépd ugras hatasara 1étrejovo felelet

. Tetszbleges gerjesztés hatdsara létrejovo felelet az dtmeneti fliggvénnyel kifejezve
. Az atmeneti fliggvény meghatdrozasa méréssel

. Dirac impulzus

. A sulyfliggvény eldallitdsa az &tmeneti fliggvénybol

. Az é4lland6 amplitudo6ju impulzus kozelitése Dirac impulzussal

. A rendszer felelete az egységnyi erdésségli impulzus alaka gerjesztésre
. A gerjesztés kozelitése Dirac impulzussal

. At hosszusagu gerjesztés hatasara 1étrejovo felelet

. TetszOleges gerjesztés hatasara 1étrejovo felelet a stlyfliggvénnyel kifejezve
. Frekvencia jelleggorbe

. Atviteli figgvény

. Egyszabadsagfok rendszerrel torténd atvitel az ido- és a frekvenciatartomanyban

az atmeneti fiiggvénnyel kifejezve

Egyszabadsagfoku rendszerrel torténd atvitel az id6- €s a frekvenciatartomanyban
a sulyfliggvénnyel kifejezve

A sztochasztikus jelek fogalma

A sztochasztikus folyamat vizsgalati modszerei



44.
45.
46.
47.
48.
49.
50.
51.
52.

53.

54.
. Mozgasegyenletek megoldasa numerikus méodszerrel

55
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Mintafliggvény fogalma

Mintaregisztratum fogalma

Stochasztikus folyamat felosztasa

Stacionaritas

Ergodicitas

A sztochasztikus folyamat statisztikai jellemzdi az amplitud6 tartomanyban

A sztochasztikus folyamat jellemzdi az idétartomanyban

A sztochasztikus folyamat jellemz6i a frekvenciatartoményban

Egyszabadsagfoku rendszerrel torténd atvitel sztochasztikus folyamat esetén az id6tarto-
manyban

Egyszabadsagfoku rendszerrel torténd atvitel sztochasztikus folyamat esetén a frekvencia-
tartomanyban

Mozgasegyenletek felirasanak modszerei
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