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A

HAJTASTECHNIKA

tantargy célja: Megismertetni a hallgatokat a jarmiivek és gépek hajtasanal al-

kalmazhaté alapmegoldasokkal, a kiilonb6zd hajtasrendszerek kinematikai, dinami-
kai €s energetikai sajatossagaival, tovabba a hajtasrendszerekkel kapcsolatos gépcso-
port egylittmikodési (vezérlési- és szabalyozasi) problémakkal.

1.

10

1.

12.

13.

14.

A jarmivek hajtasrendszereinek attekintd elemzése. A hajtasrendszerek csoporto-
sitasa, energia atalakitds az energiaforrastdl a hajtott gépig. Az erdgépek jelleg-
g0rbéi, a hajtasrendszer feladatai, a teljesitmény atvitel jellemzdi.

. Mechanizmusok a hajtasrendszerekben. Szabadsagfok, mozgasegyenletek, erdtor-

vények, kényszeregyenletek. Kinematikai lanc €s szerkezeti képlet.

. Mechanizmusok helyzetének és mozgasanak elemzése. Koordinata transzforméci-

ok. Nyitott és zart kinematikai lancok sebesség viszonyai. A sebességi allapot.

. A mechanikus erdatvitel jellegzetes mechanizmusainak (egyenesbe vezetdk, karan-

kapcsolatok, rudazatos hajtasok) kinematikai és er6hatas folyamatai.

. Fogaskerekes mechanizmusok, hajtémiivek - bolygémiivek (elemi bolygomii, 6ssze-

tett bolygémiivek, differencidlmiivek, tengelyhajtasok).

. A mechanikus hajtasrendszer, fokozatkiosztas, jelleggdrbe transzformacio. Jellegzetes

szerkezeti kialakitasok, sebességvaltok, iranyvaltok,.tengelykapcsolok.

. A hidraulikus hajtasrendszerek miikodési elvei, hidrodinamikus és hidrosztatikus

hajtasrendszerek. A hidrodinamikus hajtasrendszerek szerkezeti felépitése, nyoma-
tekvalto €s tengelykapcsold dramléstani folyamatai, az lizemi jelleggorbéi.

. Hidrodinamikus hajtomiivek, mechanikus- €és hidraulikus elhangolasu tébbfokozati

sebességvaltok. Egylittmiikodése a hajtd erdgéppel, jelleggorbe transzformacio.

. Hidrosztatikus szivattytik és hidromotorok szerkezeti felépitése és iizemi jellemzoi,

jelleggdrbéi, korfolyamatok, nyomatékvaltd €s tengelykapcsold, szabalyozas

. Propulzids hajtasrendszerek mitkodési elve. Energiaatviteli viszonyok, hatasfokok.
Légcsavarok és hajocsavarok szerkezeti kialakitasai, vezérelhetd lapatozasok.
Tolosugaras hajtasrendszerek miikddési elve, tolosugaras gazturbinas hajtomiivek.

A villamos erdatviteli rendszerek miikodési elve, csoportositdsa. Egyenaramu- €s
valtakoz6 dramu rendszerek gépegységei. A villamos gépek karakterisztikai. Az
erdgép és a generator, a generator €s a vontatomotor egyiittmiikodése.

A villamos gépek miikddésével kapcsolatos vezérlési és szabalyozasi problémak.
A kimend hajtonyomaték (hajtderd) karakterisztikainak a terhelonyomaték (terhe-
18er6) karakterisztikdkkal val¢ illesztése, az egylittmiikodés sajatossagai.

Kvazi stacionarius lizemallapotok hajtadsrendszerekben, a terhelés-allapotok el6-
fordulési valoszinlisége. A rugalmas hajtasrendszer, mint dinamikai rendszer. Jel-
legzetes gerjesztod hatasok: be- és kimendoldali ill. parametrikus gerjesztések.

Digitélis szimulacio €s optimalizalas hajtasrendszerek dinamikus igénybevételeinek
csokkentésére. Linedris és nemlineéris hajtasdinamikai modellek allapottér modszeren
alapul6 vizsgalata a sztochasztikus terhelési viszonyok figyelembe vételével.
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I. BEVEZETES

A Hajtastechnika tantargy a BME Kozlekedésmérnoki Karan a gépészmérnoki szakot
valaszto hallgatok szdmara kotelezd tantargy. A tantargy célja megismertetni a hallga-
tokkal a jarmiivek €s mobil gépek hajtasdnal alkalmazhat6 hajtastechnikai alapmegol-
dasokat, feltarni a kiilonb6z6 hajtasrendszerek kinematikai-, dinamikai- és energetikai
sajatossagait, valamint a hajtasrendszerekkel kapcsolatos gépcsoport-egylittmiikodési
(vezérlési, szabalyozasi) problémakat, fliggetleniil attél hogy a késdbbiekben autogé-
pész, hajogépész, repiildgeépész, vasutgépesz, vagy gépesiteési ill. gyartas-javitas szaki-
ranyon végez majd tanulmanyokat.

A "Hajtastechnika" c. tantdrgy tananyaganak kialakitasakor arra torekedtiink, hogy ne
csupan a hajtaselemek egyedi targyaldsara keriiljon sor, hanem ezen elemek hajtés-
rendszerekben elfoglalt helyét €s szerepét is domboritsuk ki - roviden: eldnyben kell
részesiteni a rendszerszemléletli targyaldsmodot. Ez azt jelenti, hogy a hallgatosag a
hajtasrendszerek tanulmanyozéasakor nem csupan egymassal osszekapcsolt rendszere-
lemek alkotta aggregatot ismer meg, hanem a rendszerszemlélet kovetkeztében az
elemek szerves kapcsolatabol 1étrejéovo 1) objektumot, a hajtdsrendszert, mint erd- és
mozgas (nyomaték- és forgas) atviteli rendszert tanulmanyozza.

Ez a targyalasmod hangsulyosan kidomboritja a hajtasrendszerek idében lejatszodo
dinamikus jelenségeinek fontossagat, mivel e jelenségek figyelembe vétele alapvetd
tulajdonsaga a korszerli méretezési modszereknek (€lettartamra ill. kifaradasra torténd
méretezes).
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II. HAJTASTECHNIKA - HAJTASRENDSZEREK ALTALANOS JELLEMZOI

A hajtastechnika célja, fobb teriiletei:

- jarmiivek és gépek hajtasaval kapcsolatos alapismeretek elsajatitasa;

- hajtasrendszerek dinamikai és energetikai sajatossagainak megismerése;
- hajtasrendszerekbe épitett gépek egyiittmiikodésének tanulmanyozasa;

- vezérlési és szabalyozasi problémak analizise:

Jarmii hajtasrendszerek feladata: mozgatoerd, tolo- ill. fékezderd generdlésa.

- Kozvetlen erdgenerdlas: toldsugaras hajtomiivek;
- Kozvetett erogeneralas: kerékhajtas, propelleres hajtas.

I1. 1. Hajtasrendszerek attekintése

Hajtasrendszerek dltalanos felépitése

U P . P : ) "Hasznos
zemanyag | Erboc ml %rg%\;g{eil, m?2 Hajtott ge,p, muika"
természeti S K6]zlc'im1'1 Munkagép
energia
Mechanikai teljesit- Mechanikai telje- | Mech. munka felhasznaldasa
mény elodllitasa sitmény atalakitasa | Tarsadalmi igény kielégitése
- szén - g0zgép - mechanikus - munkagépek
- pakura |- g6zturbina - hidraulikus - szallitoberendezések
- kéolaj |- vizturbina - villamos - anyagmegmunkald gépek
- foldgaz |- gazturbina - Jarmuivek: -lapatkerék
- nap, sz€l | - bels6égésli motor - propeller
- stb. - villanymotor - jarmitkerék

Kivétel: gazturbinas, tolosugaras hajtas
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I1. 2. Hajtasrendszerek energetikai tulajdonsagai - csoportositas terhelhetoség
szerint

Tulterhelheto erégépek, hajtasrendszerek:
alapfeltétel: belso (kiils6) energia tarolo jelenléte

Gozhaijtas, gozvontatas:

I w@) ,,,,,,,,,,,,,,,,,, e — e |
| EROGEP B~all. Energia tarolé | EROATV. || MUNKAG. |
o BoR 1< |
- VONTATOIARMU |

A gozter, mint energia tdarolo: - Folyamatos feltoltés (kazan)
- Valtozo6 intenzitasu, szakaszos iirités (gézdugattyu)

A glztérben tarolt, munkavégzésre alkalmas g6z mennyiségének csokkenése véges
ideig fedezi a P, - P, teljesitmény kiilonbség athidalasdhoz sziikséges energiat.

Vezérlési beavatkozasi helyek:
- uy(?) : akazan "vezérlése" (fiit€s intenzitdsa);
- u/f) :atolattyt, mint vezérld egység (a gézbevezetés helyének €s idejének megh.)

Villamos hajtas:

*—
) e } Tovabbi jarmuvek, fogyasztok a halézaton
*—

t  wey wy ]
#ue( )”Energia tarold "‘;————V—tt—(Q —————— V”’—({)—ﬁ — T
. ! ‘ l L

'| Transz- Nk | i |
5260 ) | osmi Halozat [ formator Vontato- Hl Fogasker. T Ha]:[Ott L
Pakura | atalakito motor } ‘ hajtomt. | ||| kerék L
3 S S R 1 N
Pyl | EROGEP D | EROATV. | MUNKAG. |
* [ JF””””””””J [ [ S

| By >R,

Akku | I Akkumu-
toltés i

Akkumuldtoros iizem: az akkumuldtor, mint energia tarolo:

- Szakaszos feltoltés (halozatrol)

- Valtozo intenzitast, szakaszos/folyamatos iirités
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Halozati tizem: a hdlozat, mint "energia tarolo":

Py» P, : A hilozat Py teljesitménye joval nagyobb egy-egy jarmi P, teljesitménye-
nél, és a halozat egyszerre tobb fogyasztot (koztiik jarmiiveket) 1at el energiaval. A tel-
jesitmény igény novekedés esetén a halozati fesziiltség lokalisan csokken, ezaltal a
"tobbi fogyaszto" teljesitmény felvétele is csokken, ¢s ebbdl van "fedezet" a megno-
vekedett teljesitmény-igényre

Vezérlési beavatkozdsi helyek:
- u/?) : az erdmiii villamosenergia eldallitas vezérlése;
- u/?t) :atranszformator ill. &ramatalakitd egység vezérlése (pl. fesziiltség beallitas);

- u,(?) : a vontatdbmotorok vezérlése (pl. sontolés).

Nem tulterhelheto erogépek, hajtiasrendszerek:
jellegzetesség: nincs energia tarolo

Belsoégésu motoros hajtasrendszerek:

T O N P S |

| i Uzemanyag Belséégésti | D Sebesséevilc 12 2] Hajtott | | i
| i (benzin, gazolaj) |motor i l cbessegvatto | kerekek | ||
.| EROGEP | EROATVITEL ' MUNKAG.! |
‘ B [ |
\ Pmn >Ph2 !
! \

A belséégésii motor P, névleges teljesitményénél nagyobb teljesitményt nem tud le-
adni, és nincs energia tarolo, mely a tobblet teljesitmény igény atmenetileg fedezze.

Vezérlési beavatkozasi helyek:
- u,(?) : motor vezérlése (toltés mérteke, fordulatszam nagysaga);

- u,(?) : a sebességvalto vezérlése (pl. sebességi fokozat).
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I1. 3. Erogépek jelleggorbéi

Gézturbina Otto motor
A
M
P
n, P
Vezérlés: u ~ Ty gazhdmérséklet Vezérlés: u ~ € toltés, gazpedal allas

Dizel motor

A

M
P

flistolési

Vezérlés: u ~ ¢ Vezerlés: u ~ n, Vezérlés: u ~ P (g,n,) telje-
toltés, gazpedal allas regulalasi fordulatszam sitmény szint

Megjegyzés: Az Otto és dizel motoroknal jarmiiinditasi probléma: a motor jelleggor-
béje nem tartalmazza az n = 0 inditasi pontot!

IL. 4. Jelleggorbék stacionarius és instacionarius esetben

Forgd gépek esetén a jelleggdrbe az

M= M(n) vagy M = M(w) MA
nyomaték-fordulatszam/szogsebesség ill. a B M(n)
P = P(n) vagy P = P(®) y
teljesitmény-fordulatszam/szogsebesség A
fiiggvényeket jelenti

>
ny no

M, = M(ny)
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Stacionarius eset, do/dr = (0

Jarmi esetében a kiilonb6z6 vontatasi teljesitmények beallithatésagadhoz sziikséges az
erdgép vezérelhetdsége, szabalyozhatdsaga.

Jelolje u a vezérlési jellemzobt, ezzel a stacionarius

wh el d
M(n,u,) jelleggorbek az
M, ~< Ui
M, -~ / s M = M(n,u) vagy M = M(®,u)
X -
%ﬁ ; ’// Zi kétvaltozos fiiggvényekké valnak és
M| < iy Us jelleggorbe sereget alkotnak
A A jarmi vezérlése az u = u(t) vezérlo-fliggvénnyel
> tortenik, mely lehet
ny n,o

- Folytonos valtozo (pl. gazpedal allas)

My = M(nyu;) i=1,...,5 . L, , , Y
N (wsti) - Diszkrét valtozo (pl. véges szamu telj. pozicid)

Instaciondrius eset, dovdt = # 0
Idében valtozé folyamatok:

a.) valtozo6 sebességli lizem (gyorsitasok, fékezések);

b.) terhelés valtozasa (palyaellenallas valtozas: emelkeddre, lejtére jutas);

c.) ajarmiivezérlés valtoztatasa (hirtelen teljesitmény pozicio valtas, gazadas);
d.) periodikusan valtozé hajté- ill. terheld nyomaték.

A staciondrius és az instacionarius nyomatékok eltérésének okai:

- a gépekben indukalodd hajtonyomaték ill. nyomaték igény eltér a stacionarius eset-
ben tapasztaltaktdl, mert a gépek egyensulyi allapota (pl. hdmérséklete) még nem
alakult ki;

- a forgo részek szogsebességének megvaltoztatasahoz sziikséges nyomaték csokken-
ti ill. noveli az 6sszekotd tengelyen atvitelre keriilé nyomatékot.

Instacionarius esetben az er6gép leadott nyomatékaként, ill. a munkagép altal felvett
nyomatékként a két gépet 6sszekotd tengelyen atvitt nyomatékot értjiik (M).

Mg, Mp; - az erégépben indukalodo stacionarius ill. M,

instacionarius nyomaték
My, My © a munkagépben felhasznalodd stacionarius
ill. instacionérius nyomaték;

0, : az er0gép forgd tomegeinek tehetetlenségi
nyomatéka;
O : a munkagép forgd tomegeinek tehetetlenségi nyomatéka;
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0=0,+ 0, :ageépcsoport eredd tehetetlenségi nyomatéka.

crcr

Mhi—Mﬁ=ed0)/dl‘=e(b
Mhi—Mﬁ=(ee+9m)(b=ee(b+9m(b
Mhi—eedsz:Mﬁ-i—Gm(b

Ilymodon a gép 4ltal instacionarius esetben a tengelyen leadott ill. felvett nyomaték, a
vezérelhetdséget is szem elott tartva

Mi(®,u,) haromvaltozos fliggvénnyel jellemezhetd.

Egy kivalasztott u vezérlési pozicio esetén az Mi(m,m) kétvaltozds fiiggvény irja le a
g€p instaciondrius jellegfeliiletét.

Er6gép instacionarius jellegfeliilete Munkagép instacionarius jellegfeliilete

M) u=All. M u=4ll.

Mo, ® ) instac.jellegfel.

AM =M, (0,)—M = AM=M-Mg(o,)=
Mhs((’ox)_Mhi(O‘)x’d)z)_eed)z Mﬁ(O)x,O.)Z)‘FefO')Z —Mfs((,!)x)

A vezérlési pozicio valtozasaval a jellegfeliiletek jellegfeliilet sereget képeznek
Periodikusan valtozo szogsebesség esetén
o = f(w) : fazisgorbe jellemzi a periodikus (forgd)mozgast.

A két gép egyiittmiikddése az erdgép és a munkagép instaciondrius jellegfeliilet sere-
geinek metszésvonalai mentén. Egy adott vezérlési pozicidesetén példaul az erégép
jellegfeliiletén szemléltetve:
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M) u=all.
M(®,®)
instac.jellegfel. A
u=all
A/[hs((’)) (bz > (:01
Myy(w) —
®
> \ -
Omin Omax ()]

A periodikus nyomaték-valtozas a stacionarius
jelleggorbe sikjaban is szemléltethetd.

Vezérlési pozicio valtas ill. terhelés valtozas, mint instacioner folyamat

MA

rugalmas tengely

MZS(O‘% —{= 5
y _ em ®
~Om®

= ~0m

merev tengely

~Bw

MZS((OJ u l)

Oy
|

1
M M

L

)
Pozicio valtas

I1. 5. Az eroatvitel altalanos jellemzoi

Az idedlis vonoero gorbe

a.) Nem talterhelhetd hajtdsrendszer esetén:

MA

M 1(®) ~Om 03
rugalmas tengely 42 \{ ~Q®
N ~ B
]\/[hs(w’ u ) ~Omo
merev tengely
]\4fs‘2( ®)
.
— >
oW M 0)

Terhelés valtozas

Kiindulds: P, sy er0gép (motor) teljesitmény beépitése a jarmiibe;

Cél: Ezen teljesitmény minél nagyobb aranyl megjelenitése vond-(told)-erdkeént pl. a

hajtott kerekeken.
Idedlis vonoderd gorbe: hatarolo gorbéi:

- Maximalis sebesség erteke;

- Maximalis vonoerd mértéke (méretezeési korlat, tapadasi hatar);

- A Py, ey = all. teljesitmény hiperboldja.
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i
Vimax

a.) Nem tulterhelhetd hajtasrendszer

b.) Tulterhelhetd hajtasrendszer esetén:

&/, Tulterhelési
/ tartoméany

T ¥ >
Vi min Vinax v

b.) Talterhelhetd hajtasrendszer

Megjelenik a fulterhelési tartomany, ahol F, v > P, = all.

Vi min - legkisebb tartos sebesség, ahol mar F, v < P, = all.

Az eroatvitel jellemzo mennyiségei

Uzemanyag| Erégép Erdatvitel, 2 | Hajtott "gép"|
— = Hajtomi [ ]  kertk [
m névl
Co PR IS e def- B
Teljesitmény-kihasznalasi tényezo: | o = Eroatviteli hatasfok: | N = P
1
Teliesitmény-dtviceli témvegs: |0 B — B P _g
eljesitmény-atviteli tényezo: = = — =
! Y Y Pm névl Pm névl f)Z i

Az eroatvitellel szemben tamasztott kovetelmények

Jarmiihajtas esetén:

- a motor ¢s a hajtott egység (kerék) szétvalaszthatosaga (motor inditdsdhoz, a jarmi

kifuttatasahoz, vontatasahoz);

- a motor beépitett teljesitményének jo6 kihasznélasa ( ¢ := max.);

- részteljesitmények beallithatosaga (a jarmiisebesség szabalyozasdhoz);

- ajarmi megindithatosaga (nagy inditd vonoero);

- ajarmiiben valé elhelyezhetdség (méret és stlykorlatok).

A vezérléssel szemben tamasztott kovetelmények:

- ateljes és részteljesitmények megvaldsitasa jo hatasfokl iizemben,;

- az indit6 vonoerd szabalyozhato legyen;

- kedvezébtlen tizemallapotok elkertilése (pl. fiistolési hatar);

- abiztonsagi rendszerek és a vezérld-szabalyoz6 rendszer 6sszhangja.
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III. MECHANIZMUSOK A HAJTASRENDSZEREKBEN

III. 1. Mechanizmusok

Mechanizmus: dltaldnossagban: A gép mechanikus elven miikddo részei

Definicio szertien:

A mechanizmus: kényszerekkel (kinematikai parokkal) egymashoz kapcsolt,
egymashoz képest mozgd, vagy mozgathatd merev testek rendszere.

A merev testek a mechanizmus tagjai. Egy kivélasztott tag az ALLVANY (ehhez ké-
pest vizsgaljuk a mechanizmust).

Az allvanyhoz rogzitett koordinata-rendszer inercia-rendszer legyen.

A mechanizmus feladata

Mechanikus elemek segitsegével mozgdst €s/vagy erohatdst eljuttatni egyik helyrdl a

masikra.

a.) lényeg a mozgas dtvitele: mozgatd-mechanizmusok (blitykds vezérld rendszerek,
robotkarok mozgatasa);

b.) lényeg az erdhatas atvitele: eréatviteli mechanizmusok (forgattyus hajtémi, fogas-
kerekes hajtomiivek, sebessegvaltok).

A mechanizmusokkal kapcsolatos témakorok:

- szerkezeti tulajdonsagok elemzése - altalanos torvényszertiségek megallapitasa;

- mechanikai és dinamikai tulajdonsagok elemzése - mozgasok és erdhatasok feltara-
sa (kinematikai és dinamikai kérdések);

- mechanizmusok tervezése - eldirt mozgasfolyamat megvalositasa (szelepvezérld
blitykds mechanizmus, tomegkiegyenlités).

Mechanizmusok csoportositdasa tovabbi szempontok szerint

1.) Tulajdonsagok ill. tipus szerint:
- térbeli mechanizmusok;
- sikbeli mechanizmusok;
- gOombi mechanizmusok;
- centrois mechanizmusok;
- stb.

2.) A mechanizmusban szerepld jellegzetes kényszerek tipusa szerint:
- gombcsuklds mechanizmusok;
- csuklos mechanizmusok;
- biitykds mechanizmusok;
- fogaskerekes mechanizmusok;
- stb.

10
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III. 2. Kényszer - kényszerek

Egy test kényszer alatt all, 1ll. mozgasa kényszermozgas, ha lehetséges 6 koordinataja
nem vehet fel tetszéleges értéket, hanem kozottiik valamilyen kapcsolat van.

A koordinatak kozotti kapcsolat kényszeregyenletekkel
a)  1(91,92,93.94.95.96) = 0 , vagy
b.)  f(91,92,93,94.95.96.1) = 0

alakban irhato fel.

Amennyiben a koordinatak kozotti kapcsolat az a.) kényszeregyenletnek megfeleléen
nem fiigg az idétél, akkor a kényszer u.n. PASSZIV kényszer.

Amennyiben a koordinatak kozotti kapcsolat az b.) kényszeregyenletnek megfeleléen
fiigg az id6tdl is, akkor a kényszer u.n. AKTIV kényszer.

A kényszeregyenletekben az 1d6tdl valo fiiggés sok esetben valamely i-edik koordina-
tara vonatkozéan egy g = ¢(f) id6figgvénnyel jellemezheté. Ez esetben HAJTAS-r6l
beszéliink. Egy passziv kényszer és egy hajtds ennek megfeleléen egy aktiv kényszert
eredményez:

Passziv kényszer + Hajtas = Aktiv kényszer
A kényszer, mint fogalom megvalosulasa a kényszer, mint szerkezeti elem.

A kényszerben (mint szerkezeti elemben) kozvetlen fizikai kapcsolat jon 1étre a me-
chanizmus két tagja (két merev test) kozott. Ez a kozvetlen kapcsolat - érintkezés - le-
het:

- feltlet menti érintkezés;

- vonalmenti érintkezés;

- pontszerl érintkezés.

A kényszer altal 6sszekapcsolt két testet kinematikai parnak is nevezziik.
A kényszerek legfontosabb fajtai
A kényszerek relativ mozgast ill. szogelfordulast tesznek lehetdvé ill. gatolnak meg.

Jelolje a 6 lehetséges koordinata koziil a 3 relativ elmozdulast x12, y12, és z12, a 3 rela-
tiv szogelfordulast @y12, @y12 €s @12. Néhany gyakori kényszer jellemzoi igy:

a.) gﬁmbcsukl(): X12= V127212 0; Oz/
©x12, Py12 €s ;12 szabadon megadhato. 1;J 5 ,
b.) esuklé: x12 = y12 =212 = 0; @x12 = @y12 = 0; 1;/ lm-

¢-12 szabadon megadhato.
c.) csuszka: y;2 =z12=0; Qx12 = @y12 = @212 = 0; l-ﬂz_ll' 1 2! 1 2; l_ﬁl,
X12 szabadon megadhato.

11
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d.) csavarorso: y12 =z12=0; @12 = ¢z12 = 0; és ’ % 25
X
X12 = € Qx12

X12 vagy @12 szabadon megadhato.

Szabadsagfok, kényszerek szabadsdagfoka

Egy test, vagy mechanizmus esetében: A test (mechanizmus) helyzetét egyértelmiien

meghatarozo, egymastol fiiggetlen (szabad) koordinatdk szama.

Egy kényszer esetében: A kapcsolodo testek (tagok) egymashoz viszonyitott helyzetét

egyértelmiien meghatdrozo, egymastol fiiggetlen (szabad) koordinatak szama.

Geometriai szabadsdgfok - a kényszerek, mint passziv kényszerek szabadsagfoka -
jele: vy (jelenti egyben a rendszer ill. kényszer rendszamadit 1s)

Kinematikai szabadsdgfok - a kényszerek, mint aktiv kényszerek szabadsagfoka -
jele:

Kotouségi fok - A kotott, ill. valamely koordinataval fliggvénykapcsolatban allo koor-
dinatak szama. jele: ¥

A kotottségi fok és a szabadsagfok egymast kiegészitd jellemzdok, 6sszegiik mindig a
lehetseges maximalis szabadsagfokot ill. kotottseégi fokot adja.

Egy kényszer esetében ez 6, igy:

a geometriai kotottségi fok: «o,=6-v  akinematikai kotottségi fok: «;=6-c
A kotottsegi fok megegyezik a felirhato kényszeregyenletek szamaval.
Mechanizmusok dinamikai jellemzése

A dinamikai jellemze€s sordn a mozgds és az azt 1étrehoz6 erdhatasok kozotti kapcsola-
tot keressiik.

Felirhato egyenletek: Egyenletek szama: Ismeretlenek szama:
1. Mozgasegyenletek f.,(9,9,9,F,2) =0 m=nx6 nx6+eg=m+¢
q: a mozgas-koordinatak m=nx6 dimenzios vektora, F: a mozgasegyenletekben

szerepld kiilsé és belsd erdhatasok (erdk és nyomatékok) €' dimenzios vektora, n: a
mechanizmust alkot6 tagok szdma, ¢#: az 1d6

2. Erétorvények f.(q,q,F,t)=0 € -

e: az allapotfiiggd belsd er6hatasok és a megadott kiilsd er6hatasok dsszes szama.

3. Kényszeregyenletek f:(9,9,4,£)=0 K -

A megoldhatosag feltétele, hogy az egyenletek szdma és az ismeretlenek szdma meg-
egyezzen, azaz:

12
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m+e+txk=m+¢g,amibdle +K=¢', vagyise'-e=x.

Az ismeretlen erOhatasok €' - € szama tehat meg kell egyezzen a kényszeregyenletek
szdmaval. Ezen ismeretlen er6hatdsokat ugyanis éppen a kényszerek pontjaiban fellé-
p6 erdhatasok, melyeknek nagysagat az hatarozza meg, hogy éppen akkoraknak kell
lennitik, hogy a kényszeregyenletekben leirt feltételek teljesiilését biztositsak.

Példaul: Egy hajtott kerék.

1. Mozgasegyenletek

(csak az x iranyu elmozdulassal és a ¢ szogelfordulassal
szamolva)

F=mx m =2 mozgasegyenlet;
Mh—FR:O(p} X, @ :2 mozgas - koordinata .2+2=14
F,M, :&'=2 eréréhatas ismeretlen

2. Erotorvények
M = M(¢) : megadott hajtonyomaték-ido fliggvény;
A tovabbi megoldas attol fligg, hogy az érintkezés az 4 pontban milyen tulajdonsagu:

a.) Tiszta gordiilés (Feltétel: F < 1 Fy)

Nincs tobb erdtorvény, igy: € = 1
3. Kényszeregyenlet
A tiszta gordiilésnek megfeleléen: R ¢ = x - k=1

[lymoédon a 4 ismeretlenhez az m =2 mozgasegyenlettel, az € = 1 erétérvénnyel
¢s a k = 1 kényszeregyenlettel
mtet+tk=2+1+1=4

egyenlet all rendelkezésre, és a feladat megoldhato.

Egy lehetséges megoldasi mod:

A kényszeregyenlet alapjan: Rop=x >R p=x > @=x/R,
M 0. O
amivel a 2. mozgasegyenletbl : — 4 — F = —(p=—i .
gasegy R R ¢ 72

M M, /R
Ezt az 1. mozgasegyenlettel 6sszeadva: —% = (m + %)jé , €S n!

— =K.
m+0/R>

¢ értékét a kényszeregyenletbe, F' értékét pedig valamelyik (pl. az els6) mozgas-
egyenletbe valo behelyettesitéssel kapjuk.

13
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b.) Csiiszva gordiilés (Feltétel: R ¢ > X )

Ebben az esetben még egy erdtorvény felirhato, hiszen az A pontban fellépd viz-
szintes erd a kerék ¢és a talaj kapcsolataban a csuszosurlddassal atvihetd

F:MF[

erd, mely az aldtdmasztasi F; erd ismeretében meghatarozhatd. Ebben az esetben
tehat az er6torvények szama € = 2. Mivel erre az esetre kényszeregyenlet nem ir-
hat¢ fel, igy k = 0, és a 4 ismeretlenhez az m = 2 mozgésegyenlettel, az € = 2 erd-

torvénnyel
m+e+txk=2+2+0=4

egyenlet all rendelkezésre, €s a feladat megoldhato.

Megjegyzés: A feladat megoldésa soran a feltételek teljesiilését minden lépésben ellen-
drizni kell. Ha a kiindulasi feltéttel (pl. a tiszta gordiilés feltétele) nem teljesiil, akkor
az azt jelenti, hogy a tovabbi megoldasnal 0j feltételt (pl. a csuszva gordiilés feltételét)
kell figyelembe venniink (a kerék megcsuszasanak pillanata). Valamely (fizikai) kény-
szer tulajdonsaganak ilyen ugrasszerli megvaltozasat kényszervaltasnak nevezziik.

I1I. 3. Kinematikai lanc, és szerkezeti képlet

A kinematikai lancot (mechanizmust) tagok és kény-
szerek Osszessége alkotja. Két tag mindig egy vagy
tobb kényszeren keresztiil kapcsolodik Gssze.

A tagokat jeloljik arab szamokkal: 0, 1, 2, 3.
Megjegyzés: a 0 jelti tag mindig az dallvany.

A kényszereket nagybetikkel jeloljik: 4, B, C, D.
(A rajz szerinti kinematikai lancban: 4,B,C : csuklok; D : cstiszka)

A kinematikai lanc leirhato a lancot alkoto tagok és kényszerek egymdasutanisaganak
jelolésével, pl. a példa esetében az allvanyrol elindulva a

041B2C3D0
bet-szam kombinacios karaktersorozattal.

Mivel egy kényszer mindig két tag kozott teremt kapcsolatot, ezért a tagok jeldlése el
is maradhat. Igy jutunk a szerkezeti képlethez, mely a példankban

ABCD

alaku.

14
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Cstuszasmentes gordiilés feltételezésével az
abra szerinti gépkocsi ugyancsak egy egysze-
i (négycsuklos) mechanizmus. Szerkezeti

képlete ugyancsak: ABCD. Ez egyben azt is
jelenti, hogy ugyanaz a szerkezeti képlet egy-

mastol kiillonbozé mechanizmusokat is leirhat.

Nyitott kinematikai lanc

Az 4bra szerinti (ABC szerkezeti képletil) mechanizmus u.n. nyilt —

lancu mechanizmus. A nyilt lanci mechanizmus utolsé tagjat
(zarotagjat) keriileti tagnak nevezzik.

Zart kinematikai lanc

Ha az é4bra szerint a nyitott kinematikai lanc kertileti tagjat egy
ujabb (D) kényszerrel a mechanizmus egy korabbi tagjahoz kotjiik y

(az abra szerint az allvanyhoz), akkor a kinematikai lanc zdrodik, és

0

mechanizmust zart lanci mechanizmusnak nevezzik. (Szerkezeti
képlete: ABCD.)

Egy- és tobblancu mechanizmusok

Az eddig targyal mechanizmusokat alkoto tagok és kényszerek egyetlen lancot alkot-
tak, ezeket egyszerl, egylancu mechanizmusoknak nevezziik. Ha egy egyszert kine-
matikai lanc, mint kezdéldanc valamely tagjahoz Gjabb kényszerek segitségével tovabbi
tagokat kotiink, akkor a mechanizmust két, egymashoz kotddo kinematikai lanc fogja
alkotni, és kétlancu mechanizmusnak nevezzik. A folyamat folytathato, és az egy-
mashoz kapcsolddo lancok egyiittesen egy tobblanci mechanizmust fognak alkotni.
Mind a kezddlanc, mind a hozzakotott lancok lehetnek nyilt- ill. zart kinematikai lan-
chanizmusokat tekintve az alabbi abra szerinti kombinacidk lehetségesek: (Az abran
az egyes kinematikai ldncokat ivelt vonalak jelzik).

a b c d e
a) Nyitott kezdélanchoz nyitott 1anc kapcsolodik;
b) Zart kezddlanchoz nyitott 1anc kapcsolodik;
¢) Zart kezdélanchoz zart lanc kapcsolodik;
d) Nyitott kezdélanchoz zart lanc kapcsolodik;
e) Nyitott kezd6lanchoz keriileti tagként zart lanc kapcsolodik;

15
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A szerkezeti képlet felirasanak szabalyai

- Minden kényszer jele csak egyszer fordulhat eld.

- A kényszerek jelei olyan sorrendben, ahogy beldliik a lancok felépithetdk.

- Az egymashoz kapcsolddo lancok osszekapcsolodasat balra mutato nyil ((—)¢ jelzi.
- A hajtas jeloléseként a kényszer folé lefelé mutaté nyilat (¥) helyeziink (pl. A).
Példa:

Tekintsiik az abra szerinti, kétlanca (fenti ¢ tipusu: zart kezdélanchoz kapcsolodo zart
masodik lanc) mechanizmust.

A kordbban mar targyalt ABCD zart lancu E B

mechanizmus 1 jelli tagjahoz Gjabb (EF) g 4 1 o)
kényszerekkel hozzakapcsoltuk a 4 és 5 je- Gle‘ ) C3
It tagokat, majd az 5 jelt tagot a G kény- 7777777777 72777777777777777.

0
szerrel az allvanyhoz kotottik, azaz a ma-

sodik lancot is zartuk.
Egy lehetséges szerkezeti képlet: ABCD < EFG .

A mechanizmus felépithetd a G kényszerbdl kiindulva a GFEA < BCD
szerkezeti képlet szerint is, sot lehetséges a GFEBCD « A4
szerkezeti képlet szerinti 0sszeallitas is.

Ha a mechanizmus mozgatisa a G kenyszer aktivva tetelével, azaz |
hajtas megadasaval torténik, akkor a szerkezeti képlet lehet pl. GFEA < BCD

Mint a példabol lathato, ugyanaz a mechanizmus kiilonbozd alaku szerkezeti képletek-
kel is leirhato. A mechanizmusok mozgésjellemzdinek meghatarozasahoz sziikséges
Osszefliggések felirdsanal a késobbiekben segitségiil hivjuk majd a szerkezeti képletet
is, és latni fogjuk, hogy a kiillonbozd szerkezeti képletek alapjan felirt 6sszefiiggések

kiilonb6z6 bonyolultsagu uton vezetnek el ugyanah- ko
hoz a végeredményhez. I~ %
Példa: pl G 5 K/_I. 7

fel szerkezeti képletét. A mechanizmus az allvanyon
kiviil 6 tagbdl all, melyek koézott a B, E, G, J, K fo- 2 C'aE'O
gaskerék kapcsolatok és a A, C, D, F, H, I csuklok,

mint kényszerek teremtenek kapcsolatot. Egy lehetséges szerkezeti képlet:

ABC « DEF « GH «1J « K.

&

A
fE=H
Tekintsiik az abra szerinti differencialmiivet, és irjuk g’ |T3 A 6\-[_‘
_ |E ,{F J

A szerkezeti képlet alapjan tehat a differencidlmii egy 5 ldnci mechanizmus.
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A kinematikai lanc szabadsagfoka - nyitott kinematikai lanc

Példaként tekintsiik az abra szerinti, sikbeli, mar kordbban is fel- keriileti tag

rajzolt mechanizmust, és 1épésrol-1épésre vizsgaljuk a szabadsag-
fok alakulasat.

Az A kényszer egy csuklo, mely 1 szabadsagfokkal rendelkezik, 0

igy a 0 jelt allvanyhoz az 4 egyszabadsagfoku kényszerrel kapcsolt 1 jeli tag szabad-
sagfoka is 1 lett, hiszen egyediil a rajz sikjara merdleges tengely koriili szoghelyzete
lehet szabadon megvalaszthato.

Az 1 jelt taghoz Gjabb 1 szabadsagfoku B kényszerrel kapcsoljuk a 2 jelii tagot. Ezal-
tal a 2 jell tag szabadsagfoka 2-re adodik, hiszen konnyen belathatd, hogy a 2-es tag
végpontja a sik barmely pontjaba beéllithatd (bizonyos hatarok mellett természetszerii-

leg).

Folytatva az eljarast, és a 2 jelii taghoz ijabb 1 szabadsagfoku C kényszerrel kapcsol-
juk a 3 jelii tagot, akkor ennek a tagnak a szabadsagfoka mar 3-ra adodik, ami abban
nyilvanul meg, hogy azon til, hogy ennek a tagnak a sulypontja, vagy a végpontja a
sik tetszOleges pontjaba beallithatd (természetesen bizonyos hatarok kozott), még a
szoghelyzete sem kotott.

Az eljaras folytathatd lenne, és Osszefoglaldan a példa alapjan megallapithato, hogy a
Y4, VB, ---» YN Szabadsagfoku kényszerekbdl felépitett nyilt kinematikai lanc (mechaniz-
mus) kertileti tagjanak, és ezzel az egész mechanizmusnak a szabadsagfoka

Y=Y4TYBT ... TYN,
azaz a lancot alkoto kényszerek szabadsagfokainak 0sszege.

Magjegyzés: A szabadsagfok tetszéleges szam lehet, annak ellenére, hogy példaul sik-
ban egy test helyzetének megadasakor max. 3 koordinatat tudunk elképzelni. Ebben az
esetben a mechanizmus 3-ndl nagyobb szabadsagfoka azt jelzi, hogy azt a bizonyos, 3
koordinatdval megadott helyzetet a mechanizmus tobbféleképpen is fel tudja venni.
Ugyanakkor a késObbiekben latni fogjuk, hogy a szabadsagfok lehet negativ szam is,
ami a test helyzetének "tulhatdrozottsagara" utal, vagyis arra, hogy a test helyzetének
meghatdrozasat a sziikségesnél tobb kotottség is befolyasolja.

Zart kinematikai lanc szabadsagfoka

Az elézdekben targyalt nyilt kinematikai ldnci mechanizmus-
hoz az abra szerint egy Ujabb 1 szabadsagfoku D kényszerrel
(csukloval) kapcsoljuk a 4 jelii tagot, igy a nyilt ldnci mecha-
nizmusunk szabadsagfoka az elézdek szerint

Y=vatvyptyctyp=1+t1+1+1=4
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lenne. Ezt kovetden rogzitsiik mereven a 4 jelii tagot az allvanyhoz, és ezzel tegyiik
zarttd a kinematikai lancot. Ezzel a merev 0sszekotéssel a sikbeli mechanizmusunk 4
jelti tagjanak az 6sszekotés eldtti szabad mozgasat megakadalyoztuk, két iranyt hely-
zetét €s a sikra merdleges tengely koriili szoghelyzetét rogzitettiik, megkotottiik. A 3
koordinata megkotésével szabadsagfokait 3-al csokkentettiik. A zart kinematikai lancu
mechanizmus szabadsagfoka tehat 4 - 3 = 1 -re csokkent, ami meg is felel a tapasztala-
tunknak, hiszen egy sz0ghelyzet megadasaval a vazolt mechanizmus egyértelmi hely-
zetet vesz fel.

Osszefoglalva és altalanositva tehat megallapithatjuk, hogy egy kinematikai lanc zdrd-
sa egyiitt jar a zaras tényének megfeleld k. szamu kotottséggel, kotottségi fokkal. Ez a
K, kotottség csokkenti a mechanizmus szabadsagfokat, igy az A4, B, ..., N kényszerek-
bol felépiilo zart kinematikai lanc szabadsdgfoka a

Y=Y4typt..tTYN-K:
Osszefiiggés szerint szamithato, ahol k. a zaras tényével egylittjaro kotottseégi fok.

A zérassal egyiittjard kotottségi fok értéke a mechanizmus tipuséatol fliggden eltérd le-
het:

- térbeli mechanizmusnal: K, = 06;
- sikbeli mechanizmusnal: K;=3;
- gombi mechanizmusnal: K, =3;

Specidlis kialakitasok hatdsa a szabadsdagfokok szamdra

¢s geometriai szabadsagfoka:

ABCD<«EF

E
L S1111311-3=0

ami meg is felel tapasztalatunknak, mivel a mechanizmus
mozgasképtelen, befesziilt. Helyezziikk 4t azonban az F

B c kényszert ugy, hogy az AE=DF tavolsagok azonosak legye-
nek. Ekkor, ha AB=CD tavolsag azonossagok, valamint az AB||CD és AE||DF parhuza-
mossagok is fennallnak, akkor a mechanizmus mozgathatova valik. Egy kényszer spe-
cialis elhelyezése tehat modosithatja a kényszer szabadsagfokat vagy a zaras tényének
megfeleld . kotottségi fokot. A specidlis geometriai elhelyezést ugyanis vagy ugy
vesszik figyelembe, hogy az F kényszer szabadsagfokat a geometriai eldirdsok sza-
manak megfelelden 1-el noveljiik valtozatlan k. mellett, ekkor

ABCD <« EF
y=1111-312-3=1"
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vagy az F kényszer valtozatlan szabadsagfoka mellett a zaras tényével egylittjard .
kotottségi fok csokkentésében érvényesitjiik a specialis geometriai elhelyezésben meg-
nyilvanul6 kotottséget, amivel
ABCD <« EF
y=1111-311-2=1.

A gyakorlatban ez utébbi modszer alkalmazasa szokasos.

A szabadsagfokok szamitdsanal, amennyiben a kényszerek geometriai szabadsagfokait
0sszegezziik, akkor a mechanizmus geometriai szabadsagfokat, ha a kényszerek kine-
matikai szabadsagfokat 6sszegezziik, akkor a mechanizmus kinematikai szabadsagfo-
kat kapjuk meg. A zaréassal egylittjaro kotottségi fok a mindkét esetben azonos.
Példak:
Nézziik néhany kordbban mar szerepelt mechanizmus szabadsagfokat:

ABCD<«EFG
y=1111-3111-3=1

H %EO

1

N
ABC < DEF <« GH « 1IJ « K
D[G 5 K/_I_I

A
=121 3121 321 312 -3 2-2=1 =4
_ | }.F /

Itt figyelembe kellett venni, hogy a fogaskerék kap-
csolatok szabadsagfoka 2, €és az utolso, K kényszer B 2 C'ZE'O

beépitésével megvaldsitott lanc esetében a 3 €s 6 ta-

gokkal a 4 és 5 tagok (fogaskerekek) kozott azonos attételeket kell megvaldsitani a be-
fesziilés elkeriilésére. Ez, mint specidlis geometria kotottség az utolsd zarasnal «, érté-
két 3-r6l 2-re csokkentette. (A K kényszerrel eldirt kapcsolat redundans - egy meglévo
kapcsolatot ismételten eldird - kapcesolat.)

Kardankapcsolat

Gombi mechanizmus: olyan mechanizmus, melyben csak
csuklok szerepelnek, és valamennyi csuklo tengelye athalad a
tér egy adott pontjan. (csak forgasok vannak a rendszerben, igy
K, = 3). Hajtast az 4 kényszerben az / jelii tag forgatasaval va-

16sitjuk meg.

)
ABCD

y=1111-3=1

6=0111-3=0
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I11. 4. Mechanizmusok helyzetének és mozgasanak elemzése

A mechanizmusok mozgasanak ¢s helyzetének elemzéséhez eldszor is leird koordina-
ta-rendszereket kell valasztani. Altalaban derékszogili, jobbsodrasu koordinata-
rendszert hasznalunk.

Globalis koordinadta-rendszer: Az allvanyhoz rogzitett koordinata-rendszer (altalaban
inercia rendszer). Egységvektorai: iy, jo, Ko.

Lokalis (helyi) koordinata-rendszerek: a me-
chanizmus egyes tagjaihoz kotddnek. Jeldlje
az s-edik taghoz kot6dd lokalis koordinata-
rendszer egységvektorait: ig, j, K.

Kérdés: a koordinata-rendszerek kozotti kap-
csolat. Tekintsiik az abra szerinti relativ hely-
zetben a globalis (ig, jo, ko) és az s-edik tag-
hoz kotédd lokalis (ig, js, Kks) koordinata-
rendszereket. A lokalis koordinata-rendszer

egységvektorait az O pontba eltolva irjuk fel dket a globalis koordinata-rendszer egy-
ségvektorainak linearis kombinacidjaként. igy rendre az

i = My ig + hxy jot Ko, js= hyx ig + hyy jot hyz Ko, Ky=hzip+ hzy jo+ hz Ko

felbontasokra jutunk. A globalis és a lokalis koordinata-rendszerek egységvektorait
foglaljuk 0ssze egy-egy

I0 = [ i0 jO kO ]T ¢s Is = [ is js ks ]T

matematikai oszlopvektorba, ezzel a fenti harom komponensre bontas egyszeriibben az

is hxx hxy hxz i0 i0
ks hzx hzy hzz kO kO

alakban irhatd. A két koordinata-rendszer egységvektorai kozott tehat a h matrix te-
remt kapcsolatot. Az inverz kapcsolat feltarasahoz az el6z6, i, js, kg vektorokra vonat-
kozo felbontasokat rendre szorozzuk meg skaldrisan az iy egységvektorral, eldallitva
ezzel az i, js, Kk, vektorok ig vektorra vonatkozo osszetevéit. Igy az

ig ip = hyy Jsio = hyy K ig = hyy
eredményekre jutunk, melyekkel az ig vektor az
i0 = Aree iy + i s + D Ky
felbontas szerint adodik. Hasonloképpen a jo , majd a kg egységvektorokkal elvégzett
skalaris szorzasokkal kaphatjuk a jo és ko vektorokra vonatkozo
o= Pay g+ Iy i + By K Ko = h i+ hyz s + iz K
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falbontasokat, melyeket dsszefoglaloan a

i0 hxx hyx hzx is is

. . T| . T
10: Jo | = hxy hyy hzy Js =h Js =h Is

kO hxz hyz hzz ks ks

matrixos alakban is felirhatunk, észrevéve, hogy a kiad6do transzformacios matrix az
el6z6 h transzformaltja. A korabban kapott I, =h Iy Osszefliggést balrol h-! inverz
matrixszal szorozva h-lI;=1) 0Osszefiiggés adodik, melyet egybevetve a kapott
Ip = hT I 6sszefiiggéssel a h transzformacids matrixra a

eredményt kapjuk, ami azt jelenti, hogy a h transzformacids matrix ortogonalis mat-
rix.

Osszefoglaloan tehat megéllapithatjuk, hogy az egyes tagokhoz k&tédé lokalis koordi-
nata-rendszerek ¢és a globalis koordinata-rendszer kozott a h transzformécios mat-
rix(ok) teremt(enek) kapcsolatot.

Ugyanazon térbeli vektor az egyes koordinata-rendszerekben - az adott koordinata-
rendszer egységvektoraihoz tartozo - eltérd skalar komponensekkel adhaté meg. Ke-
ressiik meg a kovetkezOkben egy adott vektor kiilonb6z6 koordinata-rendszerekben
érvényes skalar komponensei kdzotti kapcsolatot.

Legyen ¢ egy tetszdleges térbeli vektor, mely a 0 jelii koordinata-rendszerben a
€ = ¢x0 o + ¢)0 jo + cz0 Ko

Osszefliggés szerint irhatunk fel a koordinata-rendszer koordinatatengely irdnyu egy-
ségvektorainak segitségével. Ez a felbontds a ¢y , cyxo , cxo skalar komponenseknek
egy co matematikai oszlopvektorba foglalasaval, és a matrixszorzas szabalyainak fi-
gyelembe vételével a

i

. . k. — [ S B
C=Cyolg +C)0lo TC0Ko =|Cx0 Cy0 Cz0] Jo [=C0lp

kg
matrixszos alakban is felirhat6. A korabban kapott Ip = hT I és hT = h-1 &sszefiiggé-
sekkel ez tovabb alakithato a

c=cf Ip=cf hlI;

formdra. A kapott Osszefiiggést dsszevetve a ¢ térbeli vektornak az s jelii koordinata-
rendszerben lehetséges, el6zéekkel analog
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C:stls-i-c XS cys Co| bs |TCshs

ys]s +czsks = [C

felirasaval (ahol ¢ a ¢ vektor s jelii koordinata-rendszerbeli ¢y , ¢ys , cz5 skalar koordi-
natait magéaba foglald matematikai oszlopvektor), eredményként a

c=chhlly=cl I, vagyis cfhl=cT
egyenldség adodik, melyet transzponalva (hT = h-1 egyenléség ismétel alkalmazasa-
val)
cs=hcop.
Osszevetve a kapott eredményt az egységvektorokat tartalmazoé Iy és I; matematikai
vektorok kozott kordbban kapott Iy = h Iy Osszefiiggéssel megéllapithato, hogy a kii-
16nb6z6 koordindta-rendszerek egységvektorai (bazisvektorai) kozott ugyanaz a h

transzformacids matrix teremt kapcsolatot, amelyik az egyes koordinata-rendszerekben
érvényes skalar koordinatdkat is 6sszekapcsolja.

Példa:

Tekintsiik az abra szerinti két, sikbeli, 0 és

s jelii koordinata-rendszert. Irjuk fel a h
transzformacids matrixot, és ennek alapjan
adjuk meg a p vektor skalar komponenseit

a 0 jeli koordinata-rendszerben is (pyo ,
pyo)! 0, cos Hp, o i, X0

Els6 1épésben toljuk el az iy , js vektorokat
az Qg origoba, igy konnyen belathato, hogy

ig =cos 9 ip+sin I jo és js = -sin 3 ip + cos I jo

alakban felirhatok, ha 9 jeloli a két koordinata-rendszer altal bezart szoget. igy a h

b= cosd sinY
| -sin9 cos9 |’
Ennek alapjan a p vektor (pyo , pyo) skalar koordinatai a 0 jeli koordinata-rendszerben:

P o 4 cosd —sind | Py
= BO = h ES = X ,
P o0 sind  cosd | P

azaz Px0 = COS J Py - SIN T Py és Pyo =Sin 8 pyg+cos Y py.

transzformacios matrix
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Sebességek és gyorsulasok

A mechanizmus egyes tagjainak helyzetét, mozgasat az egyes tagokhoz kotodo lokdlis,
relativ koordinata-rendszerekben értelmezziik,
adjuk meg. Ugyanakkor ezek a lokalis koordina-
ta-rendszerek altaldban valtoz6 sebességli moz-
gasban vannak, igy nem inercia rendszerek.
Ilymodon sziikségessé valik a sebességek ¢€s

gyorsulasok atszamitasa, transzformalasa a glo-
balis és lokalis rendszerek kozott.

Az abra szerint tekintsiik a 0 jelii globalis (ab-

szolut), és az s jeli lokalis (relativ) koordinata-
rendszereket, €s vizsgaljuk a tér P pontjat. A két koordinata-rendszer origojat az r,
vektor koti Ossze, €s a P pontot a relativ koordinata-rendszerben a p vektor, az abszo-
lut koordinata-rendszerben az r vektor hatarozza meg.

A két vektor kdzott a mechanikébol jol ismert
r=r,+p

Osszefliggés van. Az ry €s p vektorok persze csak ugy dsszegezhetdk, ha skalar koor-
dinatdjuk azonos (mondjuk az abszolut) koordinata-rendszerben adottak. A p vektor
azonban altaldban a relativ koordinata-rendszerbeli skalar koordinatdjaval adott, igy a
skalar koordinatak kozott, korabbiakban megismert transzformaciot alkalmaznunk
kell.

Jelolje r , r, és pg rendre az r , r, és p vektoroknak az indexben jelolt (0 vagy s jeli)
koordinata-rendszerekben érvényes skaldr koordinatait tartalmazo matematikai vekto-
rokat (szamharmasokat). fgy a fenti vektoregyenlet a skalar koordinatak kapcsolatét le-
iro

r=ro+h'ps
egyenlettel helyettesithetd.

A sebesség

Ha a P pont v sebességére vagyunk kivancsiak, akkor az r helyvektor id6 szerinti deri-
valasaval azt meg is kaphatjuk. A mechanikdban tanultaknak megfeleléen azonban a
derivalasndl vegyliik figyelembe, hogy az s jeli relativ koordinéta-rendszer a 0 jelii ab-
szolut koordinata-rendszerhez képest o szogsebességli forgd mozgast is végez. A ko-
rabban tanultaknak megfelelden tehat

V:dr/dt:i'o+(Dxp+[.):V0+0~)XP+W:Vsz+Wa

23



BME Vasuti Jarmiivek Tanszék Hajtastechnika

ahol v, az s jelli koordinata-rendszer origdjanak sebessége, v, a szallitosebesség a P
pontban, w = p pedig a P pont relativ sebessége a 0 jelti koordinata-rendszerben.

A v sebességvektor koordinatait azonban meg kell kapnunk a » = r, + hT pg koordina-
tak kozotti 0sszefliggés ido szerinti derivalasaval is. Vegyiik persze figyelembe, hogy
a h matrix is az id6 fiiggvénye, igy a sebességvektor koordinatait tartalmazo v vektor

d ¥ . .
X:E(KOJ“hTQs):io+hTQS+hTQSZXOJrhTQS—i—hTWS_

Természetesen a v sebességvektorra kapott el6z6 és a koordinatara kapott utobbi 0sz-
szefliggés egyes tényezéi egymasnak kozvetleniil megfeleltethetdk. Igy pl. az utdbbi
Osszefliggésben az utols6 tag nem mas mint a w relativ sebesség 0 jelii koordinata-
rendszerben érvényes skalar koordinatait tartalmazo wq vektor eldallitdsa az s jell ko-
ordinata-rendszerben érvényes w, koordinataibol a kordbban megismert wo = hT wy
transzformacios dsszefiiggésnek megfelelden.

Példa:

Példaként ellendrizziik, hogy - sikbeli rendszert tekintve, az el6z6 példanak megfeleld
adatokkal - a h™ py tag valoban a wxp vektori szorzat skalar komponenseit adja-e! A
sikbeli esetnek megfeleléen a szogsebesség vektor @ = o k alakq, és fennall a 9 = o ¢
Osszefliggés. Tehat:

cosd sind r |cos® —sind T —sind —cosY
h= _ —>h" =] —>h =0 . ,
—sin3 cos9 sin3 cos9 cosd -—sind

—sind  —cosY | Py —sind p,; —cosIp
= _ =® . :
y cosd —sin9 | Py, cos 9 p,, —sindp

Az oxp vektori szorzatot kifejtve, és figyelembe véve az el6z6 példaban kapott

és h'

)

Px0 = €OS 3 Py - sin G py és Py0 = SIN J Pyg T €cOS I Py
Osszefliggéseket
i i Kk
oxp=|0 0 o =0(=p,i+p,)) =
Pwo Py 0

= w((—sinprs —cosdp )i+ (cosdp, —sinSpyS)j)

eredményt kapjuk, ahol lathatéan mind az i , mind a j irdnyt komponensekre az el6zd,
matrixos felirdsban szereplékkel megegyezd dsszefiiggéseket kaptunk.
A gyorsulas

A P pont a gyorsulasvektora a v sebességvektor idd szerinti derivaltja. Természetesen
a derivalasnal itt is tekintettel kell lenni a relativ koordinata-rendszer @ szogsebességé-
re, igy az
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d . .
a= dv/dt=$(vo+(o><p + W) =V, +exp+ ax(oxp) + 20Xw + w =
= (a, + exp + @x(@*p)) + 20XW +W =ag +a.+a

Osszefiiggésre jutunk, melyben € a koordinata rendszer szoggyorsuldsa, a,, a szallito-,
a. a coriolis-, a pedig a relativ gyorsulds vektora a P pontban.

Ha az a gyorsulasvektor skalar koordinatait tartalmazé a vektort a v sebességvektorra
kapott 6sszefliggés derivalasaval hatarozzuk meg, akkor az

d : o . '
a=q(vo W' p;+hT wy) = v+ h" p; + h" p; + hT wy + h" W, =

ZQO+HTQS+ZBTWS+hT(_xS

képletre jutunk, ahol az els6 két tag az ag, a szallitogyorsulds, a harmadik tag az a. co-
riolis gyorsulds, a negyedik tag pedig az a relativ gyorsulds 0 jelii koordinata-rend-
szerben érvényes skalar koordinatait adja.

Altalinos, nyitott kinematikai lanc sebességdllapota

Tekintsiik példaként a kovetkezd abra szerinti mechanizmust, de az altalanossag érde-
kében ne hasznaljuk ki a lancban szerepld kényszerek specialis tulajdonsagait. Ez alatt
azt kell érteni, hogy valamennyi kényszer esetében tételezziik fel, hogy ott relativ se-
bességek ¢és szOogsebességek is lehetségesek. (Az abra szerint pl. a B kényszer egy
csuszka, melyben relativ sebesség lehetséges, az 4, C és D kényszerek pedig csuklok,
melyekben relativ szogsebességek lehetségesek.)

A mechanizmus egy 5 tagbdl 4ll6 nyilt kinematikai
lanc. Szerkezeti képlete: ABCD. A kapcsolddasi
pontokat rendre az rup, rpc, rcp vektorok kotik
0ssze, a Ppont pedig a 4-es taghoz kotott, a D pont-

tol rpptavolsagra levo tetszdleges pont.

A szogsebességeket tekintve kdnnyen belathatod, hogy barmely tagnak az allvanyhoz
viszonyitott szogsebessége eldallithatd a kinematikai lancban az adott tagig talalhatod
egyes kényszerekben megvalosulo relativ szogsebességek dsszegeként, vagyis

W01 = W4, M2 = W] T ®12, W3 = W01 T O12 T 023, W4 = O] T ®12 T 023 T W34
irhatd, ahol w;; jeldli a j-edik tagnak az i-edik taghoz viszonyitott relativ szogsebessé-
gét. Mivel ezek a relativ szogsebességek az egyes kényszerekhez kotddnek, ezért a to-
vabbiakban az egyszeriibb jelolés érdekében a szomszédos tagok esetében az indexek-

ben az egyes tagokra vald utalas helyett a kapcsolodés helyét (a kényszer azonositojat)
fogjuk szerepeltetni, tehat az el6z6 Osszefiiggéseket rendre az

W] =Wy, D2 =04 T O, W3=W4 T O+ OC, D4 =04 +Op+OC+ O
Osszefliggések helyettesitik.
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Az egyes kapcsolodasi pontokban kiilonitsiik el az egymassal fedésben 1évo, de kiilon-
boz6 tagokhoz kotédd pontokat. Igy pl. a B pontban kiilon jeloljiik az 1 jelii taghoz ko-
tddé By pontot, és a vele pillanatnyilag fedésben 1évo, de a 2 jelt taghoz kotodo Br
pontot. A két pont egymashoz képesti relativ sebességét a vp1p; jeloli, ami helyett ele-
gendo roviden a vp jelolés, hiszen a B kényszerre vald utalds magaban hordozza azt az
informaciodt is, hogy az 1-es és 2-es tag kozotti kapcesolatrdl van szo. A korabban jel-
zett dltalanossag érdekében ilyen értelmii megkiilonboztetést, és relativ sebességet (ill.
szO0gsebességet) valamennyi kényszernél (csatlakozasi pontnal) feltételeziink.

A 0 jelt allvany, és ezzel a hozza az A pontban kétédé Ag pont is nyugalomban van,
sebessége zérus. Ugyanakkor az 4 kényszer 1-es taghoz kétddd 41 pontjanak sebessé-
ge
Va1 =0+ vy041 =0+ vy =vy

Mivel az 1-es tagnak az allvanyhoz viszonyitott szogsebességét wg; = w4 jeloli, a B
kényszernél a 2-es taghoz kotott B, pont sebessége

VB2 = VA1 T W01 X Y4B T VBIB2 = V4 T O4 X Ty T Vp.
Tovabbmenve, ha a 2-es tag az allvanyhoz képest mq; szogsebességgel forog, akkor a
C kényszer 3-as taghoz k6tddé C3 pontjanak sebessége

V(3 = VB2 T @02 X YBC T V(203 == Vg2 T W2 X Fpe T V¢

Helyettesitslik be a vpy -re az elébb kapott eredményt, és vegyiik figyelembe, hogy
r4g+ rRC=T4C €S W2 = 04 T OB, igy

Ve3=V4t @4 X1yt Vet (04t ©p) X rpct ve=

=V4 T Wy XryctvptwpXrpctvc.

Folytatva az eljarast, és a 3-as tag allvanyhoz képesti w3 = 04 + ®p + ¢ szogsebes-
ségét, valamint az ryc+rcp=rap €és rpc+rcp=rpp Osszefliggéseket figyelembe

véve a D kényszer pontjaban a 4-es taghoz kot6do D4 pont sebességére a

VD4 = V(3 T 003 X rep T Vp3p4 = Ve3 T o3 X rep + vp
=V4t g XrgctvptopXrpctvet(wg4+@pt+oc)Xreptvp=
=Vq4t g Xryptvpt@pXrpp+tvctocxrcptvp.
Osszefliggést kapjuk. Végezetiil az allvanyhoz képest mps = w4 + @p + ©c + ©p sz0g-
sebességgel forgd 4-es taghoz az abra szerint kotddo tetszdleges @ pont sebességére az
r4p + rpp="r4p,Ygp + rpp="rpeés rcp + rpp=rcejelolések segitségével a
Vet = Vp4+ ®o4 X Fpp=
=V4t @y Xrgp+VptopXrgp+tvetocxrept Vp T (@t@tOCTOD) X Ype=
=V4T @4 XTypt VBT @ X Ypp+ Ve + OCXTceT Vp+ @p X I'De

kifejezést kapjuk. Kicsit atrendezve ugyanez a
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D D
Vo4 = VAHVETVEHD + @4%T 49+ @pXTBe+ OCXTcp+ OpXTpp= D Vj + Z(ijl‘j@
=4 A

alakban is felirhat6. Konnyen belathat6 az is, hogy ha az allvanyhoz viszonyitott ab-
szolut szogsebességeket nem bontjuk fel a relativ szogsebességek dsszegeire, akkor a

D 4
Ve = 2V + 200 X I
=4 =l

eredményre jutunk, ahol r; az i-edik tagon a "kezdd" (belépési) pontbol a "végsd" (ki-
1épési) pontba mutato vektor, példankban rendre i = 1,...,.4 -hezr4p, rpc, rcp , rpe.

Altaldnositva

Egy ABC...N szerkezeti képleti, n taga, nyilt 1ancti mechanizmus kertileti tagja vala-
mely ®@pontjanak az allvanyhoz viszonyitott me szogsebessége ill. vp sebessége

N N N N n
wp= 2| ill. | vp= v+ D@ Xrjp|,vagy | vp= 2+ Do X I
=4 =4 j=A =4 =l

Mar itt fel kell hivni a figyelmet a kapott eredményeknek a statikaban, az eredd erd és
vektorai helyére koncentrélt F; er6ket, a relativ sebességek v; vektorai helyére koncent-
ralt M; nyomatékokat gondolunk, akkor a két fenti dsszefliggés nem mads, mint a kon-
centralt er6k és nyomatékok ®pontra szamitott ered6jét megadd két vektoregyenlet.

Konnyt belédtni, hogy amennyiben a vizsgélt nyilt kinematikai lanc kezdépontja nem a
nyugalomban levd allvany, hanem egy mechanizmus valamely tagjanak vo sebesség-
gel halado és mg szogsebességgel forgd pontja, akkor ezek a kezddértékek egyszeriien
hozzaadodnak a fenti képletek szerinti szummakhoz, és az

D N N N n
®p= 0+ 2 |ill.| vo=vo+ 2v;+ 2@Tje |, vagy | Vo= Vo + 2v;+ 200X
j=A =4 j=A A=l

Osszefliggéseket eredményezik.

Altaldnos, zdrt kinematikai lanc sebességdllapota

Az el6zoekben vizsgalt mechanizmus 4-es tagjat kossiik mereven az allvanyhoz.
Ilymdédon a 4-es taghoz kot6dd @ pont szogsebessége €s sebessége is zérus kell legyen,

tehat az
D D D
Qp= Z(x)j =0 ill. Vp= ZVj + ijxro: 0.
J=A =4 j=4

egyenletek adodnak. Ugyanigy, ha egy zart kinematikai lanc barmely wg szogsebesség-
gel forgd tagjanak vg sebességgel haladd @ pontjabol kiindulunk, és a zart kinematikai
lanc 4,B,C,...,N kényszerein végighaladva visszajutunk a kiinduldsi @ pontba, akkor
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N N N
®p= W) = Oy + Z(Dj il. Vp=V)=Vy+ ZVj + Z(Dj X Tjp.
J=A J=A J=A

Az wp-al ill. vp-al egyszerisitve altalanosithatjuk az egyenleteket.

Altaldnositva

Egy ABC...N szerkezeti képletii, n tagu, zdrt lanci mechanizmusra vonatkozodan a

N N N N n
2 =0 Al | Xvi+ 2 xrp=0 |, vagy | 2v;+ 2 X 1;=0
=4 =4 =4 =4 =l

vektoregyenleteknek teljesiilnilik kell a tér tetszéleges ®pontjara.

A statikaval valo analogia itt is fenndll, hiszen egy erOrendszer egyensulyat a statika-
ban éppen ezek, az erék és a nyomatékok egyensulyat kifejezé egyenletek hatarozzak
meg. Ilymddon, ahogy a statikdban az erévektorok és a nyomatékvektorok alkotta
rendszer, ugy a mechanizmusok elméletében a relativ szogsebesség vektorok és a re-
lativ sebességvektorok alkotta vektor-rendszer is egyensulyi vektorrendszer.

Szerkeszto eljarasok

A mechanizmusok vizsgalatanal - féleg a helyzet
meghatarozasandl - gyakran alkalmazunk "szer-
kesztd" eljarasokat, amikor geometriai torvénysze-
riségek alapjan keressiik a megoldést. Példaként
tekintsiik az abra szerinti, 4 csuklobol €s 4 tagbodl

allé mechanizmust.

A B csukl6 csak a b koriven, a C csuklo pedig csak a ¢ koriven mozdulhat el, és egy, a
b koriven felvett B’ ponthoz a BC = B'C' tavolsaggal a ¢ koriven kimetszhetd a C
csuklé aktualis C' helye.

I1I. 5. Hajtasrendszerek jellegzetes mechanizmusai

Forgattyus mechanizmus

) A
Szerkezeti képlete és szabadsagfoka: Vs Y B
{
ABCD 4 C
1 A
y=1111-3=1 ///6//////////////(///,D X
Xc

c=0111-3=0

Szamitassal ugyan, de "szerkesztd" eljarast alkalmazunk, azaz az ébra alapjan a geo-
metriai Osszefliggéseket irjuk fel.

28



BME Vasuti Jarmiivek Tanszék Hajtastechnika

Ve=rsin g =1[siny és Xc=rcos@q+/cosvy.
Vezessik be a A=r/1¢és &=xc /[ jeloléseket, majd fejezziik ki a kapott Gsszefiiggé-
sekbdl y szogfiiggvényeit:

sin \y = A sin @4 és cosy=xc/l-Acospy.=E&-AcosqQy.
Hasznaljuk ki a sin? y + cos? y = 1 azonossagot, igy a
siny +cos?y=1=A%sin>@4 + (-2 & A cos pq + A? OS> Py)
egyenletre jutunk, melyet dtrendezve, egyszerlisités utan a
1=82-2E&Ncos g+ A% (sin>@q+cos’@y)=E>-2E& A cospq+ A?
§-28hcos@y-(1-22)=0 (*)
masodfoku egyenletet kapjuk, amibdl a megoldo-képlettel, az esetiinknek megfeleld

pozitiv gyok valasztisaval a
§ =\ cos @y +\/k2 cos?@y +(1-22%)

végeredményre jutunk.

Ellendrzésként behelyettesitve a ¢4 = 0 értéket, cos o4 =1, és E-re a
E=h M2 F (- = +1=1+1

értéket kapjuk, amivel xc=r+1.

A sebességet a (*) implicit egyenlet derivalasaval kapott

268-28Ncos 0+ 2ENsin g4 04 =0 (**)
Osszefiiggés atrendezésével a
é __ Eksingp, .
E—Acoso 4

alakban kapjuk, és behelyettesitve a értéket, &=0,azaz xc=0.

A gyorsulasra a (**) implicit egyenlet derivalasaval kapott

E2+ EE - EN cos g+ EL sin oy g+ EL Sin g @+ EN COS Pq 97 + EL SIN g g =0

Osszefliggést atrendezve:

g & 28hsing 0, +EMCOs Q0% +sin,0,)

E—Acoso
Behelyettesitve a ¢4 = 0 -hoz tartozo E=A + 1 és&=0értékeket,
. (DAoL SR >
= - =-(A+ 1) Aos,amibol xc=-(A+1 ,
& WY (A + 1) A of, amib8l xc = - (A + 1) r 04

ahogy azt kordbban is tanultuk.
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Kardankapcsolat

Tekintsiik az abra szerinti térbeli kardan-
kapcsolatot. (A "térbeli" megnevezés
alatt azt értjiikk, hogy a vizsgalat soran a
leir6 koordinata-rendszer szempontjabol
nem tessziik azt a megkdtést, hogy vala-
mely koordinata sikja essen egybe a kar-

dan két, egymast metsz6 tengelyének sik-
jéval.)
A szogelfordulasok kozotti kapcsolat

Az abra szerint az A, B, C csuklok tengelyeinek, valamint az elvezetd tengely (kardéan-
tengely) iranyaban vegyiink fel egy.egy e4, ep, ec és e, egységvektort. Kiindulasi hely-
zetnek tekintsiik az abra szerint a kardankereszt againak ep), ecp egységvektorokkal
kijelolt iranyait, tehat £ = 0 idépontban: ep(0) = egy , ec(0) = ecp .

A kardankapcsolat kinematikai feltételét, a kardankereszt két aganak mindenkori me-

skalar szorzat zérus volta fogalmazza meg.

rOlegesseget a

Az ey ¢és epy vektorok vektori szorzataként generdljuk az nyp = ey X epy vektort, igy
¢4 -val jelolve a behajtotengely szogelfordulasat ep az

ep = €p( COS P4 + Nyp Sin Py

Osszefiiggés szerint felbonthat6. Hasonloképpen generaljuk e, és ecy vektorok vektori
szorzataként az n,c = e, X ecp vektort, igy ¢-el jelolve a kardantengely szogelfordu-
lasat, az ec az
eC = €c( COS Py + NyC Sin Py
Osszefliggés szerint irhato fel. Ezeket a skalar szorzatba behelyettesitve
0=epec=(eppcos g+ nypsin @) (ecycos @y + Nyc Sin Qy) =
= €B( €C( COS P4 COS Py + €p) Ny COS Py SIN Py +

+ nyp ecp sin @4 cos @y + Nyp Ny SIN Qg SIN Py =
= epp NyC COS (4 SIN Oy + Nyp €cp SIN Py COS Py + Nyp NyC SIN Q4 SIN @y ,

figyelembe véve, hogy ep) ecp = 0 . Egyszertsitsiik az egyenletet sin ¢4 sin @, -el valo
osztassal, igy az

epo Nyc ctg O 4 + Nyp ecp ctg @ + nypnc=0

egyenlet hatdrozza meg az Osszetartozd ¢4 és @, szogelfordulasokat. A képletbdl ki is
fejezhetjiik ctg @y -et:
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n,ph,c+epoh,cCigPy
ctgo, = — .
* N p€co

Ellendrizziik a kapottak érvényességét a korabban tanult sikbeli kardankapcsolat eseté-
re. Ekkor vegytik fel Gigy a koordinata-rendszert, hogy x-y sikja az e és e, altal meg-
hatarozott sik legyen, ¢s epy legyen a z tengely irdnya. Az e4 és e, altal bezart szog a.,
igy, az abra alapjan:

nyg=i, nc=-k, epo =Kk, ecp=cosaitsinaj.
Behelyettesitve ezeket a kapott 0sszefliggésiinkbe:

_O-lctgo, _ ctgo,
cosal cosal

ctgop, = , amibdl tg oy =cosatg Oy .

A kardantengely masik végén levd kardan-
kapcsolat az D, E, F csuklokbdl all. Az el-
jarasunk hasonl6 az elébb alkalmazotthoz,
most e, és epg vektorokkal az n,p=e, X epy
vektort, er és egy vektorokkal pedig az
nyg = er X egp vektort generaljuk, igy

ep = ep( COS Py’ + Nyp SIN Py’
¢és er = eg) Cos OF + Npg sin O,

ahol egyenldre megkiilonboztetett, @, jelolést alkalmaztunk a kardantengely szogel-
fordulédsara, és @f jeloli a kihajtotengely szogelfordulasat. Behelyettesitve ezeket a
kardankereszt két agaénak merdlegességét megjelenitd skalar szorzatba:

0 =ep eg = (epg cos @y’ + Nyp sin Qy)(€g cOs Or + Npg sin Qp) =
= epo NEF COS Oy’ SIN P q + Nyp €Ep SIN Py’ COS OF + Nyp NEF SIN @y SIN Py .

Egyszerisitsiik az egyenletet sin @ sin ¢, -vel valo osztéassal, igy
n,pegy Ctg Op + epgNpp Ctg @ + Mypngp = 0,

amibdl

_Mgpn,p +epoh,p ClgPp

Nprepo

ctgp, =

Ha a kardantengely csavaronyomaték hatisara valo szogdeformacigjatdl eltekintiink,
akkor @y = @y , és
npNycteplycClgQy MNgphyp +epohyp ClEOp

n4p€co N pr€pg

Ahhoz, hogy a két kardankapcsolaton athaladva végiilis a ¢4 és ¢ szogelfordulasok
megegyezzenek, a jobb- és baloldal szdmlalojaban és nevezdjében szerepld skalér
szorzatoknak meg kell egyeznilik. Ez az ey || epo €s ey || er esetén biztosithato, ekkor
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ugyanis a bal és jobboldalon szerepld skalar szorzatok paronként azonosak lesznek. A

képlet atalakitasdval az is belathatd, hogy a masodik parhuza-
mossagi feltétel helyett elegendé megkotni, hogy ey és er kzos a %a
sikban legyen, és az e4 e, = er e, skalar szorzat egyenldség tel-

"Z" elrendezés

jestiljon. A kardanépités gyakorlatdban az el6z6 esetet "Z" elren-
dezésnek, az utdbbit pedig "M" vagy "W" elrendezésnek neve-

zik. Ha a be- és kihajt6 szogelfordulasok megegyeznek, akkor a

kardankapcsolatot homokinetikusnak nevezziik. M, W
elrendezés
A szogsebességek kozotti kapcsolat

A szOgsebességek kozotti kapesolat eldallithatd a szogelfordulasok kozott kapott kap-
csolat id6 szerinti derivalasaval. E helyett azonban egyszeriibben is célhoz juthatunk,
ha felhasznaljuk a nyilt ldnci mechanizmus szogsebességére korabban kapott azon
Osszefliggést, hogy valamely tag allvanyhoz viszonyitott szogsebessége az egyes kény-
szerekben mérhetd relativ szogsebességek dsszegeként eldallithato.

Jelolje az 4 csukloban megvalosuld hajtas szogsebesség vektorat my = wy e4 , az B ill.
C csuklokban megvalosuld relativ szogsebességet pedig wp = wp ep ill. wc=oc ec .
fgy a kardantengely allvanyhoz viszonyitott @, = o, e, szogsebessége

Oy =0re,=04tOp+tOC=wyeq4+0pep+ oCec (*)

A skalar mennyiségek kozotti kapesolat feltdrasahoz szorozzuk meg a vektor-egyenle-
tiinket skaldrisan ep egységvektorral, igy

Wyexep=w0y eg4eptmpepep+ Ocecep=mp

mivel ep merdleges ey -ra és ec -re is. Hasonloképpen szorozzuk meg a (*) egyenletet
skalarisan most e, egységvektorral, igy

Oye =My =Wy eg€, Tmpege,+tmWcece,=mwyeye, 1+ mpese,.

Az mp elobb kapott kifejezését behelyettesitve, atrendezés utan

¢ 4€
Oy = 0y €4 € T (O ex ep) ep ey = Wy ey e+ 0y (e ep)2 —> | ®, = ACx o
1_(eBex)

Ellendrzésként helyettesitsilk be a kapott eredménybe a sikbeli kardankapcsolatnak

megfeleld specialis esetet. Ekkor e4 = j, ep = cos ¢4 k + sin @4 i, e, = -sin a i +cos a j

. : cosa
cs nh= = ) ) 7
®,4 1-(sinasing,)

ami megegyezik a korabban tanultakkal.

A masodik kardankapcsolat viszonyainak feltarasahoz ugyanezt az eljarast folytassuk.
A D ill. E csuklokban megvalosulo relativ szogsebességet wp = op ep ill. o = of eg
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jeldlje, és a kardankapcsolat kimend tengelyének allvanyhoz viszonyitott szogsebessé-
ge pedig legyen oy = oF er . Ez utobbi a tanultak alapjan felirhato az

OF=0OpFer=0, T Op+0r=one,+opep+oger (**)

vektordsszegként. A skaldr mennyiségek kozotti kapcsolat feltarasdhoz szorozzuk meg
a vektor-egyenletiinket skalarisan eg egységvektorral, igy

OFerer =0y e et Wpeper+ Op €g e —> O = - Wy €y e,

mivel eg merdleges ep -re és er -re is. Hasonloképpen szorozzuk meg a (**) egyenle-
tet skalarisan most e, egységvektorral, igy

OFere,=Mce e, Twpepe,twrege, =+ 0O ege.

Az of -re az elobb kapott kifejezés behelyettesitésével, atrendezés utan

2
_ 1_(eEex) ®
eFe

@FeFex:@x+('(Dxeer)eEex:@x'@x(eEex)z_) OFp x |

X

Osszevetve a kardantengelyt két kardankapcsolatara kapott eredményeket, a behajto
tengely m4 szogsebessége ¢s a kihajtdtengely g szogsebessége kozott az

2
Wp = 1_(eEex) €4€x

()
2 VA
€rey 1_(eBex)

kapcsolatot kapjuk, amelybdl konnyen belathatd, hogy a korabban leirt homokinetikus
beépités esetén 1 = wr / wyg = 1 eredd mddositast eredményez.

A homokinetikus beépitést megzavaro fobb hatasok:

- jarmilengések kovetkeztében a be- és kihajtdtengelyek parhuzamossaga megsziinik;

- a tengelyhajtomi szogelfordulasa miatt a be- és kihajtotengelyek parhuzamossaga
megsziinik;

- kormanyzott kerekek, vagy elforduld forgdévazak hajtasakor a be- és kihajtotenge-
lyek parhuzamossaga megsziinik;

- a kardantengelyen torténd nyomatékatvitellel egyiittjaré szogdeformacié miatt
Ox # Py’

Megjegyzés:

A kardankereszten a csuklokon torténd kapcsolddas kovetkeztében csak a kardanke-
reszt sikjara meréleges M nyomatékvektor adodhat. Ez azt jelenti, hogy a kardankap-
csolat szoghelyzetétdl fliggden a be- ill. kihajtdtengelyen és/vagy a kardantengelyen a
csavaronyomaték (Mp.s, Mycs) mellett hajlitobnyomaték (Mpj, Myy) is ébred.

l@i Mipcs
L]
M =M js
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I1I. 6. Fogaskerekes hajtasok - bolygomiivek

Centrois mechanizmusok: olyan biitykés mechanizmusok, melyekben a kapcsolddo
gorgdparok egymdson csuszasmentesen legordiilnek, mikdzben mindkét biitykos tag
csukloval kapcsolddik a mechanizmus harmadik tagjahoz.

Ha a fogaskerekek érintkezését a gordiilokorokon cstiszasmentesen kapcsolodo gorgo-
parok kapcsolatanak tekintjiik, és eltekintiink a fogprofilok tényleges, csuszas jelenlé-
tében megvalosulo érintkezésétdl, akkor a fogaskerekek kapcsolddasa kielégiti a fenti
eldirasokat, és igy centrois mechanizmusnak tekinthetd. A fogaskerekek keriiletén el-
helyezkedo fogak ebben a felfogasban csupan a csuszasmentesség biztositasa érde-
kében sziikségesek.

Példa

Tekintsiik az abra szerinti egyszerli fogasker¢k kapcsola-

tot, €s a mechanizmus sematikus abraja mellé rajzoljuk fel "zl 5

-
pul

a rajz sikjara merdleges sebességek alakulasat is. A me-

M&

chanizmus tagjai merev testek, igy sebességéllapotuk két

pontjuk sebességének ismeretében meghatarozott, és a ta-
volsag fliggvényében linearisan valtozik.

Az 1-es tag A csukloval, a 2-es tag pedig a C csukloval az

allvanyhoz kapcsolodik, igy ezen pontjaiknak sebessége zérus. A B fogaskerék kap-
csolatban az 1-es €és 2-es tag egymashoz kapcsolodik csuszdsmentesen, igy kapcsold-
dasi pontjaiknak vz sebessége azonos kell legyen. Igy az 1-es tag sebesség-allapotat
jellemz6 1 jell egyenes (linedris fliggvény) megrajzolhatd, mivel egyik pontja az 4
csuklonak megfeleld pontban zérus sebességet jelol, masik pontja pedig az 4 ponttdl
r4p tavolsadgban vp sebességet kell adjon. Hasonldoképpen a 2-es tag sebesség-allapotat
jellemzd 2 jelii egyenes két pontja is adott a kozos vp sebességgel ill. az ettdl a ponttdl
rpc tavolsagban levd, B csukld pontjdban érvényes zérus sebességgel.

A sebességeknek a vazolt diagram szerinti dbrazoldsat Kutzbach-féle sebességabra-
nak nevezziik. A sebességdbraban az egyes tagok sebesség-allapotat jellemz6 egyene-
seknek a v =0 tengellyel bezar a szdge a tag szogsebességét jellemzi. Egy merev tes-
ten beliil ugyanis az egyes pontok sebességének kiilonbsége a test szogsebességébdl
adodik. Igy pl. az 1-es tag 4 pontbeli zérus sebességéhez képest az r4p tavolsagban le-
vii B pontjdnak vp sebessége a

vp = ®1 r4p 0sszefliggésbdl szamithatd, amibdl: w1 =vp/ryp=tg a;,

tehat a sebesség-egyenes hajlasszogének tangense a szogsebességet adja. Hasonlokép-
pen a 2-es tagra, figyelembe véve a sebesség ¢és a tavolsag eldjeles voltat:

vp = (-rpc) , amibdl: wy =-vp/rpc=tgay,
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azaz a v = 0 tengelyhez képesti hajlas iranya a szdgsebesség eldjelét is megadja.

A példa szerinti fogaskerék kapcsolatnak, mint mechanizmusnak a szerkezeti képlete:
ABC. Szabadsagfokanak meghatarozasdhoz a centrois-mechanizmus szabadsagfokat, és
a zarassal kapcsolatos k, kotottségi fokot kell megallapitani. Ha a fogaskerék kapcso-
lat, mint centrois-mechanizmus szabadsagfokat y = 2 -nek vessziik, akkor a kinematikai
lanc zarasaval egylittjard kotottségi fokot k. = 3 -ra kell venniink. Ha pedig a fogas-
kerék kapcsolat szabadsagfokat y = 1 -nek vessziik (csak a forgd mozgasokat tekintjiik,
a tengellyel parhuzamos elmozdul6 képességet nem), akkor a zarassal egylittjard ko-
tottségi fok k. =2 . Igy a példa szerinti mechanizmusra a szabadsagfok az

! \

ABC ABC
y=121-3=1 vagy y=111-2=1
c=021-3=0 c=011-2=0

képletek szerint is meghatarozhatjuk, hajtasként a 4 kényszerben a szogelfordulast ill.
szogsebességet figyelembe véve.

A szOgsebességek kozotti szamszer(i kapcsolat feltarasdhoz a zart kinematikai lancra

N n n
korabban kapott Y v; + D wo; X r; = 0 Osszefiiggésbdl kiindulva a D mo; x r; = 0 képlet-
4 =l i=1
re tamaszkodhatunk, mivel a fogaskerekes mechanizmusokban a fogkapcsolatoknal és
a csukloknal is egyarant a v; relativ sebességek zérus értékiliek. Ezen tilmenden, ha a
fogaskerekes mechanizmus valamennyi tengelye parhuzamos (pl. i egységvektor ira-
nyu) és a kapcsolodasi pontokat is egymassal parhuzamos (pl. j egységvektor iranyu)
r; vektorok kotik 0ssze, akkor a vektori szorzas eredményeképpen kapott kertiilet se-
bességek mind parhuzamos (pl. k egységvektor iranyt1) vektorok lesznek, és a szorzé-
tényez6 vektorok merdleges helyzetének megfelelden a szorzatvektor abszolut értéke a
tényezok abszolut értékének szorzata lesz.

A vektoregyenlet helyett tehat minden zart kinematikai lancunkra a

n n
D00 ri=0|,vagy| 2w r=0
i=1 i=1

sebesség-egyensulyi egyenlet irhatd fel, ahol a méasodik felirdsban a tagok ®; szogse-
bességeinél a 0 jelii allvanyra, mint viszonyitasi alapra valo hivatkozas jelolését el-
hagytuk.

A sebesség-egyensulyi egyenletet az dbra szerinti, egy darab, zart kinematikai lancbol
allo mechanizmusra felirva az

o174t oy rpc=0
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Osszefliggésre jutunk, amibdl atrendezéssel pl. wy =- w1 r4p/ rpc, és a hajtomi
i=wy/ ®1= -r4p/ rgc

szO0gsebesség modositasa is eldjelhelyesen meghatarozhato.

Elemi bolygomii
Az elemi bolygomii vazlatat az dbra mutatja 2Tc '%E 3C
A bolygomiivet alkoto tagok megnevezése: ;l; 3 "pck | 5 B
r

1. Napkeré¢k ) % 1 Y Fig v cD, 0L12 .
2. Bolygokerék 7 15\77 | AD V
3. Forgattyu 1

ABCD

Az elemi bolygomii szerkezeti képlete, €s
y=1211-3=2

ennek alapjan szabadsagfoka:
A két szabadsagfok azt jelenti, hogy két fliggetlen szogsebességet valaszthatunk meg a
bolygdémiiben, ennek megfelelden a sebességabraban is két szogsebesség egyenes haj-
lasszoge vehetd fel (az abraban o és a3). A harmadik szogsebesség (wy) mar a szer-
kesztésbol kiadodik abbdl a két feltételbdl, hogy egyrészt a B fogaskerék kapcsolddasi
pontban a napkerék 1 jelli egyenesével, masrészt pedig a C csukld pontjadban a forgaty-
tytl 3 jelll egyenesével kell kozos pontja legyen, a sebességek adott pontokban vald
azonossaga miatt.

Az egy darab, zart kinematikai lancra a szerkezeti képlet szerint az
o1 rap+ @y rget 3 rep =0 (*)

sebesség-egyensulyi egyenletet irhato fel, és a két geometriai szabadsagfok itt abban
nyilvanul meg, hogy egy felirhatd egyenlethez 3 ismeretlen szogsebesség adodik.

Mivel az 4bra szerint rcp = -rpc = - ( r4p + rpc ), az egyenlet atalakithato:

01 74g T rgc- 3 (raptrpc)=0—>| (01 -w3)rgpt(w-w3)rgc=0

Az egyenlet alapjan tehat a két fogaskeréknek a forgattytthoz viszonyitott ( @1 - @3 ) és
( o - o3 ) relativ szogsebességeit tekintve megegyezik az elézdekben az egyszerti fo-
gaskerék attételre kapott Osszefiiggéssel. Az elemi bolygomii sebességviszonyai tehat
eloallithatok a forgattyu s szogsebességii merev test szerti forgdsanak és az egyszerti
fogaskerék attétel mozgasviszonyainak szuperpozicidjaként, ahogy azt a sebességab-
rakkal a kovetkezd vazlat is szemlélteti.
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2Tc
;[ 3 gk |

A7 7R
| DU

Elemi bolygomii belsd fogazasu fogaskerekek felhasznaldsaval is 6sszedllithato, mint
ahogy azt az aldbbi dbra példai mutatjdk. A geometriai elrendezés fiiggvényében a se-
bességabra is valtozé alakot olthet, de a (*) egyenlet alakja véltozatlan, habar benne az
egyes r4p, rc, rcp sugarak hol pozitiv, hol negativ eldjeliiek, midltal a forgasiranyok
is valtozatosak lehetnek. Az a.) dbran a napkerék, a b.) dbran pedig a bolygokerék ké-
sziilt bels6é fogazéssal (az dbrdkon az ] és m3 szogsebességeket valtozatlanul hagy-
tuk).

N 3
2 a3 3

0, ) C l
’ 1 —=_C v
0 - J Ve

A 2T TPl sl yeo %,
Z AWJ_ D%QBV AD VY

A BT "373
LT

Egyszerii bolygomii - egyszabadsagfoku bolygomii

Az egy lancu, y = 2 szabadsagfoku elemi bolygdémiibdl legegyszeriibben ugy juthatunk
egyszabadsagfokii mechanizmushoz, hogy egy egyszeresen tulhatarozott (y = -1 sza-
badsagfoku) zart kinematikai lancot hozzakapcsolunk. Igy jutunk az egyszerii (egysza-
badsagfokii) bolygomiihoz.

Egyszeresen tulhatarozott kinematikai lanc lehet, ha az elemi bolygéomii meglévo vala-
mely két tagjat egy ujabb fogaskerék kapcsolattal 6sszekdtjiik, mert a fogaskerék 2 (ill.
1) szabadsagfokahoz a kinematikai lanc zardsaval egyiittjaro kotottségi fok ennél egyel
nagyobb: 3 (ill. 2). Az elemi bolygdémii szomszédos tagjainak ujabb fogaskerék kap-
csolattal vald 6sszekotésének lehetdségeit az alabbi abrak mutatjak.
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2Ic 2Ic
B J; 3 BI

AT 2| 1Tk

7 v 7 D

AZ1J_ Y77 A7, .tfz

E E

a.) napker¢k - b.) napkerék - c.) bolygokerék - d.) forgattyu -

- allvany - bolygokerék - forgattyu - allvany

Mint lathat6, a szomszédos tagok ujabb fogaskerék kapcsolattal valo 6sszekdtése tulaj-
donképpen ezen tagok egymashoz valo rogzitését eredményezi, igy nem jelent tovabb-
1épést. Vagy egy egyszeri bolygd fogaskerékhez jutunk (a. eset), vagy egy tengely-
kapcsolohoz (b. és c. esetek), vagy egy egyszerl fogaskerék kapcsolathoz (d. eset).

Uj bolygémiihoz (az egyszerii bolygomiihdz) - a kovetkezd abra szerint - az allvany
és a bolygokerék kozé beiktatott fogaskerék kapcsolattal jutunk.

£ 2\ 3
e
Yc/C 5 TTIC ATCEA —~ o3
CITING
3 Bl [/ Vp
"DC| -
o o
4D VY Map v

M

a.) kiils6 fogazasu fogaskerekekkel b.) belso fogazast fogaskerékkel

Az egyszerl bolygomi két kinematikai lancanak szerkezeti képlete tobbféleképpen is
felirhato. A hajtast az 4 csukloban felvéve hatarozzuk meg a kinematikai szabadsagfo-
kot is:

J 2

ABCD« E ABE <« CD
y=1211-32-3=1, vagy y=122-311-3=1
6=0211-32-3=0 c=022-311-3=0

A két szerkezeti képlet egyenértékii, de mint latni fogjuk, a szdgsebességek kapcsola-
tahoz az egyenleteket a masodik szerkezeti képlet vezetésével célszert felirni.

A két zart kinematikai lancnak megfeleléen két sebesség-egyensulyi egyenlet irhatod
fel, a masodik szerkezeti képletet alapul véve egy az ABE ill. egy a CD zart lancra:

o1 rypt oy rge=20 és o3 rpct o rcg=0.
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Behatotengelynek tekintsiik a napkerék tengelyét o szogsebességgel, a kihajtotengely
pedig legyen a forgattyt m3 szogsebességgel. Az ez esetben érdektelen -w; bolygoke-
rék szogsebességet mindkét egyenletbdl kifejezve €és egyenlové téve, atalakitas utan az
egyszerli bolygomi i = o3 / ®1 szdgsebesség modositasa:

-0 =1 r4p/ TBE=®3 rpc/ rcE = —> i=7r4BVYCE/! YBEYDC

A kapott Osszefiiggés valamennyi egyszerii bolygomiire érvényes, de az egyes r suga-
rak aktudlis nagysagatdl ill. eldjelétdl fiiggben a képletbdl a modositas szamos variaci-
0ja kiadddhat. Vegyiik észre példdul, hogy az a.) abra szerinti kialakitasnal az rpg ta-
volsag a trividlis esettdl eltekintve is felveheti a zérus értéket, midltal az i = co modosi-
tas adodik azaltal, hogy ebben az esetben a napkerék tengelye reteszelddik, mikozben
a forgattyu tetszlleges szogsebességgel foroghat.

Nyomatéki viszonyok az elemi bolygomiiben

Elemi bolygomii esetében az dbra szerint tételezziik
fel, hogy a napkerékre, a bolygokerékre ill. a for-

gattyura rendre az My, M>, M3 kiilsé forgatdbnyoma-
tékok hatnak. A surlodasi veszteségektdl eltekintve

igy a B fogaskerék kapcsolatban F'= M7/ ryp keri-
leti erd kertil atvitelre, és a vizszintes erdk sziikséges
egyensulya alapjan konnyen belathato, hogy valamennyi csukloban ezzel az F erével
azonos nagysagu ¢s megfeleld iranyu erének kell ébrednie. Az dbra alapjan tehat az
eréparok ¢€s a kiilsd nyomatékok egyensulya alapjan az egyes tagokra miikodo kiilsé
nyomatékok:

My=Frpc= Mirpc/ryg és M3z=Frpc= Mirpc/rqg.
A nyomatékegyensuly teljesiil, figyelembe véve az r4p + rpc = rpc 0sszefliggést, vala-
mint M3 felrajzolt iranyat:

EM=M +M;-M3=M+ M raclrap-Mirpclrap =M (rap +rec-rpc)/ rap=0
Annak ellenére tehat, hogy az elemi bolygdmii moz-
gasok szempontjabol - mint kordbban lattuk - 2 B
\r CE C
[ 1€
od |13

szabadsagfoku, az erék €s nyomatékok tekintetében
egyetlen nyomaték meghatarozza a mechanizmus
erdjatékat.

Vegyiik észre tovabba, hogy az elemi bolygémii

esetében mind a napkerékre, mind a bolygokerékre,

mind pedig a forgattyura kiilsé nyomatéknak kell
miikodnie!
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Nyomatéki viszonyok az egyszerii bolygomiiben

Egyszerii, egyszabadsagfoku bolygomii esetében a bolygodkerékre a kiils6 forgatonyo-
maték az E fogkapcsolaton kialakuld Fr keriileti er6bdl adodik. A surlodési vesztesé-
gektdl a tovabbiakban is eltekintve a napkerékre hat6 kiilsé M7 forgatonyomatékbol a
B fogaskerék kapcsolatban Fp= M / ryp keriileti eré indukalédik, és az egyensulyi
egyenletek kozott a bolygokerékre hato vizszintes erék F¢c = Fp + Fg kapcsolatat is fi-
gyelembe kell venni. A bolygokerék nyomatéki egyensulyabol:

Fprec=Fgrce—> Fg=Fprac/rce=Mirpc/ rceras -
Ennek alapjan: Fc=Fp+ Fg=M1/rqyp+ My rpc/ rcgrap=Mi1 (1 +rpc/rcg)/ rap.
Mivel rgc + rcg = rge : Fc=Mrge/rcerag,
¢s a forgattyu egyensulyabol: Mis=Fcrcp=M rgercp /! rcerap .

A korabbiaknak megfeleléen a napkereket, mint bemenete, €s a forgattytt, mint kime-
netet tekintve a nyomaték modositas:

|k:Mg/Mlzl’BEI”CD/I”CEVAB:1/i|.

I11. 7. Jarmithajtasrendszerek jellegzetes bolygomiives mechanizmusai

Homlokfogaskerekes tengelyhajtomii o /—%
Az ébra szerinti homlokfogaskerekes tengelyhaj- D% | ,
tomil, melynek a hdza a rugalmas nyomatéktam S ?
miatt el tud fordulni a keréktengely koriil, egy i R " > 3 r
elemi bolygomii. A keréktengelyre szerelt nagy o 7; - l‘/ / Tyt
fogaskerék a napkerék, a behajtotengelyre szerelt By A®,,
kis fogaskerék a bolygokerék, a hajtdmii haza pe- — p
dig a forgattyi. Allvanyként a keréktengely csap- B ‘ -
agyazasa tekinthetd. Behajtd tengelyként ennek o 5
megfelelden most a bolygokerék tengelye (C 4 4? '&0 B' E
csuklo), kihajto tengelyként pedig a napkerék (A ] —-
csuklo) tekintendd. A szerkezet képlet a szabad- - I_'?! /\j
sagfokokkal: ) ‘:\,, ) | L - v
ABCD N
y=1211-3=1. AD C
c=1201-3=0 ’ ‘E7 3
A BN\

Az abra szerinti szogforgas-irdnyokat figyelembe
véve a sebesség-egyensulyi egyenlet:

orR-o,7r +o,(-R-r)=0,

amibdl a keréktengely szogsebessége: | o=, 7/ R+ o, (1+r/ R) |.
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A bolygokerék tengelyére hatd M, motornyomatékbol a fogaskerék kapcsolaton at-
adodo F kertileti erd a veszteségek elhanyagolasaval: F'= M,, / r, igy a napkerék ill. a
haz nyomatéki egyensulyabol az My keréknyomatek ill, az F;,, nyomatektam-erd:

My=FR=Mu,R/r ill.  Fupu=F®R+r)/p=My(1+R/r)/p

Marokcsapagyas tengelyhajtdas

,
Ebben az esetben a ke- M, } 4% L
rékpért hajto vontato- % T | |

motor a D", és D" u.n. / : D" ’
"marokcsapagyakon" %l }ZZ’Z;TO' E]
a kerékpartengelyre ]Elyt ,

tamaszkodik, és a haj- Vontato- ‘ X

tomi hédza a motor 5 01)7’10t07’ Tt ]

hazahoz mereven van " 42 |—1—B||2-£I|—|
rogzitve. A bolygdémii - - N "1 P
forgattyujaként a haj- | ! A0\ !

tomithazzal egybeépi-

tett vontatomotor-haz tekintendé. A motor forgorész, ¢s ezzel egylitt a
"behajtotengely" szogsebessége ebben az esetben azonban a "forgattyuhoz" viszonyi-
tott relativ szogsebesség: m,, = -(m2 - ®p).

Ennek megfelelden a sebesség-egyensulyi egyenlet: xR+ wy7r + oy (-R-7)=0,

amibdl oy =-wy7/R+ o, (1 +7/R)=-(03-0p) r/R+op > | oy =0, r/ R+ oy

A nyomatéktamon €ébredd erd is egy kicsit masképpen alakul, mint az el6z6 esetben. A
fogaskerék kapcsolatban ébredd kertileti erd itt is /"= M,, / r, de, mivel a hajtomi ha-
za ¢s a motor allorész mereven Osszekacsolt, ezért a haz egyensulyahoz az M,, nyoma-
tékot is figyelembe kell venni:

My=FR=My,R/r . Fpy=(FR+r)-My)/ p=Myu(R/r)/p
(Az M, nyomatéek "belsé" nyomaték, és a "forgattyut" elforgatni akard er6 a kerékpar-
tengelytdl R tavolsagban, kozvetleniil a fogkapcsolatban ébredd F erd.)
Kupkerekes tengelyhajtds

Az abra szerinti kupkerekes tengelyhajtas ugyancsak az elemi bolygomii egyik megje-
lenési forméja. Az el6z6, homlokfogaskerekes tengelyhajtastol csak az kiilonbozteti
meg, hogy a bolygokerék tengelye (a behajtdtengely) irdnya merdleges a hajtott napke-
rék iranyéra.

A Kutzbach-féle sebesség-abrat ebben az esetben csak térben tudjuk felrajzolni.
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Az é4brék alapjan irjuk fel a sebesség-egyensulyi
egyenletet. A térbeli elhelyezkedés miatt a vekto-
ros felirast kell valasztani, és a szogsebességeket
is vektorokként kell kezelni. A koordinata tenge-
lyek iranyaban a szokasos egységvektorokat fel-
véve, az egyes tagok szogsebesség vektorai:

O] =0,

Q=0 toui, 03=04],

a bolygokerék w, szogsebességnél figyelembe
vettiik az w,, adbra szerinti irdnyat, valamint azt,
hogy a bolygokerék a forgattyuhoz csuklosan
kapcsolddik (hajtomiihazban van csapagyazva),
igy az y tengely koriil azzal egyiitt forog. A kény-
szerkapcsolodasi pontokat (A4,B,C,D) 0sszekotd
vektorokat is felirhatjuk a koordinata egységvek-
torok segitségével, az abra szerint tehat:
ryp=-Ri+(atr)j,
rpc=-ci-rj,
rcp=(Rtc)i+ (rtb)j .

A vektoros sebesség-egyensulyi egyenlet pedig:

o Xrypt @ Xrgct w3 xrcp=0,

amibe behelyettesitve:

A R C“
J a
- [RILC
X 1 B v
Y
o
/ Z W N4
Vy

o j* [FRi+ (atr) jl+[op ] + @pi] X (-ci-r]) +opjx [(Rtc)it+ (r+b) j1=0.

A vektori szorzatokat rendre elkészitve

o Rk+(opc-o,r) k-0, (Rte) k=0

Valamennyi vektordsszetevo k iranyu, igy a
o R+ (®pc-0,r)-o, (R+tc)=0

skalar egyenlet irhat6, amit egyszerisitve és

atrendezve:

orR-0,7-0,R=0—>

Or=0,r/ R+ o,

Eredményként a marokcsapagyas hajtasnal
is kapott 0sszefiiggésre jutottunk, ami azt is
jelenti, hogy a két rendszer hasonld mitkddésii.
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Az er6- és nyomaték viszonyokat ugyancsak az abrak alapjan tarhatjuk fel. Az M,
motornyomatékbol szarmazoé kertileti eré a fogkapcsolatban F'= M,, / r , igy a kerék-
tengelyre hatd nyomaték, ill. a haz egyensulya alapjan a nyomatéktam erd:

My=FR=M,R/r ill. Fot=FR/p=(MuR/r)/p,
mivel a hajtémiihdzra a behajtdé fogaskerék (bolygokerék) csapagyazasan keresztiil a
fogkapcsolatban ébredd kertileti erd fejti ki eréhatast a csapagyazas tengelyvonaldban.
Differencialmii rugalmas nyomatéktammal

A differencidlmii is egyfajta tengelyhaj-
tas, a befoglald hazat nyomatéktadmon ru-
galmasan meg kell tdmasztani. A megta-

masztas rugalmassdga miatt a hajtémiihaz

szOglengéseket végez, w;, szogsebessége

tehat zérustol kiilonbozd. Az dbran 0jbol

felrajzoltuk a differencidlmii kinematikai

vazlatat, de a redundans részeket az egy-
szerliség érdekében elhagytuk. A kupfo-

gaskerekes tengelyhajtomli példajaban
lattuk, hogy a mechanizmus csukloinak
tengelyirdnyu eltolasa a mozgasviszonyokat nem befolyasolja, igy az egyszeriiség ér-
dekében a tovabbiakban tekintsiik ugy, hogy a csuklos csapagyazasok a fogaskerekek
sikjaban vannak. A behajtas torténjen a 2-es jelli tagon (bolygdkerék), a kihajtotenge-
lyek pedig legyenek az 5-0s és 6-0s tagok tengelyei. A behajtdé motor vagy hajtomii
szOgsebessége ®,, , €s a behajtdo nyomaték nagysaga pedig M, . A differencialmii egy
lehetséges szerkezeti képlete, valamint a mechanizmus szabadsagfoka:

{
ABCD<«EFG<«HJ
y=1211-3121-321-3=3
c=1201-3121-321-3=2

A szerkezeti képlet szerint a mechanizmus harom zért kinematikai lancbol 4ll, ennek
megfelelden harom sebesség-egyensulyi egyenlet irhato fel. A képlet szerinti zart 1an-
cokra tehat:

®] Xrgpt @y Xrpctw3xrcp=0,

©] XTI+ 04 X1+ @5 Xrpg =0,

© X T4+ 04 X TER+ @6 X 1= 0,
vektoregyenletek irhatok fel. Az egyes tagoknak a képletben szerepld szogsebességei,
figyelembe véve, hogy a 2-es jelll tag a 3-jelii hazzal, a 4-es jeli tag pedig az 1-es jelil
tanyérkerékkel az y tengely kortil egyiitt forog:
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0= j, ®=0nito]j, ®3=wpj,
o=opitoj, 05 =-0p j, W6 = -0 ,
A kényszerkapcsolddasi pontokat 6sszekotd vektorok:
rypg=-Ri, rpgc=rj, rcp=Ri-rj, ryp=rpitrj,
YEF=-T4], rrG=-rpi, YEH=Ta] CHj=-7Tp i,
A sebesség-egyensulyi egyenletekbe behelyettesitve:
“o1 X R+ (@ni+op)) X (P +opj X Ri-rj)=0,
o jx(rpitrj)-(wpitorj)*x@gj)topj*@pi)=0,
o jx(rpitrj)t(opitorj) x(rj) +tojjx@i)=0,
majd egyszerisitve, k egységvektorral is osztva:
OlR+o,r-0,R=0,
-0 7p - OV -0prp =0,
-0yt Wpre-®jrp=0.
Utobbi két egyenletet sszeadva, rp-vel egyszeriisitve: (0p t@y) /2=-0,

azaz a baloldali és a jobboldali kihajtotengely szogsebességének atlaga a tanyérkerék
szOgsebessége. A tanyérkerék szogsebességét az 1. egyenletbdl is kifejezve:

-01 = | O 7/ R-0p=(0p+ ;) /2

A kapott Osszefiiggésben 4 szogsebesség szerepel, tehat a mechanizmus 3 szabadsag-
fokanak megfelelden 3 megvalasztott szogsebességhez kiszamithatd beldle a negyedik
szO0gsebesség.

A differencidlmli nyomatéki viszonyait az egyes tagok egyensulya alapjan tarhatjuk
fel. A kertileti er6k az abrank sikjara merdlegesek, igy ezeket az abran kis ponttal je-
161ttik, ha a sikbol felfelé, kifelé mutato iranytak, és kis keresztekkel, ha a sikba befe-
1¢, lefelé iranyulnak. Az egyes kapcsolati erOkre a kapcsolat betlijele szerinti index
utal.

A behajtotengelyre miikodd M,, behajtd (motor, hajtomil) nyomatékkal a B fogaskerék
kapcsolat Fp = M, / r kerlileti ereje tart egyensulyt. Az 1 jelt tdnyérkeréken az F'p ke-
rlleti erd nyomatéka az Fg csapagyazason fellépd eré nyomatékaval tart egyensulyt az

FgR=Fgrp Osszefliggés szerint, melybdl: Fe=FgR/rp.
A 4 jell kis kupfogaskeréken az F és Fr keriileti er6knek azonosnak kell lenniiik a

nyomaték egyensulydhoz, és a fiiggdleges erdk egyensulyahoz a két eré Osszege az Fr
erével meg kell egyezzen, tehat

FH:FF:FE/2=FBR/2I”b.
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Az F = Fr egyenlOség miatt az ezen erdk rp karon kifejtett nyomatékaval egyensulyt
tarto Mp, €s M; kihajtotengelyi nyomatékok is egyenldk lesznek:

My=M;=Fyry=Frry= FpR/2=| My R/2r=My=M,

A mozgas 3 szabadsagfokatol fiiggetleniil tehat a nyomatéki viszonyok egyértelmiien
meghatarozottak, és fiiggetleniil a bal- és jobboldali kihajtotengelyek szogsebességé-
tol, a bal- és jobboldali kihajto nyomatékok egymassal meg kell egyezzenek allan-
dosult tizemben. Ez az oka annak, hogy differencialmii esetében, ha az egyik oldali ke-
rék az atvihetd surlodderd lecsokkenésével megestszik, akkor az atvihetd nyomaték a
masik keréken sem lehet nagyobb, mint a csisz6 keréken.

A hajtomiihazra hato, az abran nem jelolt /7, nyomatéktam-er6bdl szarmaz6 nyoma-
ték a C csapagyazason ébredo, és az F'p erOvel megegyezd Fc er6bdl szarmazik, tehat

My=FcR=FgR=|MyR/r="Fpp

I11. 8. Rudazatos hajtas

Rudazatos hajtas esetén a forgd tengelyeket 6sszekdto rudak (csatlorudak) segitségével
torténik a tengelyek egyiittes forgasanak biztositasa.

GECSES

Csatlorud Focsatlorud

j

Al/VaZkeret Gombcsuklo F orgattyucsap
A

Kerekcsapagya

‘—@—"ﬂ—’

A tengelyek kozott a forgatdbnyomaték tovabbitasa a csatlérudakban ébredé huzo- és

nyomoerd altal torténik a keréktarcsdkon elhelyezkedd forgattyticsapokon keresztiil. A
csatlorudak koziil egy (a focsatlorad) két tengely forgattyucsapjan nyugszik, a tovabbi
csatlorudak pedig egy forgattyucsaphoz, és egy megelézo csatlorad végén kialakitott
gdémbcsuklohoz kapcsolodnak.

Amikor a forgattytcsap a tengelykdzéphez képest vizszintes helyzetbe keriil, akkor a
csatlorudakban ébredd rudiranyu erd hatdsvonala keresztiilmegy a forgas tengelyén,
igy a ruder? a tengelyre forgatonyomatékot nem képes kifejteni. Ezért a jarmti mindkét
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oldalan kialakitjuk a csatlorudas kapcsolatot a tengelyek kozott, €s a nyomaték tetszo-
leges szoghelyzetben valo atvitelének biztositdsdhoz a jobb- €s a bal oldalon levd ru-
dazatot 90 °-al eltolt helyzetben épitjiikk be. Ezaltal, amikor az egyik oldalon a for-
gattyucsap helyzete miatt a nyomatékkifejtés nem lehetséges, akkor az ellentétes oldal
éppen a legkedvezObb nyomatékkifejtési helyzetben van (a csatlorid merdleges a for-
gattylsugarra).

Ahogy az abran is lathatd, a kerékpartengelyek hossziranyu tavolsaga tobbszordsen
tulhatarozott, mivel a kétoldali csatlorud-rendszer, valamint a kerékparok alvazkeret-
ben vald csapagyazasa is definidl egy hossziranyt helyzetet. A tengelyek befesziilésé-
nek elkeriilésére ezért - a gyartasi méretpontossag megfeleld szinten tartasa mellett is -
a kerékcsapagyazas alvazkerethez valo csatlakozasanal megfelel hossziranyl A héza-
got biztositani kell. A A hézagra ezen kiviil azért is szlikség van, mivel a fiiggdleges
palyaegyenetlenségek, valamint a palyaivekben valo haladas miatt a kerékpartenge-
lyek egymashoz képest mind fiiggdleges-, mind pedig keresztiranyban elmozdulnak,
¢és ezek az elmozdulasok a csatlorudak fix hossza miatt a kerékpartengelyek egymas-
hoz vald kozeledését igénylik. A vazolt, sziikségszeri elmozdulasok lehetdségének
biztositdsdhoz az is sziikséges, hogy a csatlérudak kapcsolata, valamit a
csatlorudaknak a forgdcsapokhoz vald kapcsolddasa is gombcesuklos kialakitasa le-

gyen.

Az 6sszekapcsolt tengelyekre a forgatdnyomaték bevezethetd forgattytis mechanizmu-
son keresztiil (g6zmozdonyok) ill. vakforgattyts hajtomi alkalmazasaval.

Vakforgattyus rudazatos hajtas

Vakforgattyus rudazatos hajtas esetén a rudazattal 6sszekotott tengelyek koziil az egyi-
ket, az u.n. vakforgattyus tengelyt hozzuk forgasba a motorral, és a hajtas errél a ten-
gelyrdl a rudazat kozvetitésével keriil tovabb a hajtott tengelyekre.

A vakforgattyun fellépd M) = My, + Mj; hajtonyomatek megoszlik a baloldali rudaza-
ton atvitelre kertild Mj;, valamint a jobboldali rudazaton atvitelre keriilé Mj; nyoma-
tékra, és ezekkel a nyomatékokkal a bal- ill. jobb oldalon fellépd raderdk tartanak
egyensulyt. Példdul az 4bra szerint a bal oldalt tekintve, a vakforgattyi csapjara hatd
radirdnyu Fgp erd felbonthatd a sugarirdnyu Fp €s a keriileti irdnyu Fjp erfkre. Az
adott oldalon atviendd nyomatékkal az r forgattytsugaron az Fjy; keriileti erd tart
egyensulyt
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Myp=r Fip =7 Fgrp cos a

Osszefliggés szerint. Ebbdl a rudazatban fellépd erd: Frp=Mpp/ rcos a

A cos o szamértékének csokkenésével a ruderd forgatonyomatéka is csokken, és
cosa=0 esetén (a=m/2 +m) a forgatd hatds meg is sziinik. Ilyenkor a teljes
M}y, nyomaték atvitelét a masik oldali rudazatnak kell megvalositania. A két oldali ru-
dazat 90 °-os relativ helyzete miatt az ellentett oldal ilyenkor a nyomatékatvitel szem-
pontjabodl a legkedvezdbb, oo =0 +m helyzetben van. Méretezés szempontjabol ugy
szokas tekinteni, hogy az egyik oldali rudazat az o =45 °-os szoghelyzetig egyediil
képes legyen a nyomaték atvitelére, azaz a rudazatban fellépd Fgy,. maximalis ruderd

FRmax = My | cos 45° = My, | (r\[2/2) =~\[2 My, /

A rudazatos hajtds tomegkiegyenlitése

A rudazatos hajtasndl a keréktarcsdkon elhelyezett forgattyucsapok, valamint a for-
gattytcsapokra tdmaszkodo csatlérudak excentrikusan elhelyezkedd tomegeket jelen-
tenek. Az ezekhez a forgas kovetkeztében hozzarendelhetd centrifugalis erdk kiegyen-
sulyozas hidnyaban a csapagyazason keresztiil, mint forgd erdk jelentds dinamikus
terhelést jelentenek a jarmiire. Ezeket a forgo terheléseket ellenstlyok alkalmazasaval
egyenlithetjik ki.

Az abra szerinti kerékpar esetében jelolje m; a kiegyenstlyozando, excentrikus elhe-
lyezkedésti tomegek keréksikba esd részét (a forgocsap kerékvazba vald bekotésének
kialakitasabol adodo tobbletanyag tomege), m; pedig a kerékvaz sikjatol ¢ tavolsagra,
a rudazat sikjaba es6 kiegyenstlyozando tomeget (a forgdcsap tomegének egy része és
a rudazat tomegébdl az adott forgdcsapra esé tomeg). Az o szogsebességgel forgo ke-
rék esetében, r forgattyusugar mellet az m; és mj tomegekre figyelembe vehetd Fj és
F7 centrifugélis erdk:
Fr=m;r o? és Fyu=myro?.

Az erdk egyensulyanak megteremtéséhez ezen Fj és Fjy erdkkel azonos nagysagu, de
ellentétes iranyu erdket kell generdlni, alkalmasan elhelyezett ellensulyokkal. Az el-
lensulyok azonban csak a kerék sikjaban helyezhetok el, ami az F7 er6 esetében megfe-
leld, de az Fjj er6 esetében azt eredményezi, hogy az mj tomegre hatd Fjy erd és az el-
lensulyon ébredd F; erd hatdsvonala kozott ¢ tavolsag kovetkeztében egy AM = Fpp t
nagysagu nyomaték is keletkezik. Ez a nyomaték csak az egymastol s tavolsagra levo
két keréktarcsa sikjaban generalt, ellentétes irdnyu, de azonos nagysagi AF erd segit-
ségével egyensulyozhato ki. A nyomatéki egyensulyhoz

AM=Fpt=AFt, amibol AF=Fyt/s.
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gy egy-egy keréktarcsanal a forgattyticsap sikjaban dsszesen Fj+ Fy+ AF nagysagu
er6t, mig a sikra merdlegesen AF nagysagu erot kell az ellensuly segitségével 1étrehoz-
ni. Az ellensulyon ¢ébredd F, eredd erd nagysaga tehat

Fo=~ (Fi+Fy+AF 2 +AF2=r o2~ (my+my (1+ t/s ) 2 + (my /)2 = me p

lesz, ha az m, tomegi ellensulyt p sugaron tudjuk elhelyezni. ®?-el vald egyszeriisités
¢s atrendezés utan ebbdl az ellenstly m, tomege:

me =1/ p\ (mp+my (14 tls ) 2 + (myg t/5)>?

Az ellensuly helyét az dbra szerint meghatdrozo 3 szoget, ill. annak tangensét az eredd
erd két merdleges komponensének hanyadosabdl hatarozhatjuk meg:

- AF B myy t/s
th_F1+F11+AF B my+ my (1+ t/s)
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