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Műszaki áramlástan

1 Állandó sűrűségű közegek statikája, dinamikája

1.1 Hidrosztatika

1.1.1.  Szilárd anyagok és folyadékok összehasonlítása



A "folyadékok" e tantárgyban egyaránt jelentik a cseppfolyós és a gáznemű halmazállapotú közegeket. Mi különbözteti meg a folyadékokat a szilárd testektől?

	� BEÁGYAZÁS AutoCAD.Drawing.14  ���

1.01 ábra

Lássuk az alábbi kísérletet:

Az alsó lap rögzített, a felső önmagával párhuzamosan mozdítható. Hassunk F erővel  a  felső  lapra, azt  tapasztaljuk,  hogy  a  szilárd  anyagban   keletkező ( = F / A csúsztatófeszültség hatására a szilárd anyag deformálódik.. (Hook törvény)



Ha a folyadékréteg felső lapjára F erővel hatunk, ennek hatására a felső lap u sebességű mozgásba jön, és a folyadék időben folyamatosan deformálódik. A folyadéknál a deformáció sebessége, a d( / dt  egyenesen arányos a ( csúsztatófeszültséggel az esetben, ha feltételezzük, hogy a szilárd fallal érintkező folyadék sebessége a falnál megegyezik a fal sebességével.� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���(Tapadás törvénye). Ez a alapján a lényegi eltérés az alábbiakban látható: 

        Szilárd test

         � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

  Hook törvény, a rugalmas deformáció határáig.



� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���



� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

		

                                      



1.02 ábra

�              Folyadék

              � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���



            Sebességeloszlás alakulása

           � BEÁGYAZÁS AutoCAD.Drawing.14  �����1.1.2. Cseppfolyós közegek csoportosítása:

A cseppfolyós közegeket két fő csoportba sorolhatjuk:

Newtoni és nem-Newtoni közegek. 



Newtoni közegeknek nevezzük azokat melyre érvényes, hogy:



� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���		

melyben:

                  � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���	a dinamikai és � BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� a kinemetikai 	viszkozítás.		

� BEÁGYAZÁS AutoCAD.Drawing.14  ���

Newtoni folyadékoknak azokat a folyadékokat nevezzük, melyeknél a csúsztatófeszültség egyenesen arányos a deformációs sebességgel, míg a nem Newtoni folyadékok esetén ez  nem teljesül.



A mellékelt  ábrán különböző közegek reológiai görbéi láthatók. Ezek a folyadékban keletkező csúsztatófeszültség és a d( / dt-vel jellemzett deformációs sebesség kapcsolatát mutatják meg. 

			1.03. ábra

1.1.3.  Légnemű és cseppfolyós közegek:

� BEÁGYAZÁS AutoCAD.Drawing.14  ���

Az alábbi ábrán dugattyúval lezárt hengerben gáz van. A gáz jellemzői közül ismerjük a térfogatát és a tömegét. Ezen jellemzők ismeretében számolható a fajtérfogat v  (m3 /kg), vagy  ( = 1 / v (kg/m3) sűrűség. A dugattyú mozgása közben a gáz térfogata változik, eközben mérjük a nyomását. A hengerben lévő gáz hőmérsékletét egy hőcserélő segítségével állandó értéken tartjuk.



			1.04. ábra	

A dugattyú balra mozgatása esetén különböző T = áll. mellett a fajtérfogat függvényében ábrázoljuk a nyomást, majd a mérési eredményeket grafikusan ábrázoljuk. 

A CS+L jelű területen a gőz telített, azaz térfogatának változtatására a halmazállapota változik.

Ha T >> Tkrit, akkor gázról, ha T > Tkrit, akkor gőzről beszélünk.

Az ideális gázra vonatkozó gáztörvény:� BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� 

1.1.4. Cseppfolyós és légnemű halmazállapotú közegek közötti legfontosabb különbségek:

� BEÁGYAZÁS AutoCAD.Drawing.14  ���



A különbség a molekulák távolságában van. Ha a távolság � BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� akkor folyadékról  (a folyadékmolekulák egymáshoz közel vannak)- ahol do a  semleges távolság - és gázról beszélünk, ha � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���. Ez esetben a gázmolekulák közötti vonzó és taszító erő elhanyagolható, kivéve az ütközéseknél.





	1.05. ábra

A gázok viszkozitásának forrása rendezetlen mozgások következtében a rétegek között létrejövő impulzuscsere. Ha a gáz nyomása és hőmérséklete növekszik, a viszkozitás növekedése  nem  várható. Folyadékoknál viszont jelentős szerepe van a molekulák közötti erőnek a viszkozitás kialakulásában .                                                      

 Ezért ha cseppfolyós közegnél a hőmérséklet nő, növekszik a molekulák közötti távolság ezzel a viszkozitás csökken. Az alábbi táblázatban a közegek közötti lényegesebb eltéréseket foglaltuk össze.



�Cseppfolyós�Légnemű��Molekulák közötti távolság�kicsi� BEÁGYAZÁS Equation.2  ����nagy� BEÁGYAZÁS Equation.2  �����Molekulák közötti erő szerepe�nagy, szabad felszínt képez�kicsi, kitölti a rendelkezésre álló teret��Nyomás hatása a térfogatra�kicsi, kb. 1000 bar 5%-os térfogatcsökkenést okoz�nagy, T=áll. esetén a V arányos az � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���-vel��A viszkozitás forrása�molekulák közötti vonzóerő�molekulák hőmozgása miatti impulzuscsere��1.01 táblázat

1.1.5. Valóságos és ideális folyadékok:



Az áramlás- és hőtani vizsgálatainkat az ideálistól a valóságos felé haladva építjük fel. Álljon itt minden külön magyarázat nélkül a két folyadék közötti  jellemző különbségek:







Valóságos folyadék�Ideális folyadék��molekuláris szerkezetű

súrlódásos� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

összenyomható� BEÁGYAZÁS Equation.2  ����homogén (kontinuum)

súrlódásmentes� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

összenyomhatatlan� BEÁGYAZÁS Equation.2  �����

1.02 táblázat

1.1.6. Folyadékok egyensúlya

1.1.6.1.  Súlytalan folyadék egyensúlya: 

� BEÁGYAZÁS AutoCAD.Drawing.14  ���

A súlytalan folyadék jelemzője: ((0. A nyomásból származó erő egyensúlya:

(p1 +(1)(A=(p2+(2)(A

ahol (1(0,  (2(0 (átlagértéktől való eltérés)

  (1(A((2(A másodrendűen kicsi mennyiségek, 

így  	p1(A=p2(A



 azaz 	 p1=p2 súlytalan, összefüggő folyadéktérben a nyomás mindenütt ugyanakkora.



		1.06. ábra

1.1.6.2.  Súlyos folyadék egyensúlya, nyomás változása függőleges irányban: 

� BEÁGYAZÁS AutoCAD.Drawing.14  ���

Egyensúlyi feltétel:

p1(A+(z(A(g=p2(A

(p1-p2) (A+(z(A(g=0 

azaz 			� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���. amely összefüggés a

Hidrosztatika alaptörvénye!

Ha (=áll. És ((0 

dp=(g(dz, illetve integrálás után p=(gz + const.  

Amennyiben:

   z=0,  p=p0 tehát a konstans a légköri nyomás.





	1.07. ábra

1.1.6.3.  Légkör egyensúlya:



A hidrosztatika alaptörvénye mint a többi lényeges áramlástani alapösszefüggés érvényes az összenyomható és összenyomhatatlan közegekre egyaránt. Ennek egy példája az izentrópikus és a ploiptrópikus atmoszféra nyomáseloszlásának vizsgálata. Az ezzel kapcsolatos elméleti megfontolásokat lásd a 2.1.1 fejezetben.



















1.1.7. A statikus felhajtóerő ( Fst )( Archimédesz törvénye)

� BEÁGYAZÁS AutoCAD.Drawing.14  ���

A folyadékba mártott testre ható erők egyensúlya:

dFf1 =(gz1dA1; dFf2 = (gz2dA2			     	dA1 = dA2 = dA

Felfelé mutató elemi felhajtóerő:

dF = dF2-dF1 = (g ·[z1-z2]dA,

 ahol          [z1-z2]dA = dV       

 így:

	     dFf = (fgdV, integrálás után az ismert összefüggéshez jutunk.

                 Ff =  (fgV    		



			1.08. ábra

1.1.8. Folyadékot határoló felületre átadódó erő:

A folyadékot határoló szilárd felületre ható erő nagysága és támadáspontja a mechanikában megismert egyensúlyi feltételek alapján írhatók fel.

� BEÁGYAZÁS AutoCAD.Drawing.14  ���

						1.09. ábra

Támadáspont xD koordinátája :

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� 

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� ahol,

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� az „A” felület x-z koordinátára vonatkozó Ixz másodrendű nyomatéka:

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���



Támadáspont zD koordinátája :



� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���			

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���,  � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���	

			     � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���			

				     � BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� ahol,

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� az „A” felület x tengelyre vonatkoztatott Ix tehetetlenségi nyomaték:



 � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���



Súlypont és támadáspont távolsága a Steiner- tétel felhasználásával határozhatjuk meg:



� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���, ezzel	� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���, azaz

                                           � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���, 

illetve a súlypont és támadáspont távolsága:				

				        � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

Ható erő számítása:

� BEÁGYAZÁS Equation.2  
�
�
�





Mx = A felület x tengelyi számított statikai nyomatéka.




1.1.9. Folyadék egyensúlya általános erőtérben

	Az általános erőtér értelmezéséhez vezessük be a potenciál fogalmát.

Mint láttuk a hidrosztatika alaptörvénye általánosan: �BEÁGYAZÁS Unknown��� 

Legyen a g térerő irányába eső elmozdulás dn.

Skaláris alakban felírva: �BEÁGYAZÁS Unknown���, vagy dp=(gdn.

	Amennyiben feltételezzük, hogy az erővonalakra merőleges felület egy erővonal csak egyszer metszi - a folyadékok általában ilyenek - és (=áll, képezhető: dU=-(dn potenciál különbség, mely nem más mint egységnyi tömegnek egyik felületről a másikra való átviteléhez szükséges munka. Ha a térerővel szemben tekintjük növekvőnek írható:

�BEÁGYAZÁS Unknown��� 

A potenciál állapotjelző, skaláris mennyiség csak a helytől függ, független az integrálás útvonalától.

dp=-((dU ha (=áll

.

�BEÁGYAZÁS Unknown��� azaz �BEÁGYAZÁS Unknown��� illetve p=-U((+const.

Az állandó potenciállal rendelkező felületet,( (=áll. esetén p=áll) ekvipotenciális felületnek nevezzük.

A továbbiakban nézzünk két alapesetet:

1.1.9.1. Folyadék egyensúlya gyorsuló erőtérben



� BEÁGYAZÁS AutoCAD.Drawing.14  ���

Általános nehézségi erőtér potenciálja: 

U1 =  -gz + const

Gyorsulásból eredő potenciál:

U2 =  ax + const, míg az eredő

U = U1 + U2

U =  -gz + ax + const		

Olyan koordináta rendszert vettünk fel, p = áll; U = áll amely együtt gyorsult a járművel. Ekvipotenciális felület egyenlete:



		1.10 ábra

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���,

míg a nyomás tetszőleges pontban:

p = -(U + const.  p = -((-gz + ax) + const, azaz: 

p = ((gz - ax) + const. 

�1.1.9.2. Folyadék egyensúlya forgó erőtérben



� BEÁGYAZÁS AutoCAD.Drawing.14  ���

Térerő potenciálja:	U1 =  -gz + const

Forgásból eredő potenciál:

U2=-� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���= -� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

U = U1 + U2 = -gz -� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

Ekvipotenciális felület, ha	p = áll;   U = áll. Így a felület egyenlete � BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� (fogási paraboid)



	1.11. ábra



Nyomás tetszőleges helyzetben: 



� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���



� BEÁGYAZÁS AutoCAD.Drawing.14  ���

1.1.10. Felületi feszültség értelmezése

Ha az ábra szerinti kertet szappanos vízbe mártjuk, a kialakuló hártya tartja az elmozduló oldalt. Az elmozdulás fajlagos munkája:



� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���       bevezetve az alábbi jelölést                          



� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���(N/m) kapjuk a felületi feszültséget deffiniálló egyenletet.

Levegővel érintkező víz esetén: � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���= 0,025 (N/m).



		1.12. ábra

1.1.11. Tapadási feszültség

Az érintkező közegek és felületek között a felületi feszültségek illetve eredőjük által bezárt szög alapján a folyadékokat csoportosíthatjuk.

				           � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���	

Ennek megfelelően nedvesítő és nem nedvesítő folyadékokról beszélünk.

� BEÁGYAZÁS AutoCAD.Drawing.14  ��� 1.13 ábra

Figyelem: Egyensúly csak akkor lehetséges, ha a felületi feszültség vektorpoligonja záródik.

1.1.12. Görbült felszín egyensúlya

A görbült felszín:

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���  és       � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

hosszúságú oldalain felületi feszültség ébred, amiből származó erőnek felszínre merőleges elemi komponense van. Ezt az erőt a hártya oldalain lévő nyomáskülönbség egyensúlyozza ki.

� BEÁGYAZÁS AutoCAD.Drawing.14  ���

Ennek figyelembevételével az egyensúly feltétele:

			

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

Rendezve az egyenletet, a lehetséges behelyettesítések után az alábbi összefüggést kapjuk:

(p = � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���



		1.14 ábra

Az egyenlet szerint, ha � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���, akkor � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���, mivel ((0 csak az� BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� feltétel teljesülhet, ami azt eredményezi, hogy R1=� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���; R2=� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���. Ezzel a felület minimális, azaz a görbület egyenes vonalú pl. vízszintes.

�1.1.13. Kapillaritás

A felületi feszültség hatására vékony csövekben a felületi feszültség hatására kapilláris felemelkedés (eleváció) és lesüllyedés (depresszió) lép fel.

� BEÁGYAZÁS AutoCAD.Drawing.14  ���

                              Eleváció                           		                    Depresszió



						1.15 ábra



Az eleváció mértékének meghatározása

� BEÁGYAZÁS AutoCAD.Drawing.14  ���



Az ábra jelöléseinek felhasználásával írható: � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���



Amennyiben a folyadék felületi feszültsége jelentősen nagyobb a környezeti levegőénél az egyensúly az alábbi alakban fogalmazható meg:



� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

Rendezés után	



               � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

		   1.16. ábra



� BEÁGYAZÁS AutoCAD.Drawing.14  ���

Figyelembe véve, hogy � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���  és  � BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� kapjuk az alábbi egyenletet:

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���� BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� 

Ha � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���		

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

		1.17. ábra

� BEÁGYAZÁS AutoCAD.Drawing.14  ���







A depresszió és az eleváció mértéke mérések utján is meghatározható. A mellékelt ábra néhány anyag jellemzőjét tartalmazza.











	1.18. ábra



�1.2 Hidrodinamika

1.2.1 Alapfogalmak:

1.2.1.1 Folyadékmozgások leírása

� BEÁGYAZÁS AutoCAD.Drawing.14  ���

A folyadékrészek mozgásának tárgyalására több módszer terjedt el. Ezek közül a leggyakrabban használt Lagrange illetve a Euler féle tárgyalásmód, melyek leglényegesebb jellemzői az alábbiak:

Lagrange féle tárgyalásmód :

A folyadékrészecskék helyzetét az idő függvényében írja le. � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���Folyadékelem jellemzője: � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���Folyadékelem helyzetének jellemzője: � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���



		1.19. ábra

Folyadék sebessége:

 � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

� BEÁGYAZÁS AutoCAD.Drawing.14  ���

Euler féle tárgyalásmód : 

A tér egy pontjában lezajló esemény vizsgálatával foglalkozik.

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���		� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

A további vizsgálatainkban ez utóbbi szerint járunk el.





	1.20.ábra

1..2.1.2. Folyadékrészecske mozgásának jellemzői:

A foyadékrészecske mozgása az alábbi jellemzőkkel írható le:

Áramvonal: adott pillanatban a sebességvektorok burkológörbéje, tehát az a görbe amelynek a sebességvektorok mindenütt érintői.	� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

Pálya : elemi folyadékrész útja.

Nyomvonal: az a görbe amelyen a tér valamely pontján áthatoló részecskék egy adott időpillanatban sorakoznak.



Ha az áramvonal, a pálya és a nyomvonal egybeesik, akkor az áramlás  stacionárius vagy időálló ellenkező esetben instacionárius vagy időfüggő.



Ha a koordináta-rendszert helyesen választjuk meg, az instacionárius áramlás egyes esetekben stacionáriussá tehető.

1.2.2. Folytonosság tétele

Az anyagmegmaradás törvényét folytonosság vagy kontinuitás tételnek nevezzük (tömeg nem keletkezhet és nem tűnhet el).



Figyelem: A továbbiakban a lineáris sűrűségváltozás leírásánál a Taylor polinom első két tagját vesszük figyelembe.

� BEÁGYAZÁS AutoCAD.Drawing.14  ���

A folytonosság tétele azt jelenti, hogy a kiáramló többlet tömeg egyenlő a kocka    tömegcsökkenésével.



Egységnyi felületen időegység alatt áthaladó folyadék mennyisége:

dydz  felületen� BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

dzdx felületen� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

                     1.21 ábra			dxdy felületen � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

Ha feltételezzük, hogy tömeg nem vész el, akkor a kiáramló össz tömeg a kocka tömegcsökkenésével egyenlő.

                � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

                 � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

A térfogategység tömegváltozása egyenlő a térfogategységbe be- és kiáramló tömegmennyiségek különbségével.



Egy kis matemetika

Divergencia: zárt térben növekvő vagy csökkenő fajlagos anyagmennyiség határértéke (skalár mennyiség).

                        � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���  

                         � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���         (skalár szorzat)

                          			 (Nabla v. Hamilton operátor  amely   a vektoreloszlás elméleti differenciáloperátora,  formálisan egy olyan vektor amelynek elemei: 

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

	A fentiek felhasználásával:

			� BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� a folytonossági törvény.



Stacionális áramlásnál: � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���, azaz � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���, ha ( = áll ( � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���, azaz

   � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���. Igy v=áll.  és  dA = áll. esetén

�  





1.1.2.3. Folyadékrészek súrlodásmentes mozgása, Euler egyenlet



� BEÁGYAZÁS AutoCAD.Drawing.14  ���

Vizsgáljunk egy egyszerü esetet, melben csak x irányú elmozdulás van. Ez esetben a ható erők:



	1,  Nyomásból:  

	      � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

	2, Térerő vagy tömegerő:

	     gx  "x" irányú komponense   

             � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���  

	    1.22. ábra 

           	1-2 Eredője  � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���  Gyorsító erővel



           � BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� egyszerüsítés után

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� 



Mivel � BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� illetve 

				          � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���	 � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���			

	  � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���	(:( 

kapjuk az egyszerüsített Euler egyenletet:

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

 amely nem más, mint a � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���  sebesség "x" irányú gyorsulása

                                                                      

Az Euler-egyenlet tehát súrlódás elhanyagolása esetén összefüggést teremt a folyadékrészre ható erő és a folyadékrész gyorsulása között.



Általánosítsuk a fenti gondolatmenetet x, y és z írányban:

� BEÁGYAZÁS AutoCAD.Drawing.14  ���

 „P" pontban lévő részecske „vx"

sebességének időbeli változása:

 Lokális változás: � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

„dt" idő alatti „� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���" elmozdulás révén létrejött 

sebességváltozás:

	 Elmozduló vált.: � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

III. Sebesség irányába mutató elmozdulás:



� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

	1.22. ábra



Teljes sebességváltozás :

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� (:dt 

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

					(                      (

melyben az első tag a lokális vagy  helyhez kötött  míg a második konektív v. elmozduló gyorsulás

                                  			

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���      „y” irány

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���       „z” irány

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���



Euler-egyenletbe behelyettesítve :

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

  







Általánosan :

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���    a   FOLYADÉKRÉSZ GYORSULÁSA







Vektoriális alakba átírva :

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

A konvertív tag - minden külön magyarázat nélkül - átírható : 							                	              � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

Egy kis matemetika



					� BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� vektoriális szorzat, azaz � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���



i�j�k��� BEÁGYAZÁS Equation.2  ����� BEÁGYAZÁS Equation.2  ����� BEÁGYAZÁS Equation.2  �����vx�vy�vz��

Visszahelyettesítve a bővített Euler egyenletet kapjuk:

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���



amely a gyorsulást fejez ki, de dm=1 esetén a ható erők leírására is alkalmas.

1.2.2.1. Euler-egyenlet alkalmazása



� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

Álló folyadék esetén a  v = 0 azaz vx = 0( így

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� mivel � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� 

Formális egyszerűsítés után   � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���   azaz      p=(gh       

Igazolódott a hidrosztatika alaptétele.











1.2.3 Bernoulli - egyenlet, avagy az energiamegmaradás törvénye.



Amennyiben egységnyi tömegre értelmezve a bővített Euler-egyenletet „ds” út szerinti integráljuk egy feltételezett 1 illetve 2 határ között.



� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���





� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

 a Bernoulli- egyenlet általános alakját kapjuk.

A gyakorlat során általában az alábbi egyszerűsítésekkel élhetünk :

		1, � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���		stacionárius áramlás,

		2, � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���	ha � BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� akkor � BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� potenciálos az áramlás, örvénymentes,

		3, � BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� ha � BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� a  „� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���”  illetve  „� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���”  által feszített síkba esik,

		4, � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���-vel  áramvonal mentén integrálható,

		5, � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���állandó,



		6, Csak a térerő potenciája hat, azaz  U=g·h   (nem mindig).



Az egyszerűsítések bevezetése után:



� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���



� BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� 

�1.2.4 Impulzus-tétel

Newton II. axiómájából indulhatunk ki, ha súrlódásmentességet tételezünk fel, mely szerint a tömegre ható erő egyenlő a tömeg mozgásmennyiségének idő szerinti változásával.



� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���



� BEÁGYAZÁS AutoCAD.Drawing.14  ���

Mozgásmennyiségek:

"t" időpillanat:	� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

"t+(t" időpillanat: � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

Változás    Im1-Im2  ,  azaz 

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

ahol:

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���



1.24. ábra

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

Áramló folyadékra általában az alábbi erők hatnak:

 							   � BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� Térerő

� BEÁGYAZÁS AutoCAD.Drawing.14  ���

 � BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� Határoló felületre ható erő

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� Súrlódó erő (� BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� )

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� dF0 az áramcső fala mentén 	fellépő  erő (Szilárd felület esetén a csőre ható erő)

















	1.25. ábra



Ezek egyensúlyi egyenlete:





� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���, azaz

			� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

1.2.5 Egyszerűsített propellerelmélet



Az alábbi probléma a korábban tárgyalt hidrodinamikai alapegyenletek egy komplex alkalmazása.

A propeller a motornyomatékot erőhatássá alakítja. Egyszerüsítés végett feltételezzük, hogy a kialakuló áramlási kép áramcső, melynek palástját áramvonalak alkotják igy se ki-, se beáramlás nem történik.



�� BEÁGYAZÁS AutoCAD.Drawing.14  ���



Kontinuitás tétele szerint:

	AbeVbe = ApVp = AkiVki

 

Impulzustétel alapján:

	(Fibe( = (AbeV2be = qmVbe

	(Fiki( = (AkiV2ki = qmVki

ahol: 	qm = (AbeVbe = (AkiVki



Vonóerő:       

	Fv=FIki-FIbe

	Fv=qmVki-qmVbe=qm(Vki-Vbe)



 Bernoulli egyenlette felhasználva a "be" és "1" pontokra:

	� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

- "2" és "ki"  pontokra:

	� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

�			1.26. ábra

Nyomáskülönbségből származó tolóerő: 								      � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���



Mivel 				� BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� és � BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� 	

		

valamint:					 qm = Apvp(



� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���



Egyszerüsítést követően kapjuk a Froude féle képlet:

	� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

A gyakorlatban szokásos a Cv erőtényező értelmezése: 

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

mely felhasználásával a propeller vonóereje:            

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

Hajtó illetve repülő mozgásra forditott hasznos teljesitmény: � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

Mozgásra felhsznált összes teljesítmény: � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

Vontatás hatásfoka - propulziós hatásfok

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���   

 mivel :				       � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���( � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���



� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���



1.2.6 Veszteséges áramlás

Surlódásos folyadék mozgása a Navier-Stokes egyenlet alapján vizsgálható.

A surlódásos közegekben a felületen, az arra merőleges, a folyadék deformációjával összefüggő húzófeszültség és a felülettel párhuzamos, csúsztatófeszültségből származó erő is ébred a felületre merőleges, nyomásból származó erőn kívül.

A ( (Pa) csúsztatófeszültségek és a ( (Pa) (az eddig tárgyalt nyomást is tartalmazó) húzófeszültségek a térben változnak. Ez a változás okozza a felületen ható erőkböl származó, az elemi folyadékrészt gyorsító eredő erőt.

�Ható erők egyensúlya

� BEÁGYAZÁS Word.Picture.6  ���



pl. „x” irányban



	� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���



		1.27. ábra

Egyszerűsítés után :



	„x”         � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���		

	„y”         � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

	„z”         � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���



Értelmezzük a korábbi ismereteink alapján a folyadéktérben ébredő feszültségeket:

A felület síkjában ébredő ( csúsztató feszültség:

		� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���  ahol  � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���



� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���	;� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���	;� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���



A felületre merőleges ( feszültségkomponensek két részből állnak: 

	- nyomásból,

	- alakváltozásból adódó húzófeszültségből.

Az alakváltozás eredményeként létrejövő csúsztatófeszültségek miatt - az alábbi ábrán látható módon - felületre merőleges ( '  húzófeszültségek is keletkeznek.

� BEÁGYAZÁS Word.Picture.6  ���		� BEÁGYAZÁS Word.Picture.6  ���

					  1.28. ábra

Az ábra alapján látható, hogy „(” csusztatófeszültségek eredője, a � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���feszültséggel egyenlő

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���	� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���		� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���



Kis elmozdulás esetén:  



a relatív nyúlás: � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���	;	� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���	 és	;	� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���



� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���



Ideális folyadék esetén � BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� csak a nyomásból eredő feszültség: � BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� hat.

Valóságos folyadék esetén :

	� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���;	� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���(	� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

		azaz  pl.:

	� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���



Behelyettesítve az „x” „y” „z” irányú egyenletbe és a következő jelölést használva

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� 



� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

		� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���, ami az elemi téglatest alakú folyadékra ható FELÜLETI erő.

A valóságban ezen kívül a TÉRERŐ is hat, és az erők eredője egyenlő a tömeg és gyorsulás szorzatával.  

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���   

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���  

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

				

Látható, hogy a fenti összefüggés csupán az egyenlet utolsó tagjával tér el az ideális EULER egyenlettől. 

Amennyiben dm=dV*� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���=1, akkor az egyenlet a súrlódásos folyadék gyorsulását fejezi ki az alábbi formátumban



� BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� 	

A Navier-Stokes egyenlet segítségével a veszteséges - súrlódásos - áramlás jellemzői elemezhetők. Felhasználásával - megfelelő matematikai felkészültség mellett - a peremfeltételek és a lehetséges - a probléma mélységétől függő - egyszerüsítések meghatározása után az áramlás dinamikai paraméterei meghatározhatók. 



Mivel a differenciálegyenlet megoldásához - illetve a már jelzett peremfeltételek és egyszerüsítések megfogalmazásához - komoly felkészültség szükséges  a gyakorlati számítások során - több esetben mérési eredményeken alapuló - módszert követünk. Ennek megismeréséhez azonban néhány, más tudományág felé történő kitekintést kell tennünk.



Bonyolult áramlási jelenségeket - gondoljunk csak a gépjárművek illetve azok kicsinyített modelljeinek szélcsatorna vizsgálatára, vizierőművek gátrendszerének kisminta kisérleteire - megfelelő feltételek betartása mellett modellezni lehet. A modellben illetve a valóságos berendezésben, valamint azok környezetében lejátszodó folyamatok között kapcsolatot lehet teremteni. A  kapcsolatteremtés módja a hasonlóságelmélet, mely a kisminta - modell - és a tényleges méretü berendezés geometriai, áramlástani és dinamikai jellemzői alapján fogalmazza meg azon kritériális feltételeket melyekkel a jelenség egyértelmüen deffiniálható, az összehasonlítás elvégezhető. Természetszerüen - mint a pl. a hőátszármaztatás témakörénél is látható - maga a módszer, a hasonlóságelmélet rendkívül sok területen felhasználható, mi azonban  jelen esetben csupán az áramlások hasonlóságával fogunk foglalkozni. 



�1.3. Áramlások hasonlósága

Mint láttuk az áramlási formákat a folyadékra ható erők határozzák meg. A kialakuló áramlási állapotokkal kapcsolatban Reynolds végzett a kisérleteket a múlt század harmadik harmadában. 



�

Az ábrán látható tartályból szabályozható mennyiségű víz áramlik ki. Az üvegből készült

kifolyócső tengelyébe egy másik, vékonyabb csövön keresztül megfestett folyadék (pl. kék tinta) vezethető be. Ha a folyadék sebessége kicsi, a festett folyadékszál végighúzódik a cső tengelyében, jól megkülönböztethetően az átlátszó víztől. (ld. felső kép) Ebben az esetben lamináris (= réteges) áramlásról beszélhetünk, amelyben az egymás mellett áramló folyadékrétegek anyaga csak a molekuláris diffúzióval keveredik egymással. A sebességvektor a cső bármely pontján időben nem változik, az áramlás stacionárius, ha a kiömlő folyadékmennyiség időben nem változik.

Növelve a folyadék sebességét a festett folyadékszál időnkénti megzavarását tapasztalhatjuk (ld. középső kép), ami a sebesség növekedésével egyre gyakoribb lesz, mígnem az áramlás teljes egészére kiterjed és állandósul ez a megzavart áramlási állapot (ld. alsó kép). Még nagyobb sebességnél a csőben áramló közeg �	1.29. ábra 	egyenletes, világoskék színű, tehát a festék 		teljesen elkeveredik a csőben áramló közeggel. Ez a tapasztalat azt bizonyítja, hogy az áramlásban időlegesen jelentős, csőtengelyre merőleges sebességkomponens is van, amely a festékszemcséket a teljes csőkeresztmetszetben elkeveri. Ha a kiömlő folyadékmennyiség időben nem is változik, az áramlási tér pontjaiban a sebesség iránya és nagysága időben egy középérték körül ingadozik: az áramlás kvázistacionárius. Megvizsgálva az áramlás struktúráját megállapíthatjuk, hogy abban kisebb nagyobb örvények keletkeznek, egymással helyet cserélnek, összeolvadnak, elkeverednek, eltűnnek. Az áramlási tér egy adott pontjában a sebességvektor ingadozása az egymás után áthaladó, különböző méretű és intenzitású örvényekkel magyarázható. Ezt az örvényekre szétbomló, igen bonyolult áramlást turbulens áramlásnak nevezzük.



Reynolds kiderítette, hogy a csőáramlás laminárisból turbulensbe való átalakulása nem csupán a v átlagsebességtől, hanem a �BEÁGYAZÁS Equation.3���=Re  dimenziótlan csoport értékétől függ, amelyet Reynolds számnak nevezünk, és amellyel később behatóan foglalkozunk.

�Ha a cső ill. ezáltal az áramlás rezgéseknek, zavarásnak van kitéve, akkor a lamináris-turbulens átalakulás Re(2300 körül megy végbe. Ha kellően zavarmentessé tesszük az áramlást, ennél lényegesen nagyobb Reynolds szám értékek mellett is lamináris maradhat az áramlás, de ilyen esetben már egy kis zavarásra is robbanásszerűen végbemegy az átalakulás (átcsapás).



Az időbeli átlagértékekre vonatkozóan stacionárius turbulens áramlásban a v sebességvektor úgy írható fel, mint az időbeli átlagsebesség



�BEÁGYAZÁS Equation.3���		

  és a sebességingadozás v’ összege:

�BEÁGYAZÁS Equation.3���		



(A T(s) átlagolási időtartam haladja meg lényegesen azt az időtartamot, ami alatt egy örvény a tér egy pontján áthalad.)

A sztochasztikusan változó ingadozó sebesség időbeli átlagára írható:



�BEÁGYAZÁS Equation.3���



A turbulens áramlásban a nyomás ingadozik: �BEÁGYAZÁS Equation.3���

A turbulencia mértékének jellemzésére a turbulenciafokot használjuk, amely a sebességingadozások átlagos mértékét viszonyítja az időbeni átlagsebességhez:



�BEÁGYAZÁS Equation.3���		

A fentiek alapján tehát az áramlás lehet:

	- lamináris: a foladékrészecskék csak a cső tengelyével párhuzamos áramvonalak mentén mozognak anélkül, hogy összekeverednének.

	- turbulens: a folyadék részecskék a cső tengelyére merőleges irányban is áramlanak. A sebégnek az időben gyorsan változó merőleges összetevői a közeg részecskéinek folyamatos keveredését idézi elő.

  Az áramlási formák között a hasonlóságelmélet segít eligazodni, mely szerint két áramlás hasonló, ha az alábbi hasonlósági feltételeket kielégíti:

(Geometriai hasonlóság: 

  

  � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���;		� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

(Áramlástani jellemzők hasonlósága :



	� BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� mivel � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���	� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���	� BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� illetve	� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���



� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���;	� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

(Ható erők hasonlósága szempontjából az alábbiakat vesszük figyelembe:

	- térerő:  � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

	- nyomásból származó erő: � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

	- surlódásból származó erő:  � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

mely erőkkel a D’alambert elv szerint  az egyensúlyt a tehetetlenségi erő � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���biztosítja.

	A hasonlóság feltétele a fenti erők  hányadosából képzett dimenziónélküli  jellemző számok azonossága. 

	A műszaki áramlástanon belül többek között a Froude, a  Reynolds illetve az Euler számok azonosságát kell biztosítani.

	A Froude számot a térerő és a tehetetlenségi erő abszolut értékének hányadosaként képezhetjük az alábbiak szerint:

	Térerő: G=V · ( · g,		ha	V = 1,	akkor		G = ( · g

	Tehetetlenségi erő: T = ( · V · a,	ha V = 1, akkor T = ( · a	mivel	� BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� 	Képezhető a két erő viszonyszáma, azaz

		� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���	Ebből a Froude szám:	� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���	

	Látahtó, hogy ezen ellemző számmal olyan áramlások hasonlósága biztosítható melyekben a térerőnek - pl. nyitott felszinű csatorna, körüláramlott test stb. - van domináns szerepe.

	Zárt csövezetékben kialakuló áramlások hasonlósága a tehetetlenségi és a súrlódó erő viszonya alapján írhatók le:   

	A csusztatófeszültségbő a fellépő súrlodóerő számítható:� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

	� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���� BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� 

	� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���	� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���	Reynolds szám

Nyomó és a tehetetlenségi erő viszonya:



	� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���		� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���	Euler-szám       





A dimenziónélküli számokból képzett kritériális egyenlet a hasonló folyadékmozgások közötti kapcsolatot írja le. Mivel a veszteséges áramlást az alábbi jellemző számokkal jellemezhetjük

		- geometriai viszony L/d,

		- Euler-szám Eu,

- Reynolds szám Re   

a zárt csővezetékben kialakuló veszteséges áramlás leírására az alábbi egyenletet állítható fel.:

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

Az egyenletben szereplő együttható és kitevők lamináris áramlás esetén analitikusan,  turbulens áramlás esetén pedig jobbára kisérleti uton határozható meg.



Mint láttuk a gyakorlati áramlástan a jelenségek egyszerüsített kezeléséhez, a berendezésekben, vezetékekben lejátszodó fizikai folyamatok összehasonlításához a hasonlóságelmélet módszerét használja fel. Vannak azonban olyan összetett esetek melyeknél a hasonlóságot leíró jellemző számok - mivel nem ismert a matematikai modell - közvetlenül nem képezhetők. Ez esetben az egyenlet és/vagy a dimenzióanalizis módszeréhez kell folyamodni. Mi ez utóbbi alakmazásával ismerkedünk meg.



1.4. Dimenzióanalízis

1.4.1 Dimenzióanalízis tárgya és alkalmazhatósága



Egy rendszeren belüli fizikai folyamatokat a rájuk jellemző természeti törvények szabják meg. A rendszer „reagálását” /kimenet, vagy eloszlás függvény/ a természettörvények alapján az dönti el, hogy milyen a rendszer geometriája, kapcsolata a környezetével, állapota a vizsgált folyamat megkezdése előtt. Ha ismerjük a rendszer matematikai modelljét, bizonyos egyértelműségi feltételezéseket biztosítva, következtetni tudunk a rendszer kimenet vagy eloszlás függvényére, ami tulajdonképpen a természeti törvényt leíró differenciálegyenlet megoldását jelenti, direkt, vagy indirekt úton. A matematikai modell megfogalmazásához a transzportelmélet nyújt segítséget.



Lehetséges azonban, hogy a vizsgált jelenség annyira összetett, az egyértelműségi feltételek annyira bonyolultak, hogy a matematikai modell megfogalmazása - jelenlegi ismereteink szerint - nem lehetséges. Ilyenkor felhasználhatjuk a kísérleteink értékeléséhez azt a tételt, hogy a matematikai modell megoldása dimenzió nélküli számok közötti függvénykapcsolat formájában adható meg. A dimenzió nélküli hatványszorzatok képzési módjával foglalkozik a dimenzióanalízis.



Így tehát a dimenzióanalízis célja a változók olyan csoportosítása, hogy a változók számánál kevesebb csoport közötti összefüggés felderítésével kaphassunk képet a jelenségről. Azonban a dimenzióanalízis nem fog mennyiségi információt adni, ezért kísérletekre mindenképpen szükség van. A dimenzióanalízis akkor, és csakis akkor használható, ha nem ismert a vizsgált folyamat matematikai modellje, de ismertek a jelenség fizikai változói. Amikor ismert a matematikai modell, nem szabad használni /mivel az egyenletanalízisnél lényegesen bizonytalanabb/ ha pedig nem ismertek a jellemző fizikai változók, akkor nem lehet használni.

�1.4.2 Dimenzióanalízis módszerei



Rayleigh-féle módszer: azon a feltevésen alapszik, hogyha egy fizikai jelenségben „n” mennyiség Q1; Q2....Qn fordul elő, akkor kölcsönös függésük a dimenzióanalízis céljaira a következő típusú hatványszorzat alakjában fejezhető ki:



Q1=K Q2a2 Q3a3 ..... Qnan



Ahol a ”Q”-k tartalmazzák:

az összes ismert változókat

az összes dimenziós állandót

Ha a dimenziók száma „r”, a dimenzió nélküli csoportok minimális száma /n-r/.



Buckingham-féle módszer: Ezt a módszert 1914-ben vezették be, egzakt bizonyítása 1951-ig nem volt. Ekkor Langhaar a következőkben fogalmazta meg a lényegét:



„Ha egy egyenlet a dimenziókra nézve homogén, akkor dimenzió nélküli szorzatok teljes rendszerének tagjai közötti összefüggésekre redukálható.”

„Adott változók dimenzió nélküli szorzatainak egy rendszere teljes, ha a rendszer minden szorzata független a többitől, és a változók minden dimenziónélküli szorzata a rendszerben előforduló dimenzió nélküli szorzatok hatványainak szorzataként állítható elő.”



Buckingham-féle módszerben előre kell ismerni azt, hogy hány dimenziónélküli csoport fog teljes rendszert alkotni. Ezért vezették be az „m” szinbólumot, amely a dimenzióhomogenitás által megszabott megszorítások számát jelenti. 



Ez a következő értéket veheti fel:

legnagyobb értéke az elsődleges dimenziók ( alapdimenziók száma ) száma

Van Driest alapján az „m” tekinthető ama előforduló mennyiségek maximális számának, amelyek anélkül kombinálhatók, hogy dimenziónélküli csoportot alkotnának.

Langhaort szerint „m” a mennyiségek dimenzióinak kitevőiből alkotott mátrix rangja. 

	

Ha tehát „n” mennyiségünk van ( változók száma ), Langhaort szerint

				

p=n-m  		 



dimenzió nélküli csoportot kapunk, a Buckingham tétel szerinti alakban: 



( ((1; (2... (p)=0



Ahol 

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���



1.4.3. Dimenziómátrix:

Legyen „Kj” egy leszármaztatott fizikai mennyiségünk amelynek mérőszéma a „k” darab elsődleges mennyiség „ai” számértékének függvénye:



Kj=f/a1,a2....ak/ megfelelő átalakítások után a következő alakhoz jutunk:



� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

Végezzük el az alábbi helyettesítést,



/yj/=ln[Kj] ; zi=ln[ai]



és a leszármaztatott egységek dimenzióira vonatkozó lineáris egyenletrendszert írjuk át vektoriális alakra:

						� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���               			 

Az ( mátrix, az un. dimenziómátrix, amelynek komponensei az (ij hatványkitevők.



A dimenziónélküli számok meghatározásának egyik elfogadott módszere a „bázisfaktor-módszer”, amelyet Balog L.-né, Békéssy A., Fáy Gy. Alkalmazott először. Az eljárás lényege, hogy a dimenziómátrixot un. bázisvektorra bontjuk, azaz olyan két mátrix szorzatára, amelyek közül az oszlopai, a másodiknak pedig sorai lineárisan függetlenek. A bázis mátrixból ezután a fizikai mennyiségek alapelemei meghatározhatók. A módszerrel próbálgatás nélkül lehet eredményt elérni.



Gyorsabb megoldást biztosít, ha a dimenziómátrixot eleve úgy írjuk fel, hogy annak első négyzetes almátrixa „nem szinguláris alsó háromszögmátrix”, /vagyis olyan mátrix, amelynek főátlójában nulla elem nincs, főátlója feletti minden elem viszont nulla/ legyen. Ebben az esetben a (-k közvetlenül meghatározhatók. A gyakorlati feladatmegoldások során ezt a megoldást javaslom. A legtöbbször azonban a kapott dimenziónélküli számok nem olyan alakúak mint amilyen jellemző számokat az irodalom az eddigiekben használt. Ezért un. áttranszformálásra van szükség.



Az áttranszformálás azt jelenti, hogy a dimenziónélküli számok egyik rendszeréről a másikra úgy térünk át, hogy az eredetileg kapott (i-k helyett,

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���



dimenziónélküli számokat kapjunk.

Természetesen a hatványsorozat csak egy dimenziónélküli számot helyettesíthet, és nem jelenti a „(”-k számának csökkenését.



Az (ij hatványkitevők által alkotott mátrixot „áttranszformálási mátrix”-nak nevezzük. Annak szükséges feltétele, hogy a (-k független rendszert alkotnak az, hogy az ( determinánsa nullától különböző legyen.



Megjegyzés: a dimenzióanalízis módszerét csak abban az esetben lehet alkalmazni, ha nem ismert a matematikai modell, vagy annak megoldása nehézségekbe ütközik. 



A módszer segítségével felállítható kritériális egyenlet - lásd. Hasonlóságelmélet - kitevői illetve együtthatói csak kisérleti úton határozhatók meg, azaz a módszer mennyiségi információt nem, csak minőségi információt tartalmaz.



Mint már jeleztük az áramlás lamináris  tartományában viszonylag egyszerüen felírhatók a a dimenzióanalizist kiküszöbölő mozgásegyenletek. Lássunk erre két - párhuzamos sík lapok és zárt körszimetrikus csővezeték - példát.

1.5. Folyadékmozgások vizsgálata



1.5.1 Összenyomhatatlan folyadék áramlása párhuzamos síkok között



Vizsgáljuk az áramlást az alábbi feltételek betartásával :

	- legyen laminális az áramlás,

	- a sík lapok végtelen hossz és szélesség geometriával rendelkeznek

	- legyen stacionárius és  izotermikus az áramlás, a súrlódás hőhatását hanyagoljuk el,

		- tételezzük fel, hogy az áramlás- és a nyomásváltozás, valamint a síkok mozgása csak „x” 	irányban   történik,

	- az áramló közeg newtoni és  összenyomhatatlan folyadék.

	- nincs csúszás a sík és a folyadék között.

� BEÁGYAZÁS AutoCAD.Drawing.14  ���



Vegyünk egy folyadék elemet melynek:

- iránya meghatározott, és nagysága a sebességgel és y-nal nő, valamint

- egységnyi szélesség „z” irányban.

  

Az erők egyensúlya „x” irányban az adott elemre felírva :







	1.30. ábra



� BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� 

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���



Egyszerüsítés és rendezés után:		� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���						

Newton � BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� összefüggését előző egyenletbe behelyettesítve: 

					� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

Mivel „� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���” konstans:			   � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���					

         

A nyomás "y" irányban állandó, így kétszer lehet integrálni y szerint



	� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���	illetve		

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� 



Ahol A és B az integrálási konstansok, amelyek kifejezhetők ha „u” ismert két különböző y-ra. Vegyük azt az általános esetet amikor az alsó sík „x” irányban „u1” sebességgel mozog   azaz y=0-nál   u =u1 , míg a felső sík „x” irányban pedig „u2” sebességgel mozog, azaz y=h-nál u=u2

Mivel y=0-nál és   u=u1,  B=u1,  

míg y=h   és   u=u2 behelyettesítve az u=f (y) függvénybe a konstans értékére az alábbi egyenlet kapjuk

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���



Behelyettesítve A-t és B-t az u=f (y) függvénybe kapjuk a sík lapok között kialakuló lamináris áramlás sebességképének leírásásra szolgáló összefüggést.



� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���+� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���   

					� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���				� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

					(				(



Az egyenleten belül az első tagot ( nyomás változás (Poiseuille tag), míg a második tagot ( sebesség-változás  (Couette tag ) indukálta áramlási sebességnek hívjuk. Természetszerüen, ha

� BEÁGYAZÁS AutoCAD.Drawing.14  ���

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� tiszta Couette áramlásról - melyben a sebességeloszlás lineáris és a sebesség              hajlásszöge állandó -, és ha u1=u2=0, akkor a tiszta Poiseuille áramlásról beszélünk. Ez esetben a    sebesség eloszlása parabolikus, és természetszerüen a maximális sebesség (� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���)

� BEÁGYAZÁS AutoCAD.Drawing.14  ���

1.31. ábra

a síkok között középen alakul ki, ahogy várható.

Ha	� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���	

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���azaz

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���			1.32.ábra

				      



� BEÁGYAZÁS AutoCAD.Drawing.14  ���

A sebesség ismeretében a folyadék térfogatárama is meghatározható. Amennyiben a felületelem "z" irányú kiterjedése egységnyi, a térfogatáram:

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� 1

A teljes térfogatáram egységnyi szélességre:	� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���



				1.33. ábra

Azt az általános esetet feltételezve, mikor a Couette és Poiseuille áram együttes hatása a „v” sebességre 

	� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

qx=� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���+� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

Tiszta Couette áramra:		   � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���



Tiszta Poiseuille áramra:		� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���				         



Az átlagsebesség a térfogatáram és a felület hányadosa:

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���



Ezért:			� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���			/: h



					� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���							

Mivel a mximális sebesség:   � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���az átlagos sebesség	� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���egyenlettel számolható		                                          



� BEÁGYAZÁS AutoCAD.Drawing.14  ���

Vegyük a tiszta Poiseuille áramot, mivel „h” állandó, a folytonosság elve szerint a � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���-nek is állandónak kell lennie, ennek következtében a nyomás p1-ről p2-re változik az áramlás irányában egy véges „l” hosszon azaz 



	� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���	illetve		 

	

            � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���



           

			1.34. ábra 

Ezért a tiszta Poiseuille áramra felírt  térfogatáram az alábbi egyenlettel számolható:



           � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���







Nyíróerő eloszlása

A newtoni alapegyenlet � BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� felhasználásával a sebesség, irányára merőleges változó szerinti differenciáljának - sebesség rohamossága  � BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� - felhasználásával a csúsztatófeszültség meghatározható:



� BEÁGYAZÁS AutoCAD.Drawing.14  ���

Hasonlóan az előzőekhez tiszta Couette áramlást feltételezve : 

	� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���					

Mivel � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���, v1, v2, és h is állandó, ezért a nyíróerőnek is állandónak kell lennie a teljes közegen.



Míg tiszta Poiseuille áramlás esetén:			� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���



	1.35. ábra

Az egyenletből látható, hogy a nyíróerő lineális függvénye az y-nak.

1.5.2 Laminális áramlás kör keresztmetszetű csőben



Az előzőhöz hasonlóan fogalmazzuk meg a feltételeket:



- legyen az áramlás laminális, valamint izotermikus,

- az áramló közeg newtoni, összenyomhatatlan,

- a nyomás csak tengelyirányban hat (az áramlás tengelyirányú, a vizsgált�  keresztmetszetben egyenletes a nyomáseloszlás),

- nincs csúszás a cső fala és a közeg között.

� BEÁGYAZÁS AutoCAD.Drawing.14  ���

Képzeljük el az áramlást úgy, hogy számos vékony, koncentrikus henger csúszik el egymáson és az elcsúszó felületeken fellépő erők deffini-álhatók és egyensúlyba vannak. 

A gyürű két oldalán fellépő nyomáskülönbséggel a nyiróerő tart egyensúlyt.







	1.36. ábra

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���



� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���       



		Mivel    � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���	ezért               � BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� elhanyagolható, azaz

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���



Egyszerüsítés után: 			      � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���



� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���vagy					      � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���



Ugyanakkor:			                       � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���



Ebből következik, hogy 		     � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

Mivel � BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� állandó, így 		                  � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���					

Integrálva  r-re 			      � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

ahol, „A” az integrálási konstans.



De ha  r = 0, akkor A = 0,  így 	           � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���



Az integrálást elvégezve újra r-re:	          � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

ahol B is az integrál konstansa, amely kifejezhető a határfeltételekből (r = R, u = 0)



Ezért:						� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

és				                   � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���



Az egyenletből látható, hogy

	( a sebességeloszlás  forgási parraboloid		

� BEÁGYAZÁS AutoCAD.Drawing.14  ���

( annak feltétele, hogy a sebesség pozitív legyen x irányban, � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���-nek pozitívnak kell lenni, vagyis a nyomás x irányban csökken. Maximális sebesség r = 0-nál az előbbi egyenletből (� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���)



     1.37. ábra

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

			

Ezért:						� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���



A � BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� egyenletbe helyettesítve:

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���	� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���				� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���	

A térfogatáram (dQ ) az adott keresztmetszeten:� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���, ahol � BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� a közeg sebessége és� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���� BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� a keresztmetszet.



A � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���egyenletet felhasználva:

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���



A térfogatáram a teljes keresztmetszeten így:



             � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���	

(Hagen-Poiseulle formula)

� BEÁGYAZÁS AutoCAD.Drawing.14  ���

Mivel Q, � BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� és R konstans, a � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���-nek is konstansnak kell lenni, ugyanis  p=f(x) lineáris függvénye. Ezért:

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

A Hagen-Poiseuille formulát felhasználva az összefüggés a következőképpen írható fel:

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

	1.38. ábra

Megjegyzés:

	A fenti gondolatok értelmezésénél az alábbiakat vegyük figyelembe:

.Feltételezzük hogy, az elméleti és a gyakorlati tömegáram között nincs különbség, ha nincs csúszás a határfelületen. Ha feltételezzük, hogy a sebesség a fal mellett zérus (u0), akkor az elméleti tömegáram értéke � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���-lal növekszik. Feltételezés szerint ez csak akkor számít, ha u0 elméleti és gyakorlati értéke nem különbözik. 

A cső falának felületi érdessége miatt nem változik az áramlás mértéke. 

Ha hajlat van a csőben, melynek sugara számottevően nagyobb a cső sugarához képest, akkor az nem befolyásolja térfogatáram nagyságát.



Az átlagsebesség (� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���) úgy határozható meg, hogy a teljes térfogatáramot osztjuk az áramlási keresztmetszettel:

   � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

A � BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� egyenlet felhasználásával	� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���.

Véges csővezetékhosszuság "l" esetén a létrejövő nyomásesés fajlagos értéke (p/l  helyettesíthető a feni egyenlet dp/dx tagja helyére. Rendezve az egyenletet a nyomásesésre 

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� alakú összefüggés adódik.

(p-re rendezve az egyenletet valamint R=d/2 azonosságot behelyettesítve:

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

Az egyenletet megszorozva � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���-val, valamint a dinamikai viszkozítás helyére a � BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� összefüggést behelyettesítve belátható, hogy az alábbi egyenlet adódik:

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

Látható, hogy az első tag nevezője a korábban megismert Re szám, azaz



� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

Az egyenes körkeresztmetszetű csőszakasz veszteségének jellemzésére a � BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� összefüggéssel deffiniált ( csősúrlódási tényező vált általánossá.

Ha a két elöző egyenletet összevetjük, lamináris áramlási tartományban a (((((Re értékű csősúrlódási tényező adódik. 



A sík felületekhez hasonlóan elemezhető a nyíróerő eloszlása is.

� BEÁGYAZÁS AutoCAD.Drawing.14  ���

Felhasználva a � BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� és � BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� egyenleteket, adódik: 

	� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

Amely maximális értéke r=R-nél adódik.



� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

															1.39. ábra

1.6. Turbulens áramlási ellenállás



Mint láttuk az áramlási formák két csoportba - lamináris és turbulens - oszthatók. A lamináris áramlás viszonylag egyszerüen számítható, a turbulens tartományban azonban bonyolultabb a helyzet.



Bár a keveredő vagy turbulens áramlás fontosabb törvényszerűségeit kísérleti, tapasztalati adatok alapján régóta ismerjük, és sikeresen alkalmazzuk a műszaki gyakorlatban, a kérdés elméleti megalapozása, azaz ismereteink bővülési lehetőségének biztosítása csak a legújabb időben sikerült. Az alapvető elméleti vizsgálatok Prandtl és Kármán nevéhez fűződnek.



Egyenes csőben turbulens áramlás esetén a helyi sebességek sugárirányú eloszlása szempontjából háromféle réteget különböztetünk meg.

A cső falával közvetlenül érintkező, igen vékony rétegben az áramlás mindig lamináris, hiszen a csőfal által jelentett kinematikai kényszer miatt a fal közelében nem lehetséges számottevő sebességkomponens a falra merőleges irányban, még pillanatnyi ingadozás formájában sem. Így a helyi sebesség a faltól távolodva négyzetesen növekszik. Ennek a rétegnek a vastagsága igen kicsiny, így elméleti vizsgálatok során is megelégszünk a sebesség négyzetes változása helyett lineáris változások feltételezésével. Ennek megfelelően a csúsztatófeszültséget (14.3) alapján ezen rétegben állandó értékűnek tekintjük

A lamináris fali réteget egy ugyancsak vékony turbulens réteg követi, amelyben a helyi sebességek átlagértéke csak a faltól mért távolság függvénye, azaz a cső átmérőjétől független. A függvény logaritmikus jellegű.

A cső középső keresztmetszetében kialakuló turbulens áramlásban a folyadékrészecskék haladásirányú átlagsebessége a faltól mért távolság és a cső sugarának hányadosától függ.



�



A ábra a helyi sebességeknek a sugár menti eloszlását mutatja kör keresztmetszetű csövekben, különböző Reynolds számok esetében, Nikuradse mérései alapján. 

Az egyes görbékhez tartozó Reynolds számok:













	1.40. ábra

	0.	Re <2300 (lamináris áramlás)

Re =	4000

Re =	10500

Re =	1110000

Re =	3240000



Az ábrából látható, hogy nagyobb Reynolds számoknál a cső keresztmetszetében a sebesség egyenletesebb eloszlású.



Tisztán lamináris áramlás esetére az előző állapotban kimutattuk, hogy a folyadékban keletkező –és az anyag viszkozitásából származó- csúsztatófeszültségek a faltól a cső közepe felé haladva lineárisan csökkenek.



Turbulens áramlás esetén a folyadék részecskék között keletkező csúsztatófeszültségek két részből tevődnek össze: a viszkozitásból adódó, un. Newton-féle csúsztatófeszültségeken kívül az impulzuscseréből adódó nyírófeszültségek is jelentkeznek. A csőfallal érintkező, vékony lamináris alaprétegben csak a Newton-féle csúsztatófeszültségek jönnek létre. A második rétegben ezek a csúsztatófeszültségek csökkenek, de az impulzuscseréből adódók növekednek. Úgy találták, hogy az eredő csúsztatófeszültség jó közelítéssel ebben a rétegben is állandó, s azonosnak tekinthető a fal melletti értékekkel. A harmadik, belső rétegben impulzuscseréből adódó Reynolds-féle csúsztatófeszültség mellett a viszkozitásból adódó Newton-féle csúsztatófeszültség elhanyagolható.



A csúsztatófeszültségek eredőjének értékét, illetve az áramlási veszteségek meghatározásához szükséges, ( csősúrlódási tényezőnk az értékét elméleti és kísérleti kutatómunkák eredményei alapján állapíthatjuk meg.

Mint már említettük a turbulens áramlás elméleti megalapozása Reynolds nevéhez fűződik.

�A Navier-Stokes egyenletek felhasználásával a turbulens áramlásra is érvényes mozgásegyenleteket vezetett le. A turbulens áramlás mozgásegyenleteinek megoldása ma még csak néhány egyszerű esetre ismert. A legnagyobb nehézséget az jelenti, hogy az impulzuscseréből származó feszültségekről ma még nem sokat tudunk. Jelenleg csak a sík fal mentén és a csövekben kialakuló turbulens áramlásra találunk megoldásokat. E megoldások bizonyos hipotézisekre épülnek, amelyeket azonban az érvényességi tartományukon belül, kísérleti eredmények kielégítően igazolnak.



Az egyik ilyen hipotézis Prandtl-tól származik. Prandtl a turbulens sebességingadozásokkl kapcsolatban feltételezte, hogy turbulens impulzuscseréből származó Reynolds féle csúsztatófeszültség

�BEÁGYAZÁS Equation.3���



összefüggésében az ui’ (cső tengelyirányába mutató) és az uj’ (a radiális irányú) sebességingadozások arányosak az

�BEÁGYAZÁS Equation.3���



értékkel, ahol y a falra merőleges irány és l az un. keveredési hossz.



�

Turbulens áramlásban egyes folyadéktömegek egy ideig együtt haladnak, majd felbomlanak, a részecskéi egyik rétegből a másikba kerülnek, s új együtt haladó folyadéktömegek alakulnak ki. Tekintsünk egy folyadékelemet, mely a faltól y távolságban halad, s a sebessége u. Az áramlás iránya merőleges, a pillanatnyi sebességingadozásból adódó uj’ sebességkomponense következtében y irányban elmozdulva l út megtétele után a faltól y+l távolságra haladórétegbe kerül. Eredeti sebességét megtartva



	1.41. ábra

�BEÁGYAZÁS Equation.3���

értékekkel kisebb sebességgel rendelkezik, mint az új környezetben lévő részecskék, vagyis y+l helyen ui’ nagyságú pillanatnyi sebességingadozás okoz a haladási irányú sebesség érdekében.



A folytonosság törvényére gondolva beláthatjuk, hogy ez csak úgy állhat fenn, ha ezzel az ui’ sebességgel arányos

�BEÁGYAZÁS Equation.3���

y irányú sebességgel távozik a rétegből más folyadékelem, azaz az uj’ sebességingadozás-komponens is arányos az �BEÁGYAZÁS Equation.3��� szorzattal.

Ha az l értékét úgy választjuk, hogy (=1 értékű legyen, az így meghatározott értéket nevezzük keveredési úthossznak. Ezzel a gomolygásból adódó csúsztatófeszültség



�BEÁGYAZÁS Equation.3���	

A szorzat egyik tényezőjénél az abszolút értékjelet azért alkalmazzuk, mert (ij’ értelme a du/dy hányados értelmétől függ. Az l keveredési úthossz a helynek a függvénye. Prandtl feltételezte, hogy a faltól mért távolsággal lineárisan változik



�BEÁGYAZÁS Equation.3���

ahol ( állandó érték. Ezt a feltevést sík fal és cső fal közelében kialakuló turbulens áramlásnál a kísérleti eredmények jól igazolták.



Kármán más úton szintén eljutott a csúsztatófeszültségekre vonatkozó kifejezéshez. A keveredési úthosszúságra pedig a 

�BEÁGYAZÁS Equation.3���

összefüggést nyerte. Ez nem csak a fal közelében, hanem távolabb is érvényes. Csőben való áramlásnál a kísérleti eredmények a cső egész keresztmetszetére vonatkozólag igazolták a kifejezés helyességét.



Prandtl és Kármán előzőekben ismertetett eredményei segítségével a csőben kialakuló sebességeloszlás ismeretében a feszültségek értékei meghatározhatók.



A csőben turbulens áramlások esetén kialakuló sebességeloszlásokra ugyancsak Prandtl és Kármán állapítottak meg összefüggéseket. Elméleti kutatásaik Nikuradse kísérleti kutatásainak eredményeivel együtt alkotják a hidraulikában ma használatos összefüggés ek alapjait.



Hidraulikailag sima csövek súrlódási tényezője:



Amit korábban láttunk, lamináris áramlásnál a csősúrlódási tényező a Reynolds szám reciprokának homogén lineáris függvénye, így értéke egyszerűen számítható. Turbulens áramlásnál ( a Reynolds számnak bonyolultabb függvényeként adódik,  meghatározása körülményesebb, mint lamináris áramlásnál. A meghatározásnál különbséget kell tennünk hidraulikailag sima és érdes cső között.

�Hidraulikailag sima az a cső, melynek folyadékkal érintkező felületén a legnagyobb helyi kiemelkedések sem állnak ki a cső fala közvetlen közelében kialakuló lamináris fali rétegéből, azaz ha k < ( (ahol k a csőfal kiszögeléseinek a csőfalra merőleges mérete, ( a fali réteg vastagsága). A lamináris alapréteg így a cső falának egyenetlenségeit teljesen befedi, és a csőben kialakuló áramlás olyan, mintha a folyadékkal érintkező felület tökéletesen sima lenne.



A lamináris fali réteg vastagsága a Reynolds-féle számtól függ, így ugyanaz a cső különböző sebességeknél, vagy különböző viszkozitású folyadékoknál (azaz különböző Reynolds számoknál) lehet hidraulikailag sima és érdes is.



Az előzőekből még azt a következtetést is levonhatjuk, hogy adott lamináris alapréteg vastagságánál különböző felületi egyenetlenségekkel rendelkező (finoman és kevésbé finoman megmunkált felületű) csövek áramlási veszteségek szempontjából azonosan simának tekinthetők, ha az egyenetlenségeik kisebbek a lamináris alapréteg vastagságánál. Tehát adott folyadékmennyiség szállítására szolgáló csővezeték belső felületének finomításával bizonyos határon túl már nem csökkenthetjük az áramlási veszteségeket.



Hidraulikailag simának tekinthető csöveknél a turbulens áramlásesetén a csősúrlódási tényezőt Prandtl-Nikuradse



�BEÁGYAZÁS Equation.3���

összefüggésével számolhatunk. Ezt elméleti úton nyert összefüggést számos kísérlettel igazolták az eddig elért legnagyobb Reynolds számok is (Re = 3,4 (104). A csősúrlódási tényezőt az összefüggésből csak iteráció utján határozhatjuk meg. Az iterációs eljárást nagymértékben lerövidíti, ha az első lépésnél már az eredményt jól megközelítő értéket helyettesítünk az egyenlet jobb oldalán. Az első feltétel megközelítésére szolgálhatnak az alábbi közelítő összefüggések.



2320 < Re < 8 (104  tartományban:



�BEÁGYAZÁS Equation.3���			Blausius	



2 (104   < Re < 2 (106  tartományban:



(=0,054+0,396(Re-0,3		Schiller	



105   < Re < 108  tartományban:



(=0,0032+0,221(Re-0,237	Nikuradse	



Hidraulikailag sima csöveknél tehát  a csősúrlódási tényező értéke csak a Reynolds számtól függ.

�

Hidraulikailag nem sima csővek esetén a lamináris határréteg vastagsága befolyásolja a kialakuló sebességkép és ezzel párhuzamosan a csősúrlódási tényező értékét. Nikuradse mérésekkel igazolta a parabolikus sebességprofil és ezen keresztül az átlagos és maximális sebesség viszonyának torzulását. 



 � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���





1.42.ábra

� BEÁGYAZÁS Word.Picture.6  ���



Laminális határréteg vastagságának számítására Prandtl az alábbi összefüggést javasolja:



	� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���		



1.43. ábra



Ennek felhasználásával kibővíthetők a hidraulikailag sima csővek ellenállástényezőjének számítására szolgáló összefüggések sora, mégpedig:

   Hidraulikailag érdes cső (� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���) esetén Nikuradze a

	� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���



míg átmeneti tartományban (� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���)

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

 alakú összefüggést javasolja.

A csősúrlódási tényező értékét érdesfalu, kör keresztmetszetű csövek esetén Nikuradse kísérleti eredményei alapján készített diagramból határozhatjuk meg meg .

�

					1.44. ábra

A csőfal minőségének jellemzésére a diagramban a �BEÁGYAZÁS Equation.3��� relatív érdesség értékének reciprokát tüntették fel. Ahol, k a csőfal kiszögeléseinek csőfalra merőleges mérete, r a cső sugara. A k értéke a az anyag minőségétől, a megmunkálás módjától, és a csőfal korrodáltságának mértékétől függ. Az alábbi táblázat ad tájékoztatást a gyakorlatban előforduló k értékekről.

Az ábrán feltüntettük a hidraulikailag sima falú csövekre elméleti úton nyert összefüggések görbéit is. A lamináris áramlásra érvényes összefüggést az 1 jelű, a turbulens áramlásra érvényes összefüggést a 2 jelű szaggatott vonal jelzi. Ha a diagrammban egy-egy meghatározott relatív érdességű cső súrlódási tényezőjének görbéjét vizsgáljuk, a görbének három szakaszát különböztetjük meg.

�

öntöttvas, új�0,5-1 mm��öntöttvas, rozsdás�1,-1,5 mm��öntöttvas, korrodált�1-3 mm��acél, húzott, új�0,03-0,05 mm��acél, húzott, rozsdás�0,1-1 mm��acél, hengerelt, finom�0,01 mm��acél, hengerelt, durva�0,08-0,15 mm��acél, hengerelt, rozsdás�0,2-0,4 mm��öntöttvas v. acél bitumenbevonattal�0,006-0,06 mm��beton, simítva�0,-0,8 mm��beton, durván�1-3 mm��deszka�1-2,5 mm��zúzott kő�8-15 mm��1.03. táblázat



Az első szakaszban a ( értékek a sima csövekre elméletileg is meghatározott értékű görbék szerint változnak. Lamináris áramlásnál (Re = 2320 értékig) a (((((Re , turbulens áramlásnál a Blaussius összefüggése szerint. Ezen szakaszon a csőfalnál kialakuló lamináris alapréteg vastagsága lényegesen nagyobb, mint a csőfal helyi egyenetlenségei.

A különböző érdességű csövek között a relatíve simábbak nagyobb Reynolds számig tekinthetőek hidraulikailag simának. Az a Reynolds szám, amelynél a görbék kezdenek eltérni a sima csőre érvényes ( értéktől jó közelítéssel 

�BEÁGYAZÁS Equation.3���	

Ebből megállapítható, hogy adott áramlás viszonyok (adott Re szám) esetén mi az optimális érdesség, azaz mekkora az a relatív érdesség, melyet tovább csökkenteni már nem érdemes, mivel a csősúrlódási tényező az adott Reynolds számhoz tartozó, sima csőre érvényes értéknél kisebb nem lehet:
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A második szakaszban a ( értékek a sima csőre érvényes értékeknél nagyobbak, s az �BEÁGYAZÁS Equation.3��� értékétől és a Reynolds számtól egyaránt függenek. Ezen a szakaszon a lamináris alapréteg vastagsága közel azonos a csőfal helyi egyenetlenségeivel.

A harmadik szakaszban ( értéke csak a relatív érdességtől függ, a Reynolds szám függvényében állandó értékű. Ezen szakaszban a helyi egyenetlenségek nagyobbak a lamináris alapréteg vastagságánál.

Az egyes görbéknél ez a szakasz durva közelítéssel a

�BEÁGYAZÁS Equation.3���		

Reynolds szám érténél kezdődik. Erre a szakaszra mint láttuk Nikuradse s más kutatók mérései alapján közelítő összefüggések is születtek a csősúrlódási tényező meghatározására, azonban azok használata helyett a ( értékének a diagrammból való kiolvasása.



A nem kör keresztmetszetű csövek esetében is felhasználhatjuk a kör keresztmetszetű csövekre érvényes csősúrlódási tényező tényezők értékeit a következő megfontolás alapján.

Az előzőekben láttuk, hogy turbulens áramlásnál a legnagyobb sebességváltozások a csőfal közelében jelentkeznek. Így az áramlási veszteség túlnyomó része a csőfal menti határrétegben ébred. Ez a felismerés lehetővé teszi, hogy az áramlási ellenálláserőt acső nedvesített (belső) felületének és a csúsztatófeszültségének szorzataként írjuk fel. Így az l hosszúságú k kedvesített kerületű csőszakasz áramlási ellenállását



�BEÁGYAZÁS Equation.3���

alakban írhatjuk, ahol (0 a cső falánál ébredő csúsztatófeszültség.

Ha a csőben áramló folyadék keresztmetszetét A-val jelöljük, az l hosszúságú csőszakaszon az áramlási veszteségek legyőzéséhez szükséges nyomáskülönbség. (stacionárius esetben):
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Kör keresztmetszetű cső esetében

�BEÁGYAZÁS Equation.3���

kör keresztmetszetű csövekre a korábban bevezetett súrlódási tényezővel a nyomásveszteség

�BEÁGYAZÁS Equation.3���	

A két utóbbi egyenletből (0 értéke és ( között az alábbi összefüggés írható fel:
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Ha az
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egyenlettel bevetethetjük a hidraulikai sugár fogalmát, akkor a (0 értékét behelyettesítve
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Ezt összehasonlítva az általános kör keresztmetszetű csövekre fentebb felírt összefüggéssel megállapíthatjuk, hogy a körtől eltérő keresztmetszet csövek (csatornák)esetén is felhasználhatjuk a kör keresztmetszetű csövekre érvényes súrlódási tényezőket, ha a kör keresztmetszetű csövekre nyert összefüggésekben az átmérő helyett a hidraulikai sugár négyszeresét a 

�BEÁGYAZÁS Equation.3���	

egyenlettel definiált hidraulikai átmérőt helyettesítjük.

�

1.7.2 Csőidomok áramlási vesztesége

A csővezetékekbe a technológia által megkivánt szerelvényeket elágazásokat, konfúzorokatat és diffuzorokat kell beépíteni. Ezek ütközési ellenállása növeli a vezeték eredő veszteségét. Egy-egy elem ellenállása a Bernoulli egyenlet tárgyalásánál megismert un. dinamikus nyomás függvénye:

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

Az egyenletben szereplő ( tényező a beépített elemtől függ. A továbbiakban ezek közül néhányat összefoglalunk.



1.7.2.1 Borda-Carnot átmenet

� BEÁGYAZÁS AutoCAD.Drawing.14  ���



 Tekintsük az ábrát, ahol hirtelen keresztmetszet növekedéssel ún. Borda-Carnot átmenetet mutatunk be. A berajzolt áramvonalak a valóságos áramláshoz közelálló képet mutatják be. Alkalmazzuk az impulzustételt annak érdekében, hogy a Borda-Carnot átmenet veszteségét, az ún. Borda-Carnot veszteséget: (p’BC meghatározzuk. 



	1.45. ábra



Legyen az áramlás stacionárius, az áramló közeg sűrűsége pedig állandó. Rajzoljuk fel az előző felületet, valamint a P és I vektorokat. 

Az ellenőrző  felületen ható, súrlódásból származó erőket elhanyagoljuk.

 Felírható, hogy: -I1+I2=P1-P2, azaz

-(v12A1+(v22A2=-p2A2+p1A2

(A jobb oldal utolsó tagja felírásánál azt a kísérleti tapasztalatot használjuk fel, hogy a tengelyre merőleges körgyűrű alakú felületen a nyomás jó közelítéssel állandó és megegyezik az A1 keresztmetszetben uralkodó nyomással.)

Tekintettel arra, hogy a kontinuitás következtében (v1A1=(v2A2 , behelyettesítés és az egyenlet mindkét oldala A2-vel való osztása után adódik:

(v2(v1- v2)=(p2 -p1)i



Ha az áramlás súrlódásmenetes volna, akkor a Bernoulli-egyenlet alkalmazásával számolhatnánk az „ideális” nyomáskülönbséget.
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Az „ideális” és a valósághoz közelálló, (v2(v1- v2)=(p2 -p1)i összefüggéssel megadott nyomáskülönbség különbsége a súrlódás következtében létrejövő ún. Borda-Carnot veszteség:
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amiből egyszerűsítések és átalakítások után adódik:
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A Borda-Carnot veszteség az egyik legfontosabb veszteségforrás, amelynek hatását számos más csőidomban is fel fogjuk fedezni.



1.7.2.2 Kilépési veszteség:



� BEÁGYAZÁS AutoCAD.Drawing.14  ���

 Borda-Carnot veszteség  egyik gyakran előforduló, speciális esete a kilépési veszteség, amely akkor keletkezik, ha a közeg egy csőből nagy térbe, pl. egy tartályba áramlik. Alkalmazzuk a Borda-Carnot veszteség kifejezését, figyelembe véve, hogy v2=0, azaz a tartályban lévő sebesség a közeg súrlódás miatti lefékeződése következtében zérus:





	1.46. ábra

1.7.2.3 Szelepek, tolózárak, csappantyúk:
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 A szelepek, tolózárak, csappantyúk vesztesége is nagyrészt a Borda-Carnot veszteségre vezethető vissza: ezek elmozduló elemei leszűkítik az áramlási keresztmetszetet, ezáltal hírtelen keresztmetszet növekedés jön létre a leszűkült keresztmetszet után. A szelepek, tolózárak áramlási veszteségét is (sz veszteségtényezővel jellemezzük, amely a (p’sz veszteség és valamelyik jellemző sebességgel számolt dinamikus nyomás hányadosa. Az ábra jelöléseit alkalmazva emeljük ki a� 	1.47. ábra	� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���összefüggésből a v2 -t,
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Egy szelep (pl. a vízcsap) forgatása esetén a szelep és a szeleptányér közötti rést (azaz az A1 keresztmetszetet) változtatjuk, ezáltal változik a (sz veszteségtényező értéke is. Pl. a csap zárása esetén A1 egészen zérusig csökken, miközben a veszteségtényező minden határon túl nő. Az egyre nagyobb veszteségtényező miatt a vízvezetékrendszerben lévő nyomás hatására egyre kisebb v2 sebességgel áramlik ki a víz, azaz (teljes zárásig zérusra) csökken a térfogatáram.





1.7.2.4 Hírtelen keresztmetszet-csökkenés:
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 Tekintsük az ábrát, ahol egy hírtelen keresztmetszet-csökkenés látható. A vázolt áramvonalak görbülete alapján meghatározható a fal mellet a nyomás változása (az ábrán a nyilak a nyomás fal menti növekedése irányába mutatnak). A bal oldali nyíl által jellemzett nyomásnövekedés oka, hogy a közeg a „sarok” felé áramlik, ahol torlópont alakul ki, amelyben a nyomás nagyobb, mint a torlópont előtti térben. A hírtelen keresztmetszet-csökkenés helyén, a tengelyre merőleges körgyűrű alakú fal és a kisebb átmérőjű cső csatlakozásánál, a „sarok” körül az 	1.48. ábra	áramlás felgyorsul, a nyomás lecsökken. A sarok után 		áramlás irányában haladva a sebesség csökken, tehát a nyomás nő. Az áramlás irányában növekvő nyomás esetén leválhat az áramlás.



Általánosságban megállapítható, hogy az áramlást határoló szilárd felület hírtelen irányváltozásainál („sarkok” közelében fal melletti, áramlás irányú nyomásnövekedéssel és így határréteg leválás esélyével számolhatunk. Ha a sarok „homorú” akkor az irányváltozás előtt ha „domború” az irányváltozás után jöhetnek létre a határréteg leválás feltételei.



Az adott esetben két helyen következik be  határréteg leválás: az A-val és a B-vel jelölt helyen. Az utóbbi leválás következtében a kisebb  átmérőjű cső elején az „egészséges” áramlási keresztmetszet leszűkül, majd utána Borda-Carnot átmenethez hasonló sebességkiegyenlítődés megy végbe, ami - mint látjuk - jelentős veszteséggel jár. A keresztmetszet leszűkülése a keresztmetszetviszony, azaz minél nagyobb a keresztmetszetek annál jobban összehúzódik az áramlás. A hírtelen keresztmetszet csökkenés veszteségének túlnyomó részét a kisebb átmérőjű csőben bekövetkező Borda-Carnot veszteség teszi ki, tehát írható

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���     � BEÁGYAZÁS Equation.2  ���: konstrukciós tényező.



( Általánosságban megállapítható, hogy gyorsuló áramlások vesztesége általában kicsiny. A lassuló áramlásoknál lehet nagyobb veszteségekkel számolni. Lassuló áramlások az áramlási keresztmetszet növekedése, vagy az áramlási irány változása következtében jöhetnek létre.)



Az iménti összefüggésből látható, hogy hírtelen keresztmetszet csökkenés veszteségtényezője (a kisebb keresztmetszetű csőben lévő átlagsebességgel számolt dinamikus nyomásra vonatkoztatva):
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Ilyen veszteség keletkezik pl. egy tartályból egy csőbe történő beáramlásnál, ha a tartály fala és cső közötti átmenet nincsen lekerekítve. (pl. (=0.5, akkor (hk=1,, ha a cső nem nyúlik bele a tartályba, ((0.6, konstrukciós tényező tartozik,  amivel (hk=0.44.)





1.7.2.5 Diffúzor

Az áramlás irányában bővülő csőtoldatokat nevezzük diffúzoroknak (szemben a konfúzorokkal, amelynek keresztmetszete az áramlás irányában csökken). A diffúzorokban áramlás irányában csökken a sebesség, nő a nyomás. Meghatározható a diffúzor súrlódási vesztesége (p’diff, ha a diffúzorhatásfok (d. a veszteség ugyanis az „ideális” és valóságos nyomásnövekedés különbsége:
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Itt jegyezzük meg, hogy a diffúzor vesztesége nagymértékben függ a diffúzorba belépő sebességmegoszlás jellemzőitől. Ha a fal közelében lévő áramlási sebességek már a belépésnél viszonylag kicsik („csúcsos” sebességprofil), a határréteg hamar leválik és a kilépő keresztmetszet jelentős részén lesz visszaáramlás. Ez azt jelenti, hogy a diffúzor sokkal kevésbé lassítja le az áramlást, mint a keresztmetszetviszony alapján számolt érték, azaz (hk= kicsi és a diffúzor súrlódási vesztesége nagy.



A diffúzorból kilépő közeg sebességmegoszlása a fentiekből következően általában egyenlőtlen. Ha a diffúzor kilépő-keresztmetszete egy csőben folytatódik, ebben az egyenlőtlen áramlási sebesség kiegyenlítődik. Ez a sebességkiegyenlítődés hasonló a Borda-Carnot átmenetben tapasztalható jelenséghez: a nyomás áramlás irányában nő de kevésbé, mint az a sebességcsökkenésből veszteségmentes esetben adódna, azaz jelentős veszteség keletkezik. Mégis ez a nyomásnövekedés növeli a diffúzor hatásfokát.



1.7.2.6 Csőívek, könyökök 
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 A csövekben áramló közegek irányváltozásainál, a csövekben, könyökökben jelentős súrlódási veszteségek keletkezhetnek, amelyeket ugyancsak ( veszteségtényezővel jellemezhetünk. A veszteségek okai között a fali csúsztatófeszültség általában alárendelt szerepet játszik. Nagyobb jelentősége van a szekunderáramlás keletkezésének, hiszen a többlet mozgási energia létrehozásához többlet nyomáskülönbségre van szükség, és az így� 	1.49. ábra	keletkező mozgási energia nem hasznosul: �		legnagyobb része a súrlódás következtében hővé alakul. Nagy veszteséget okozhat a határréteg leválás következtében létrejövő keresztmetszet szűkülés miatti Borda-Carnot veszteség. Az előző meggondolások alapján az ábrán felrajzoltuk a fal mellé a nyomásnövekedést mutató nyilakat, és berajzoltuk a határréteg leválása folytán létrejövő ún. leválási buborékokat és az azok által okozott keresztmetszet szűküléseket. Látható, hogy az irányváltás utáni leválás okozhat jelentős veszteségeket. A csőívek, könyökök veszteségét kétféleképpen szokták csökkenteni: az átmenetek lekerekítésével, vagy terelőlapátok alkalmazásával ill. az R/d relatív görbület növelésével, vagy terelőlapátok alkalmazásával, amelyekkel nagyobb relatív görbületű rész-íveket ill. rész-könyököket hozunk létre.

A fentiekben áttekintett fontosabb csőidomokon kívül több más, itt nem tárgyalt veszteségforrás van (pl. zsaluk, csőelágazások), amelyek veszteségtényezőit könyvekből, katalógusokból lehet kivenni.

Itt jegyezzük meg, hogy ( veszteségtényezők és a ( csősúrlódási tényező számolt vagy katalógusból kivett értékei a valóságos alkalmazásoknál csak közelítően helyesek, hiszen a képletek ill. mért értékek nem veszik figyelembe a súrlódási veszteségforrások egymásrahatását. Belátható, hogy a számolt értéktől eltér annak a csőnek a ( csősúrlódási tényezője, amely előtt egy hírtelen keresztmetszet növekedés van, hiszen a (- legalábbis a kezdeti szakaszon- függ a csőbe való beáramlás jellemzőitől. Ugyancsak nem közömbös egy csőív ( veszteségtényezőjének értéke szempontjából, hogy előtte egyenes cső, vagy egy másik csőív van. Ez utóbbi esetben pl. az is jelentősen befolyásolja a második csőív ( veszteségtényezőjének értékét, hogy a  két ív U vagy S alakot ír le.



A csőidomok egymásrahatása általában előre nem számolható, ezért pl. csővezetékek méretezésénél a számítással ill. táblázatok alkalmazásával kapott eredményeket csak közelítésnek tekinthetjük. (Ezen túlmenően csak szabványos csőátmérőt választhatunk, azaz általában el kell térnünk a számított értéktől. Adott átáramló térfogat esetén pedig az áramlási veszteség a csőátmérő közel 5. hatványával arányos, tehát attól igen erősen függ.) Ezért a tervezésnél egyrészt ésszerű tartalékot (pl. a számítottnál valamivel nagyobb teljesítményű ventillátort) és beállítási, szabályozási lehetőséget kell beépítenünk a rendszerbe, hogy a számítás pontossága miatt szükségessé váló korrekciót a rendszer felépítése után végre tudjuk hajtani. Vigyázni kell ugyanakkor arra, hogy ez az utólagos beállítás, szabályozás ne okozzon fölösleges energiaveszteséget. Hibás megoldás például, ha egy óvatosságból nagyon túlméretezett ventilátor légszállítását egy csappantyú, (azaz egy többlet súrlódási veszteség forrás) beiktatásával csökkentjük a kívánt értékre. Ily módon ugyanis a csappantyún keletkező, a rendszer funkciója tekintetében fölösleges veszteség növeli a ventilátor hajtásához szükséges energia költségét.



1.8 Csővezetékek jelleggörbéje



A folyadék szállításának két alapvető üzemi jellemzője az időegység alatt szállított folyadékmennyiség, és a szállításhoz szükséges nyomáskülönbség. A csővezeték jelleggörbéjével ezen két mennyiség összefüggő értékeit ábrázoljuk.

Stacionárius áramlás esetén a csővezetékbe iktatandó szivattyú csonkjai között kívánt nyomáskülönbség

�BEÁGYAZÁS Equation.3���		

Az áramlási veszteségek miatti nyomáscsökkenés a csővezeték egyes - egyenes szakaszok és szerelvények - elemeiben fellépő ellenállásból tevődik össze



Idomoknál szerelvényeknél: �BEÁGYAZÁS Equation.3���	illetve

�BEÁGYAZÁS Equation.3���	az egyenes csőszakaszoknál.



ahol ci az i-edik elemben áramló folyadék névleges sebessége. A csővezeték minden egyes keresztmetszetében azonos V m3/s vízmennyiség áramlik keresztül, így különböző helyeken jelentkező sebességeket



�BEÁGYAZÁS Equation.3���		

összefüggéssel írhatjuk fel. A csővezeték teljes nyomásvesztesége

�BEÁGYAZÁS Equation.3���		

így a szivattyú csonkjaira felírt egyenletet az alábbi alakban fejezhető ki.



�BEÁGYAZÁS Equation.3���	



Mivel az első két tag, továbbá a harmadik tagban a zárojelbe foglalt rész és a sűrűség is állandó, az állandókat a ill. b-vel jelölve írhatjuk.



�BEÁGYAZÁS Equation.3���		



azaz a csővezeték jelleggörbéje másodfokú parabola, mely parabolának a V = 0 értékhez tartozó legalacsonyabb pontja �BEÁGYAZÁS Equation.3���.





�

Ha a vizsgálandó csővezetékben elágazások, párhuzamos ágak is vannak, a csővezetéket alkotó egyes csőszakaszok jelleggörbéit meghatározva, azok megfelelő egymásrahelyezésével nyerhetjük a teljes csővezeték jelleggörbéjét. Elágazások, párhuzamos ágak csomópontjaiban az anyagmegmaradásnak törvénye szerint az érkező és távozó folyadékmennyiségek algebrai összege zérus, továbbá a csomópontban csak egyfajta nyomás lehetséges. E két törvény ad útmutatást az egyes csőszakaszok jelleggörbeinek egymásrahelyezésére. Sorba kapcsolt csöveknél az azonos vízmennyiséghez tartozó nyomásokat (szállítómagasságokat) �	1.50. ábra	kell összeadnunk, párhuzamosan kapcsolt csöveknél az azonos vízmennyiséghez tartozó nyomásértékekhez tartozó vízmennyiségeket kell összegeznünk .
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